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PRESENTACION 


Los  tiempos  actuales  exigen,  de  los  estudiantes,  aprendizajes  que  permitan  el  desarro- 
llo  de  capacidades  útiles  para  ser  aplicadas  en  su  desempeno  profesional,  a  fin  de  realizar 
transformaciones  en  su  entorno,  desarrollando  mejoras  en  la  calidad  de  vida,  con  pleno  co- 
nocimiento  de  la  protección  de  su  medioambiente. 

La  Geometria,  aquella  ciencia  matemática  pionera  en  el  desarrollo  formai  dél  conoci- 
miento  y  entendimiento  de  las  formás,  tiene  mucho  que  aportar  en  dichas  transformaciones, 
exigiendo  a  los  disenadores,  arquitectos  e  ingenieros,  aplicaciones  cada  vez  más  creativas, 
desafiando  muchas  veces  las  leyes  físicas. 

Llegar  a  entender  la  distribución  de  objetos  en  el  espacio,  aprovechando  el  máximo  de 
sus  virtudes  pasa  por  un  aprendizaje  amplio  de  las  propiedades  y  características  especiales 
de  las  figurás  geométricas,  hecho  que  se  logra  cuando  se  han  trabajado  muchas  actividades 
que  permitan  desarrollar  el  razonamiento,  la  demostración,  la  comunicación  matemática  y  la 
resolución  de  problémás,  etc. 

El  presente  libro  de  Geometria  de  la  Colección  Uniciencia  Sapiens,  tiene  la  particulari- 
dad  de  mostrar  con  sencillez  la  rigurosidad  dél  curso,  mediante  cuantiosos  ejemplos  y  pro¬ 
blémás  resueltos  y  propuestos  por  capítulo,  que  sirven  a  su  vez  de  modelos  para  enfrentar 
con  éxito  otros.  Los  procedimientos  aplicados  se  comunican  siguiendo  la  secuencia  lógica 
común  en  cualquier  rama  de  la  matemática,  demostrándose  gran  cantidad  de  teoremas  y 
propiedades.  Además  cuenta  con  problémás  de  examen  de  admisión  a  la  UNI  con  respues- 
tas  y  claves. 

Por  lo  expuesto  anteriormente,  esperamos  gran  acogida  de  parte  de  alumnos  y  profe- 
sores,  estando  la  presente  edición  a  la  altura  de  cumplir  con  las  exigencias  de  acuciosos 
lectores. 


El  Editor 


Introducción 
Inltersección 
de  figurás  planas 


Jules  Henri  Poincaré,  más  cono- 
cido  como  Henri  Poinceiré,  náció 
en  Nancy  (Francia)  el  129  de  abril 
de  1 854  y  murió  en  Paris  el  1 7  de 
julio  de  1912.  Fue  un  prestigio- 
so  polímata:  matemático,  físico, 
científico  teórico  y  filósofo  de  la 
ciencia,  primo  dél  presidente  de 
Francia  Raymond  Poinica  ré.  Poin¬ 
caré  es  descrito  a  menucío  como 
el  último  «universalista»,  capaz  de 
entender  y  contribuir  en  todos 
Ios  ámbitos  de  la  disciplina  mate- 
mática.  Ingresó  en  í.a  prestigiosa 
École  Polytechnique  en  1873.  Alii 
estudió  matemáticas  bajo  la  tutela 
de  Charles  Hermite,  contin  uando 
su  formáción  y  Ilegando  a  pu  blicar 
su  primer  artículo  científico 
«Démonstration  nouvelle  des 
propriétés  de  Mndicatrice  d>une 
Surface»  en  1874.  Tras  graduarse 
en  1 875  o  1 876,  continuó  su  formáción  en  la  École  des  Mines.  Alii  siguió  estudiando  matemáticas 
en  forma  adicional  a  Ios  contenidos  de  ingeniería  en  minas  y  recibió  su  título  de  ingeniero  en 
marzo  de  1879. 

Poincaré  es  reconocido  por  su  formulación  de  unó  de  Ios  problémás  más  famosos  en  la  história 
de  las  matemáticas.  La  conjetura  de  Poincaré,  propuesto  en  1904,  es  un  probléma  en  el  ámbito 
de  la  Topológia  que  finalmente  fue  resuelto  por  el  matemático  ruso  Grigori  Perelmán  en  el  ano 
2002.  Por  este  trabajo.  Perein  ián  recibió  el  Premio  dél  Milenio  instituido  por  el  Clay  Mathematics 
Institute  el  18  de  marzo  de  2  010. 


Fuente:  Wikipedia 
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<♦  INTRODUCCIÓN 
Términos  matemáticos 

1.  Proposición.  Enuncia  una  verdad  demostrada  o 
por  demostrar. 

2.  Axióma.  Es  una  proposición  evidente  que  no  ne- 
cesita  demostrarse.  Por  ejemplo:  El  todo  es  igual  a 
la  suma  de  sus  partes. 

3.  Postulado.  Es  la  proposición  que  sin  tener  la  evi¬ 
dencia  dél  axióma,  se  admite  sin  demostración. 
Por  ejemplo:  Por  dós  puntos  distintos  pasa  una  y 
solo  una  recta. 

4.  Teorema.  Es  una  proposición  que,  para  su  acepta- 
ción,  necesita  demostrarse.  Consta  de  hipótesis  y 
tesis.  La  primera  indica  los  datos  y  no  se  supone 
como  cierta,  la  segunda  indica  lo  que  se  va  a  demos¬ 
trar.  Luego,  viene  el  proceso  de  la  demostración. 
Por  ejemplo:  La  suma  de  las  medidas  de  los  ángu- 
los  de  un  triángulo  es  de  180°. 

5.  Lema.  Es  un  teorema  previo  que  sirve  de  base 
para  la  demostración  de  otras  proposiciones. 

6.  Corolario.  Es  una  consecuencia  deducida  de  un 
teorema  demostrado. 

7.  Escolio.  Llamada  de  atención  hecha  a  un  teorema 
con  objeto  de  aclaración  o  restricción. 

8.  Probléma.  Enunciado  en  el  cual  se  plantea  hadar 
una  cantidad  o  construir  alguna  figura,  según  las 
condiciones  dadas. 

Objetivos  y  división  de  la  Geometria 

La  Geometria  tiene  por  objeto  el  estudio  de  las  figurás 
geométricas,  atendiendo  a  su  forma,  tamano  y  reláción 
entre  ellas. 

Para  un  mejor  tratamiento  se  divide  en: 

1 .  Geometria  plana  (planimetría).  Estudia  a  las  figu¬ 
rás  planas.  Por  ejemplo:  el  triángulo,  el  círculo,  etc. 

2.  Geometria  dél  espacio  (estereometría).  Estudia 
a  las  figurás  cuyos  puntos  no  estén  en  un  mismo 
piano,  están  en  el  espacio.  Por  ejemplo:  la  pirámi- 
de,  el  prisma,  la  esfera,  etc. 

Figurás  geométricas 

Se  llaman  figurás  geométricas  a  la  representación  de 
líneas,  superficies  y  sólidos,  adoptando  cierta  forma  y 
teniendo  una  determinada  extensión.  A  excepción  dél 
punto,  el  cual  representa  al  conjunto  unitario,  toda  figu¬ 
ra  se  distingue  de  otra  por  su  tamano  y  forma.  Un  punto 
queda  perfectamente  determinado  por  su  posición  en 
el  espacio. 

Las  figurás  geométricas  se  distinguen  en:  líneas,  super¬ 
ficies  y  sólidos. 

Lineas 

Línea  recta.  Todos  sus  puntos  siguen  una  misma  di- 
rección. 


Línea  quebrada.  Formada  por  un  conjunto  de  dós  o 
más  líneas  rectas  consecutivas,  en  diferente  dirección. 


Línea  curva.  Si  no  tiene  trés  puntos  que  sigan  la  misma 
dirección. 


Línea  mixta.  Es  la  combinación  de  alguna  línea  recta  y 
alguna  curva  consecutiva . 


Superficies 


plana  o  piano 


Mediciones 

-  La  medida  de  una  línea  limitada  es  un  número 
positivo  único,  II  amada  longitud  (són  unidades  de 
longitud:  m,  cm,  etc.). 

-  El  área  es  un  número  positivo  úniqo  que  iindi«ca  la 
medida  de  una  superficie  (són  unidades  de  área: 

m2,  cm2,  etc.). 

-  La  medida  dél  €ispacio  que  encierra  un  sólido,  se 
expresa  por  un  r  íúmero  llamado  volumen  (són  uni- 
dades  de  volumon:  m3,  cm3,  etc.). 
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Clasificación 

Dos  figurás,  de  la  misma  naturaleza,  pueden  ser: 

1.  Congruentes.  Cuando  tienen  igual  forma  y  tama- 
no.  Por  ejemplo,  dós  cuadrados  con  igual  longitud 
de  lado. 

2.  Semejantes.  Cuando  tienen  igual  forma  y  tamanos 
diferentes.  Por  ejemplo,  un  cuadrado  cuyo  lado 
midé  10  unidades  y  otro  cuyo  lado  midé  7  unidades. 

3.  Equivalentes.  Tienen  igual  área  o  volumen,  sin 
importár  su  forma.  Dos  superficies  equivalentes 
tienen  igual  área  y  dós  sólidos  equivalentes,  igual 
volumen. 


superficie  Nana,  perfectamente  lisa,  sin  espesor  e  ilimi- 
tada  en  todo  sentido. 

Rayo  y  semirrecta 

La  siguiente  figura  muestra  un  rayo.  El  punto  O  se  llama 
origen  o  extremo  y  forma  parte  de  la  figura.  Se  denota 
como:  ÖP. 


O  P 

Adiferencia  dél  rayo  una  semirrecta  no  considera  el  ori¬ 
gen.  Así,  para  la  siguiente  figura,  la  semirrecta  OP  se 
denotará  como:  OP. 


Congruentes 


Semejantes 


Equivalentes 


o - ► 

O  P 


Éjem  pl  os : 

1.  El  perímetro  de  un  triángulo  equilátero  es  184/3  m. 
Calcular  cuánto  midé  el  lado  dél  cuadrado,  equiva- 
lente  a  dicho  triángulo. 

Resolución: 

El  perímetro  dél  triángulo  es  la  suma  de  longitudes 
de  los  trés  lados.  Entonces: 


<  > 


L  +  L  +  L  =  184V3  =>  L  =  64V3 


Equivalentes 

=,  se  lee:  es  congruente  con... 

~,  se  lee:  es  semejante  con... 

<  >,  se  lee:  es  equivalente  a... 

Conceptos  primarios  y  nomenclatura 

El  punto,  la  recta  y  el  piano,  són  entes  geométricos  no 
definidos,  sobre  los  cuales  se  apoyan  las  definiciones 
de  otras  representaciones. 


•A  ^  r  ^ 

punto  A  7:  recta  r 


piano  P 


El  punto  es  la  misma  representación  en  geometria. 
Una  recta  está  conformada  por  un  conjunto  infinito  de 
puntos  que  siguen  una  misma  dirección  e  ilimitada  en 
ambos  sentidos.  Se  puede  concebir  al  piano  como  una 


Como  deben  ser  equivalentes,  según  el  enun- 
ciado: 

Área  dél  cuadrado  =  Área  dél  triángulo 

Por  formula:  x2  =  L2-^ 

4 

*  x2  =  (6V3  f(^-)  =»  x2  =  27 
x  =  3/3  m 

2.  Hallar  la  longitud  “x”  dél  rádió  de  la  esfera  equi¬ 
valente  al  cono  de  revolución  adjunto,  cuyo  rádió 
midé  r  =  6/2  cm  y  altura  h  =  12  cm. 

Resolución: 

Por  ser  equivalente: 


Volumen  de  la  esfera  =  Volumen  dél  cono 
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Por  fórmula:  |«<3 4  =  *ÍÍI 

=»  4x3  =  (6/2)* 1 2(12)  x  =  6cm 

3.  Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F): 

I.  Un  cuadrado  puede  ser  congruente  a  un  trián- 
gulo. 

II.  Dos  figurás  congruentes  són  siempre  equiva- 
lentes. 

III.  Dos  figurás  equivalentes  són  siempre  con¬ 
gruentes. 

IV.  Un  cubo  y  un  cuadrado  pueden  ser  equiva¬ 
lentes. 

V.  Si  un  cuadrado  y  un  triángulo  tienen  igual  perí- 
metro,  se  llaman  equivalentes 

VI.  Dos  rectángulos  són  siempre  semejantes. 

Resolución: 

I.  (F)  Las  figurás  congruentes  deben  tener  igual 
forma  y  tamano. 

II.  (V)  Por  definíción. 

III.  (F)  No  siempre.  Dos  figurás  equivalentes  solo 
requieren  tener  tamanos  iguales,  más  no  la 
forma.  Por  ejemplo,  un  cuadrado  y  un  triángulo 
pueden  ser  equivalentes. 

IV.  (F)  La  comparación  debe  ser  entre  figurás  de 
la  misma  naturaleza:  figurás  planas  entre  sí  o 
sólidas  entre  sí. 

V.  (F)  Serén  equivalentes,  si  sus  áreas  són  iguales. 

VI.  (F)  Por  ejemplo: 


y 


No  tienen  la  misma  forma  solo  sus  ángulos 
són  congruentes.  (Ángulos  congruentes,  tienen 
igual  medida) 

4.  Con  una  cuerda  de  longitud  L  cm,  <j,cuál  de  las  dós 
figurás  dadas  a  continuación  debe  tomarse,  para 
tener  mayor  área? 

•  Un  cuadrado  •  Una  circunferencia 

Resolución: 

Si  se  forma  un  cuadrado,  cada  lado  tendrá  una  Ion- 
gitud  ^  y  el  área  seré:  j  =  -L  ...(1) 

Si  se  forma  una  circunferencia  de  rádió  r:  2nr  =  L 

L  L? 

=*  r  =  -^-  y  el  área  dél  círculo  seré:  nr2  =  ...(2) 

271  471 

Como  ti  s  3,1416  =*  4ti  =  12,5664 

Entonces  la  expresión  (2)  es  mayor  que  la  (1).  Por 

lo  tanto,  se  debe  elegir  la  circunferencia. 

Conjuntos  convexos  y  no  convexos 

Tenemos  un  conjunto  no  vacío  E  a  cuyos  elementos 
los  llamaremos  puntos.  En  E  se  distinguen  dós  familias 
de  subconjuntos  no  vacíos,  la  família  de  las  rectas  y  la 
família  de  los  planos.  No  definimos  lo  que  es  un  punto, 


□  c 

□  _ c 


□  - c 

□  _ c 


una  recta  o  un  piano.  Estos  són  nuestros  conceptos  pri- 
mitivos  a  E,  que  es  el  conjunto  formado  por  todos  los 
puntos,  lo  llamamos  espacio.  Este  es  nuestro  conjunto 
universal. 

Distancia 

Postulado  de  la  distancia.  Si  P  y  Q  són  dós  puntos, 
entonces  existe  un  número  reál  denominado  distancia 
entre  P  y  Q  y  que  se  denota  d(P;  Q),  tál  que: 

1.  d(P;  Q)  >  0,  V  P,  Q  g  E 

2.  d(P;  Q)  =  0  ~  P  es  Q 

3.  d(P;  Q)  =  d(Q;  P),VP,QgE 

4.  (Desigualdad  triangular) 

d(P;  S)  <  d(P;  Q)  +  d(Q;  S),  V  P.Q.SgE 


P 


Postulado  de  la  regla  (Cantor-Dedekind).  Si  T  es 

una  recta  y  P0  y  Q0  són  dós  puntos  diferentes  de  TT,  en¬ 
tonces  existe  una  correspondencia  biunívoca  entre  los 
puntos  de  V  y  los  números  reales,  tál  que: 

1 .  Al  punto  P0  le  corresponde  el  número  reál  0  y  a  Q0, 
el  número  reál  1 . 

2.  Si  al  punto  P  le  corresponde  el  número  reál  “x”  y  a 
Q,  el  número  reál  “y",  entonces:  d(P;  Q)  =  |x  -  y| 

t  c  P _ M  P0Q0  Q 

R:  x  -10  1  y 

Toda  recta  tiene  infinitos  puntos. 

Definiciones  importantes 

1 .  Un  sistema  de  coordenadas  unidimensional  es  una 
correspondencia,  como  la  descrita  en  el  postulado. 
El  punto  P0  es  el  origen  dél  sistema  de  coordena¬ 
das.  La  coordenada  de  un  punto  es  el  número  reál 
que  le  corresponde. 

2.  Sean  P,  Q  y  S  trés  puntos  diferentes  de  TT .  El  pun¬ 
to  Q  esté  entre  P  y  S  cuando: 

d(P;  S)  =  d(P;  Q)  +  d(Q;  S).  Esto  se  denota:  P  -  Q  -  S 

3.  El  segmento  cerrado  de  la  recta  L  de  extremos  P  y 
Q  es  el  conjunto:  PQ  =  PQ  u  {P;  Q} 

La  longitud  de  PQ  y  PQ  es  el  número  PQ  =  d(P;  Q) 
Si  omitimos  los  extremos  se  denomina  segmento 
abierto. 

Si  una  recta  L  es  perpendicular  en  el  punto  medio 
de  un  segmento,  entonces  TT  es  la  mediatriz  de 
dicho  segmento. 

4.  Dos  segmentos  cualesquiera,  PQ  y  P'Q'  són  con¬ 
gruentes  (PQ  =  P’Q’)  ~  PQ  =  P'Q'. 


Teorema  1 :  Si  P  y  Q  són  dós  puntos  diferentes  de  la 
recta  L,  entonces  existe  un  punto  C  de  la  recta,  tál  que 
C  esté  entre  P  y  Q. 

Corolario:  Entre  dós  puntos  diferentes  de  una  recta, 
existen  infinitos  puntos  de  la  recta. 

Postulado:  Dados  P  y  Q,  dós  puntos  diferentes  cua- 
lesquiera  de  E,  existe  una  única  recta  L,  tál  que  P,  Q  en 
V.  En  este  caso  denotaremos  a  V  con  PQ  y  diremos 
que  TT  es  la  recta  que  pasa  por  P  y  Q  o  que  *T  es  la 
recta  determinada  por  P  y  Q. 

Teorema  2:  Si  dós  rectas  diferentes  se  intersecan,  en¬ 
tonces  su  intersección  es  un  punto. 

Definíción:  Sean  A  y  B  dós  puntos  de  una  recta  L,  el 
rayo  AB  es  el  conjunto  que  resulta  de  la  unión  dél  seg- 
mento  AB  y  de  todos  los  puntos  C,  tales  que  B  está 
entre  A  y  C. 

•  La  definición  de  rayo  AB  se  escribirá: 

AB  =  AB  u  {C  /  B  está  entre  A  y  C} 

•  Las  dós  partes  dél  rayo  se  representan  así: 

ABC 

•  Si  un  punto  A  está  entre  B  y  C  se  dice  que  ÁB  y  ÁC 
són  rayos  opuestos.  La  siguiente  figura  ilustra  este 
concepto: 

C  A  B 


ÁC  ÁB 

•  Si  a  un  rayo  AB  se  le  omite  su  origen,  al  conjunto 
de  puntos  restantes  se  le  denomina  semirrecta  AB 
y  se  denota  ÁB. 

Conjuntos  convexos 

Un  conjunto  A  de  puntos  se  denomina  conjunto  con- 
vexo,  cuando  todo  segmento  determinado  por  los  pun¬ 
tos  cualesquiera  de  A,  está  contenido  en  A. 

A  es  conjunto  convexo  »VP,QeA,  PQcA 


C.  convexo  C.  convexo 

Éjem pl os : 

•  Conjuntos  convexos:  una  recta,  un  rayo,  un  seg¬ 
mento  de  recta,  un  círculo,  el  interior  de  un  ángulo, 
una  esfera,  etc. 

•  Conjuntos  no  convexos:  el  exteriőr  de  un  ángulo, 
un  ángulo,  una  circunferencia,  el  exteriőr  de  un 
cuadrado,  el  exteriőr  de  una  esfera,  etc. 

Partidon  de  un  conjunto.  Se  denomina  partíción  de 

un  conjunto  A  a  cualquier  colección  de  subconjuntos  de 

A,  ninguno  de  los  cuales  es  vacío  y  tales  que  cada  ele- 
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mentő  de  A  pertenece  a  solo  unó  de  estos  subconjuntos 
de  A. 

•  Si  una  circunferencia  G  está  contenida  en  un  piano 
H,  R,  y  R2  són,  respectivamente,  el  interior  y  el  ex¬ 
teriőr  de  la  circunferencia,  una  partíción  resultante 
dél  piano  H  es  {R1t  G,  R2}. 


•  Si  O  es  un  punto  de  una  recta  L  y  OA  y  OB  són,  res¬ 
pectivamente,  las  dós  semirrectas  resultantes,  en¬ 
tonces  la  correspondiente  partíción  es  {OA,  O,  OB} 

*~A  0  i~* 

Postulado  de  la  separación  de  puntos  de  un  piano. 

Si  una  recta  L  está  contenida  en  un  piano  H,  entonces 
los  puntos  dél  piano  que  no  pertenecen  a  la  recta  cons- 
tituyen  dós  conjuntos  disjuntos  denominados  semipla- 
nos  H,  y  H2. 


Tales  que: 

a.  HiYH2  són  conjuntos  convexos. 

b.  Si  P  e  Ht  y  Q  e  H2  =>  PQ  n  V  #  0 

c.  H2  y  V  formán  una  partíción  dél  piano  H. 

{H^  *C  ;  H2} 

Se  denomina  a  T  como  la  arista  de  los  dós  semiplanos. 


Si  dós  conjuntos  de  puntos  A  y  B  són  conjuntos  con¬ 
vexos,  entonces  la  intersección  de  estos  conjuntos  es 
un  conjunto  convexo. 


Conjuntos  no  convexos 

Un  conjunto  de  puntos  se  llama  no  convexo,  si  exis¬ 
ten  al  menos  dós  puntos  distintos  de  dicho  conjunto, 
que  determinan  un  segmento  con  algunos  puntos  no 
comunes  al  conjunto.  Són  ejemplos  de  conjuntos  no 
convexos: 


cilíndrica  esférica 
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Ejemplo: 

Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F). 

I.  Una  recta  es  un  conjunto  convexo. 

II.  Un  piano  es  un  conjunto  convexo. 

Ili  Un  triángulo  es  un  conjunto  convexo. 
IV.  Un  segmento  es  un  conjunto  convexo. 
Resolución: 

I.  (V)  V  A,  B  e  V,  (A  #  B)  =>  ÁB  c  7 

◄ - - - 1 - -  r 

A  B 

II.  (V)  V  P,  Q  e  H,  (P  ±  Q)  =>  PQ  c  H 


IV.  (V)VP11P2eAB,  P^cAB 


A  Pj  P2  B 

<4  INTERSECCIÓN  DE  FIGURÁS  PLANAS 

Una  figura  plana  tiene  todos  sus  puntos  sobre  un  mis- 
mo  piano. 


En  la  figura  (a),  las  rectas  m  y  n  se  intersecan  en  un 
punto.  En  (b),  7  interseca  a  la  figura  f  en  dós  puntos 
y  en  (c),  la  intersección  de  T  y  la  figura  L  es  de  trés 
puntos.  En  todos  los  casos  anteriores  diremos  que  las 
figurás  són  secantes,  si  se  cortan  en  1 ;  2  o  3  puntos, 
respectivamente. 

Líneas  convexas 

Són  aquellas  que  se  intersecan  con  alguna  recta  en  un 
máximo  de  dós  puntos. 


Ejemplos: 


Líneas  no  convexas 

Si  alguna  recta  secante  determina  sobre  ellas,  más  de 
dós  puntos  de  corte.  La  geometria  clásica  menciona  es- 
tas  figurás  como  cóncavas. 

Ejemplos: 


•  Dos  rectas  contenidas  en  un  mismo  piano  y  que 
no  se  intersecan,  reciben  el  nombre  de  paralelas. 
Por  ejemplo,  y  *q\  En  este  caso,  escribiremos 
7n  //  * q  (TrT  es  paralela  a  *q  ). 


A  veces,  suele  decirse  que  las  rectas  se  interse¬ 
can,  para  este  caso,  en  el  infinito. 

Una  recta  y  una  circunferencia  pueden  ser. 


Recta  y  circunferencia  tangentes  entre  sí. 
(1  punto  de  intersección) 


Recta  y  circunferencia  secantes  entre  sí. 
(2  puntos  de  intersección) 
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No  se  intersecan. 

(cero  puntos  de  intersección) 


•  Veamos  algunos  gráficos  de  intersección  entre  un 
triángulo  y  una  circunferencia: 


punto 


2  puntos 


3  puntos 


4  puntos  5  puntos  6  puntos 


Por  supuesto  que,  podrían  hacerse  otros  gráficos  para 
encontrar  un  número  determinado  de  puntos:  1 ;  2;  3; 
4;  5  o  6. 

Notamos  que,  el  mínimo  número  de  puntos  de  inter¬ 
sección  (diferente  de  cero),  entre  estas  figurás,  es  unó 
y  el  máximo  es  seis. 


Máximo  número  de  puntos  de  corte  (MNPC) 

I.  Para  “n”  rectas  secantes: 


Así,  por  ejemplo,  4  rectas  se  cortan  como  máximo 
4(3) 

en:  — ^  =  6  puntos 


» 


Si  se  tienen  10  triángulos,  encontraremos  como 
máximo:  3  x  10(9)  =  270  puntos  de  corte 


IV.  Para  “n”  cuadriláteros  convexos: 


V.  Para  “n”  pentágonos  convexos  se  cortan  como 
máximo  en: 

'  > 

5n(n  -  1 )  puntos 


VI.  En  generál,  “n”  polígonos  convexos  de  L  lados 
cada  unó,  se  cortan  como  máximo  en: 


L(n)(n  -  1)  puntos 


Éjem  pl  os : 

1.  n  polígonos  de  11  lados  cada  unó  (convexos) 
tienen  como  formula  para  el  máximo  número  de 
puntos  de  corte:  11n(n  -  1).  De  modo  que,  5  de 
estas  figurás  se  cortarán  en  un  máximo  de 

11  X  5(4)  =  220  puntos. 

2.  «j,En  cuántos  puntos  se  cortan  como  máximo, 
10  icoságonos  convexos? 

Resolucíón: 

Un  icoságono  es  el  polígono  de  20  lados.  Lue- 
go,  en  la  fórmula  dél  punto  (6),  debemos  reem- 
plazar: 

L  =  20  =>  número  de  lados. 
n  =  10  =>  número  de  polígonos. 

.-.  N.°  de  puntos:  L(n)(n  -  1)  =  20(1 0)(9)  =  1800 


II.  Para  “n”  circunferencias  secantes: 


3.  <j,En  cuántos  puntos  se  intersecan,  como  máxi¬ 
mo,  5  octógonos  convexos? 


Trés  circunferencias  secantes  se  cortan  como 
máximo  en:  3(2)  =  6  puntos 


Resolucíón: 

El  octógono  es  un  polígono  de  8  lados.  Entonces 

L  =  8  y  n  =  5.  En  la  fórmula  dél  punto  (6): 

...  L(n)(n  -  1)  =  8  x  5(4)  =  160  puntos 

VII.  Dos  polígonos  convexos  de  diferente  número  de 
lados,  se  intersecan  como  máximo  en  un  número 
de  puntos  equivalente  al  doble  dél  número  de  la¬ 
dos  dél  menor. 
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Así,  por  ejemplo: 


•  1  triángulo  y  1  cua-  •  1  cuadrilátero  y 
drilátero:  1  pentágono: 


•  1  decágono  (10  lados)  y  1  octógono  (8  lados) 
convexos,  se  cortan  como  máximo  en: 

2x8  =  16  puntos 

•  1  cuadrilátero  y  1  circunferencia: 


(La  circunferencia  se  considera  como  un  polí- 
gono  de  infinitos  lados) 

3  SOX9VHOD  fcrv 

Vili.  Para  “n”  figurás  cualesquiera  (convexas  o  no  con- 
vexas)  dél  mismo  tipo,  el  máximo  número  de  pun¬ 
tos  de  corte  es: 

kn(n-l) 

2 

Siendo  “k”  el  número  máximo  de  puntos  en  que  se 
cortan  dós  de  dichas  figurás. 

Ejemplos: 

1.  Encontrar  la  fórmula  para  calcular  el  máximo 
número  de  puntos  de  corte  entre  “n”  elipses. 


Resolución: 

Una  elipse,  es  de  la  forma: 


Hallamos  el  valor  de  “k”  graficando  dós  elipses, 
de  modo  que  se  tenga  el  número  máximo  de 
puntos  de  intersección  entre  ellas. 


k  =  4  puntos  como  máximo 


Entonces,  para  “n”  elipses,  la  fórmula  se  obtie- 
ne  al  reemplazar  este  valor  de  "k”  en  la  expre- 
sión  anterior: 

— —  =>  2n(n  -  1)  puntos 

2.  Hallar  una  fórmula  para  calcular  el  máximo  núme¬ 
ro  de  puntos  de  corte  entre  n  figurás  de  la  forma: 


Resolución: 

Graficamos  dós  de  dichas  figurás  a  fin  de  obte- 
ner  el  valor  de  k: 

k  =  9  puntos  como  máximo 
Para  n  de  estas  figurás:  9-n— -  -  puntos. 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 


n 


1.  Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de  corte  entre 
10  rectas  y  5  circunferencias,  al  cortarse  todas  es¬ 
tas  figurás  entre  sí. 


Resolución: 


1 0  rectas 
5  circunferencias 


El  método  de  resolución  consiste  en  contar  por  se- 
parado  los  puntos  de  corte:  rectas  solas,  circunfe¬ 
rencias  solas  y  al  final  la  combinación. 

El  resultado  se  obtiene  sumando  los  parciales.  Así: 
Las  10  rectas  solas  se  cortan  como  máximo  en 


M=45 

Las  5  circunferencias:  5(4)  =  20  puntos 


...(1) 

...(2) 


Para  el  número  de  puntos  entre  rectas  y  circunfe¬ 
rencias: 


Como  cada  recta  corta  a  una  circunferencia  en  2 
puntos  y  són  5  circunferencias,  entonces  una  recta 
corta  a  las  5  circunferencias  en  2  x  5  =  10  puntos. 
Pero  són  10  rectas,  entonces  tendremos  aquí: 

10  x  10  =  100  puntos  ...(3) 

Finalmente,  sumando  los  resultados  parciales  de 
(1),  (2)  y  (3):  45  +  20  +  100  =  165  puntos 


2. 


Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de  corte  entre 
11  rectas  secantes  y  5  triángulos,  al  cortarse  todas 
estas  figurás  entre  sí. 
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Resolución: 

11  rectas 
5  triángulos 


Las  11  rectas,  por  sí  solas  1 1  ^  —  =55  ...(1) 

Los  5  triángulos  entre  sí:  3  x  5(4)  =  60  ...(2) 

Las  11  rectas  a  los  5  triángulos: 


N.°  de  puntos 
entre  una  recta 
y  un  triángulo 


2  x  11  x  5  =  110  puntos  ...  (3) 

| _ N.°  de 

triángulos 

_ N.°de 

rectas 


Luego,  sumando  los  resultados  (1),  (2)  y  (3): 
55  +  60  +  110  =  225  puntos 


3.  Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de  corte  entre 
21  rectas  secantes,  15  circunferencias  y  12  trián¬ 
gulos,  al  intersecarse  todas  estas  figurás  entre  sí. 


Las  15  circunferencias  a  los  12  triángulos: 


6  x15  x  12  =  1080  puntos  ...(6) 

J  l  l 

O  A 


El  MNPC  lo  obtenemos  sumando  los  resultados  par- 
ciales  dél  (1)  al  (6): 

210  +  210  +  396  +  630  +  504  +  1080  =  3030 
puntos 

4.  Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de  corte  entre 
21  triángulos  y  10  cuadriláteros  convexos,  todos 
secantes  entre  sí. 

Resolución: 

21  triángulos 
10  cuadriláteros 


Tenemos: 

Los  21  triángulos  se  cortan  como  máximo  en 
3x21(20)=  1260  puntos 
Los  1 0  cuadriláteros  convexos: 

4  X  10(9)  =  360  puntos 

Los  21  triángulos  a  los  10  cuadriláteros: 


...(1) 

...(2) 


Resolución: 


21  rectas 

=>  15  circunferencias 
12  triángulos 


Evaluamos  el  máximo  número  de  puntos  de  cor¬ 
te  entre  las  rectas  solas,  las  circunferencias  entre 
sí,  los  triángulos  por  sí  solos  y  luego  hacemos  las 
combinaciones  en  grupos  de  dós.  Así: 


Las  21  rectas:  2- 2Q--  =210  puntos  ...(1) 

Las  15  circunferencias:  15(14)  =  210  puntos  ...(2) 
Los  12  triángulos:  3  x  12(11)  =  396  puntos  ...(3) 
Las  21  rectas  a  las  15  circunferencias: 


Las  21  rectas  a  los  12  triángulos: 


2  x  21  x  12  =  504  puntos  ...(5) 

J  I  t 

/  A 


Número  de  lados  menor 


El  MNPC  lo  obtenemos  sumando  (1),  (2)  y  (3): 
1260  +  360  +  1260  =  2880  puntos 


5.  Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de  corte  entre 
1 0  rectas  paralelas,  5  rectas  secantes  y  6  triángu¬ 
los,  al  intersecarse  todas  estas  figurás  entre  sí. 

Resolución: 


10  rectas  paralelas 
=>  5  rectas  secantes 
5  triángulos 


Tenemos: 

Las  10  rectas  paralelas  entre  sí: 

Cero  puntos  de  corte 

Las  5  rectas  secantes  por  sí  solas: 

=  10  puntos 

Los  6  triángulos:  3  x  6(5)  =  90  puntos 


...(1) 

...(2) 

...(3) 
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Las  10  rectas  paralelas  y  5  secantes: 

1  xlOx  5  =  50  puntos  ...(4) 


N.°  de 
secantes 


N.°  de 


N.°  de  puntos 

entre  una  paralela -  para^as 

y  una  secante 


Las  10  rectas  paralelas  a  los  6  triángulos: 

2x10x6  =  120  puntos  ...(5) 


2  puntos  — 


L 


triángulos 


paralelas 


Las  5  rectas  secantes  y  6  triángulos: 

2x5x6  =60  puntos  ...(6) 

1 - triá 


2  puntos- 


-  triángulos 


secantes 


El  MNPC  lo  obtenemos  sumando  todos  los  resul- 
tados  parciales: 

0  +  10  +  90  +  50  +  120  +  60  =  330  puntos 


6.  Si  a  un  grupo  de  rectas  de  un  piano  se  le  agrega 
una,  el  máximo  número  de  puntos  de  corte  se  du- 
plicaría.  Hallar  el  número  de  rectas  inicialmente. 

Resolución: 

Sí  inicialmente  hubieran  “n”  rectas,  el  número 
máximo  de  puntos  de  corte  sería:  n^n/~  ^ 


Al  agregar  una  al  grupo  anterior:  (n  +  1)  rectas 

estas  se  cortan  en:  +  +  -1  ~  ^  =*  ^-+^n 

puntos. 


Según  enunciado,  el  segundo  resultado  debe  ser 
el  doble  dél  primero.  Luego,  resolviendo  tenemos: 
n  =  3  rectas 


7.  Si  a  un  grupo  de  “n”  rectas  secantes  se  agrega  una 
recta,  el  máximo  número  de  puntos  de  corte  au- 
mentaría  en  12.  Hallar  el  valor  de  “n”. 

Resolución: 

Al  agregar  una  recta  al  grupo  existente  de  “n”  rec¬ 
tas,  la  nueva  recta  debe  cortar  a  cada  una  de  las 
anteriores  en  un  punto,  entonces  el  MNPC  se  in- 
crementará  en  “n".  Por  lo  tanto:  n  =  12 

8.  Si  a  una  grupo  de  “n”  triángulos  se  le  quita  unó,  el 
máximo  número  de  puntos  de  corte  disminuye  en 
18.  Hallar  V. 

Resolución: 

Un  triángulo  corta  a  otro  en  6  puntos  como  máximo. 
Al  extraer  un  triángulo  al  grupo  de  “n”,  este  cor- 


tará  a  cada  unó  de  los  (n  -  1)  restantes  en  6 
puntos. 

Luego:  6(n  -  1)  =  18  n  =  4 

9.  Al  duplicarse  el  número  de  rectas  secantes,  el 
máximo  número  de  puntos  de  corte  se  quintuplica. 
Hallar  el  número  inicial  de  rectas. 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  inicial  de  rectas.  Ellas  determi- 
n(n-1) 

nan:  — — -  puntos 

Si  se  duplica  el  número  de  rectas,  ahora  tendremos 
2n  rectas  que  se  cortan  en:  — n  ^  ~  ^  puntos 

Según  el  enunciado,  este  último  resultado  debe  ser 
cinco  veces  el  anterior. 

2n(2n  - 1)  -n(n-1)  .  ? 

^  2  2  -n-j 

10.  Si  a  un  grupo  de  “n”  polígonos  convexos,  de  L  la- 
dos  cada  unó,  se  agrega  otro  de  la  misma  natu- 
raleza  y  cantidad  de  lados,  el  máximo  número  de 
puntos  de  corte  se  duplica.  Hallar  “n”. 

Resolución: 

Es  fácil  deducir  que  dós  polígonos  convexos  de  L  la¬ 
dos  cada  unó  se  cortan  como  máximo  en  2L  puntos. 
Luego,  el  nuevo  polígono  corta  al  grupo  de  “n”  en 
2Ln  puntos. 

Como  los  “n”  polígonos  de  L  lados  se  cortan  en 
L(n)(n  -  1)  puntos,  según  formula,  y  al  colocar  el 
nuevo  polígono,  esta  cantidad  se  duplica,  entonces: 
2L(n)  =  L(n)(n  -  1)  =*  n  =  3 

11.  Encontrar  la  cantidad  de  decágonos  que  se  inter- 
secan,  sabiendo  que  al  hacerlo  determinan  como 
máximo  6250  puntos,  en  los  cuales  están  también 
considerados  los  vértices. 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  decágonos. 

Número  totál  de  vértices:  lOn 

Número  máximo  de  puntos  de  intersección:  10n(n  -  1) 

Por  dato:  lOn  +  10n(n  -  1)  =  6250 

=>  n2  =  625  .*.  n  =  25 


12.  Si  a  un  conjunto  de  rectas  secantes,  se  le  agrega- 
se  una  cantidad  igual  de  rectas,  su  número  máxi¬ 
mo  de  puntos  de  corte  aumentaría  en  330.  Calcular 
cuántas  rectas  tiene  el  conjunto. 


Resolución: 

Sí  inicialmente  hubieran  “n”  rectas,  estas  se  corta- 
n(n-1) 

rian  en:  — ^ — -  puntos 


Al  agregar  otras  “n”  rectas  al  grupo  anterior,  habrán 


2n  rectas  que  se  cortarían  en:  2n^ — — 

„  .  .  2n(2n-1)  n(n-1)  oor. 

Por  dato:  — K— +  330 


puntos 


=*  3n2  -  n  -  660  =  0  =>  (3n  +  44)(n  -  15)  =  0 
.-.  n  =  15 


Geometria  ■  23 


13.  Se  tiene  “n”  circunferencias  secantes.  Si  se  quitan 
dós  circunferencias,  el  número  máximo  de  puntos 
de  corte  disminuye  en  30.  Hallar  “n". 

Resolución: 

Las  “n”  circunferencias  secantes  se  cortarán  en: 
n(n  -  1)  puntos 

Al  quitar  2,  las  (n  -  2)  circunferencias  restantes,  se 
cortarán  en:  (n  -  2)[(n  -  2)  -  1]  puntos 
Por  dato:  n(n  -  1 )  -  30  =  (n  -  2)[(n  -  2)  -  1] 
Resolviendo:  n  =  9 

14.  Encontrar  el  número  máximo  de  puntos  de  corte 
que  hay  entre  F  decágonos  convexos  y  F  cuadrilá- 
teros  convexos. 

Resolución: 


F  decágonos  convexos 
F  cuadriláteros  convexos 

Los  F  decágonos  (10  lados  cada  unó):  10F(F  -  1) 
Los  F  cuadriláteros:  4F(F  -  1) 

Los  F  decágonos  con  los  F  cuadriláteros: 

n.°  de  puntos  de 

corte  entre  x/  n.°de  \y/  n.°de  \ 

1  decágonoy  \decágonos;  'cuadriláteros/ 

,  1  cuadrilátero  . 

II 

(2  X  4)  X  (F)(F)  =  8F2 

t _ Doble  número  de  lados  menor 

Finalmente,  sumando  los  resultados  parciales: 
10F(F  -  1)  +  4F(F  -  1)  +  8F2  =  2F(11F  -  7)  puntos 

1 5.  Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de  intersección 
de  10  cuadriláteros  no  convexos. 

Resolución: 

Debemos  usar  la  formula  vista  en  el  punto  Vili  de  la 
teória,  para  encontrar  el  MNPC  en  los  “n"  cuadrilá¬ 
teros  no  convexos  y  aquí  reemplazar  el  valor  de  n: 


MNPC  =  puntos 


“k”  es  el  número  máximo  de  puntos  en  que  se  cor- 
tan  2  cuadriláteros  no  convexos.  Para  ellő,  tene- 
mos  el  siguiente  gráfico: 

k  =  16  puntos 


Entonces  para  “n”  de  estas  figurás,  la  formula  es: 
MNPC  =  ■1.6ÜÍ^  ~.l)  =  8n(n  -  1)  puntos 

Si:  n  =  10  ->  MNPC  =  8  x  10(9)  =  720  puntos 

16.  Deducir  una  formula  para  encontrar  el  número  totál 
de  puntos  en  que  se  cortan  “n"  circunferencias  dis- 
puestas  como  se  indica: 


Resolución: 

El  análisis  lo  hacemos  incrementando  cada  vez, 
en  unó,  el  número  de  circunferencias.  Debemos 
relacionar  el  número  de  puntos  con  el  número  de 
circunferencias. 


Número  de  circunferencias 

Número  de  puntos 

GD 

GOD 

GGGD 

GGG0D 

G0G00D 

n  circunferencias 

2  puntos  —►2(2-1) 
4  puntos  — ►  2(3  -  1) 
6  puntos  —►  2(4  -  1) 
8  puntos  — ►  2(5  -  1) 
10  puntos— ►  2(6  -  1) 

2(n  -  1)  puntos 

17.  En  la  figura,  las  rectas  L1  y  L2  són  paralelas  en¬ 
tre  sí;  sobre  L,  se  tornán  “m”  puntos  y  sobre  L^, 
“n”  puntos.  Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de 
corte  en  que  las  rectas  determinadas  por  los  “m” 
puntos  de  y  “n”  puntos  de  L^t  cortan  a  la  circun- 
ferencia. 


L, 

L2 


Resolución: 

Cada  recta  interseca  a  la  circunferencia  como 
máximo  en  2  puntos.  El  número  de  rectas  determi¬ 
nadas  lo  obtenemos  así: 


m  puntos 


n  puntos 


Un  punto  de  L1f  con  los  “n”  puntos  de  L2  determi- 
nan  “n”  rectas.  Luego  los  “m”  puntos  de  con  los 
“n”  puntos  de  L^,  determinan  “mn”  rectas. 
Entonces,  el  número  de  puntos  en  que  esta  can- 
tidad  (mn)  de  rectas  corta  a  la  circunferencia  es 
2mn,  como  máximo. 
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18.  Al  número  máximo  de  puntos  de  corte  entre  “n” 
polígonos  convexos,  de  L  lados  cada  unó,  se  le 
suma  el  máximo  número  de  puntos  de  corte  entre 
“n”  polígonos  de  2L  lados  cada  unó,  obteniéndose 
en  totál  630  puntos.  Hallar:  L  +  n 

Resolución: 

MNPC  entre  “n”  polígonos  de  L  lados:  L(n)(n  -  1) 
MNPC  entre  “n”  polígonos  de  2L  lados:  2L(n)(n  -  1 ) 
Por  dato:  L(n)(n  -  1)  +  2L(n)(n  -  1)  =  630 
=*  3L(n)(n  -  1)  =  630  =*  L(n)(n  -  1)  =  210 
En  factores  primos  210  es:  2  x  3  x  5  x  7 
Escrito  este  producto  en  forma  que  contenga  dós 
factores  consecutivos,  para  luego  comparar  con  el 
primer  miembro,  tenemos: 

L(n)(n  -1)  =  7x6x5  =>  L  =  7yn  =  6 
L  +  n  =  13 

19.  De  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 
(V)  o  falso  (F)  según  corresponda. 

Datos:  L  es  una  recta  y  C  es  una  circunferencia 
(Considerar  a  P  como  el  piano  que  los  contiene) 

I.  P  -  (L  u  C)  resulta  űn  máximo  de  dós  regiones 
convexas  y  2  regiones  no  convexas. 

II.  (L  n  C)  puede  ser  una  región  no  vacía  y  con- 
vexa. 

III.  Existen  5  elementos  en  partíción. 

Resolución: 


RNC 


P  -  (L  u  C):  conjunto  no  convexo 


II. 


(V) 


Los  subconjuntos:  P1f  P2,  P3,  P4  y  P5  determinan 
una  partíción  {P1f  P2l  P3,  P4,  P5}  dél  conjunto  P, 
o  sea  dél  piano.  (V) 

VVV 


20.  Indicar  el  valor  de  verdad: 

I.  Una  recta  y  un  ángulo  contenidos  en  un  piano, 
pueden  determinar  una  partíción  de  5  elementos. 

II.  Todo  piano  separa  al  espacio  en  dós  semies- 
pacios  E1  y  E2,  tál  que  E,  u  E2  es  un  conjunto 
convexo. 

III.  Sean  C:  conjunto  de  puntos  de  un  cono  sólido  y 

T:  conjunto  de  puntos  de  una  de  las  generatrices. 
(C  -  T)  es  un  conjunto  convexo. 

Resolución: 


P 


Recordemos  que  una  partidon  de  un  conjunto 
P  es  una  colección  de  subconjuntos  de  P,  nin- 
guno  de  los  cuales  es  vacío,  tál  que  cada  ele- 
mento  de  P  pertenece  solamente  a  unó  de  los 
subconjuntos  de  P.  (V) 

II.  SL_Pe  E,  y  Q  e  E2 

=>  PQ  no  está  contenido  en  el  conjunto  respectivo. 
Luego  E,  u  E2  no  es  un  conjunto  convexo.  (F) 

III.  Como  en  el  caso  de  una  región  triangular  ABC, 
al  excluir  el  lado  BC,  por  ejemplo,  la  región  res- 
tante  es  un  conjunto  convexo. 


El  segmento  PQ  está  contenido  en  el  conjunto 
respectivo.  (V) 

21.  De  las  siguientes  proposiciones,  indica  verdadero 
(V)  o  falso  (F)  según  corresponda. 

I.  Sea  C:  un  polígono  regular  de  5  lados  con  su 
región  interior. 

L:  una  diagonal  dél  polígono  regular  anterior  en- 
tonces:  C-L  es  un  conjunto  convexo. 

II.  La  diagonal  de  un  rombo  divide  a  esta  en  2  con- 
juntos  convexos. 

III.  Sea  Q:  Un  triángulo  con  su  región  interior. 

T:  2  cevianas  dél  triángulo  anterior. 

Entonces  T  divide  a  Q  en  un  máximo  de  3  regio¬ 
nes  convexas). 


Resolución: 

I. 
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T:  divide  a  Q  en  un  máximo  de  4  regiones  con- 
vexas.  (F) 

FFF 


22.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Sean  A,  B  y  C  trés  puntos  consecutivos  de  una 
recta,  entonces  BA  n  BC  =  0 

II.  La  intersección  de  dós  conjuntos  convexos,  es 
un  conjunto  convexo. 

III.  Sea  Ct  una  región  cuadrada  ABCD  y  C2  una 
región  triangular,  entonces  C 1  +  C2  siempre  es 
un  conjunto  convexo. 

Resolución: 


La  proposición  es  falsa. 
FVF 


23.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones: 

I.  Un  polígono  convexo  es  un  conjunto  no  con¬ 
vexo. 

II.  El  exteriőr  de  un  piano  es  un  conjunto  convexo. 

III.  La  diferencia  de  dós  conjuntos  no  convexos  es 
un  conjunto  no  convexo. 

Resolución: 

I.  Un  polígono  es  solamente  una  frontéra,  no  tie- 
ne  interior,  es  hueco  como  un  aro  o  anillo. 

La  proposición  es  verdadera. 

II.  Por  el  postulado  de  la  separación  de  los  puntos 
dél  espacio,  la  proposición  es  falsa. 


A  y  B  són  dós  conjuntos  no  convexos. 
Pero:  A  -  B  =  conjunto  convexo 


La  proposición  es  falsa. 
VFF 


A 


B 


C 


BA  n  BC  =  {B} 

La  proposición  es  falsa. 


A  y  B  són  conjuntos  convexos. 
Luego  A  n  B  =  conjunto  convexo 
La  proposición  es  verdadera. 


III. 


ABCD  u  DCE:  no  es  un  conjunto  convexo. 


24.  Indicar  el  valor  de  la  verdad  de  las  siguientes  pro- 
posiciones: 

I.  Un  círculo  sin  el  borde  es  un  conjunto  convexo. 

II.  La  intersección  de  2  círculos  es  un  conjunto 
convexo. 

III.  Un  cuadrilátero  siempre  es  un  conjunto  convexo. 

Resolución: 

I.  En  un  círculo,  al  excluir  su  circunferencia,  la  ré¬ 
gión  interior  es  un  conjunto  convexo  (V) 


A:  conjunto  convexo  (círculo) 

B:  conjunto  convexo  (círculo) 

A  n  B:  conjunto  convexo  (V) 

III.  Ningún  polígono  es  un  conjunto  convexo.  (F) 
.-.  WF 

25.  De  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 
(V)  o  falso  (F)  según  corresponda. 
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I.  Una  región  poligonal  limitada  por  un  polígono 
convexo,  donde  se  ha  excluido  su  perímetro  es 
un  conjunto  convexo. 

II.  Alguna  región  triangular  donde  se  ha  excluido 
el  circuncentro  es  un  conjunto  convexo. 

III.  Ningún  conjunto  convexo  resulta  de  la  reunión 
de  dós  conjuntos  no  convexos. 


Resolución: 

En  una  región  poligonal. 

I.  Convexa,  al  excluir  su  perímetro,  contorno  o 

al  polígono  que  limita  a  dicha  región  poligo¬ 
nal  convexa,  sigue  siendo  un  conjunto  con¬ 
vexo.  (V) 

II. 


La  región  triangular  que  muestra  la  figura  es 
obtusángulo,  su  circuncentro  es  un  punto  ex¬ 
teriőr,  al  omitir,  excluir  o  quitar,  el  conjunto  es 
convexo.  (V) 


Si  L,  y  L2  són  semirrectas,  entonces  estas  no 
incluyen  al  origen  L.  (Algo  parecido) 

La  proposición  es  verdadera. 

II.  Si  L1  y  L2  són  conjuntos  convexos  ya  que  són 
semiplanos. 

La  proposición  es  verdadera. 

III.  L1uLuL2  =  P 

Es  una  colección  de  3  elementos. 

La  proposición  es  verdadera. 

VW 

27.  Determinar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes 
proposiciones: 

I .  La  región  que  se  obtiene  al  quitar  2  lados  a  una  ré¬ 
gión  cuadrangular  regular  es  un  conjunto  convexo. 

II.  La  semirrecta  es  un  conjunto  convexo. 

III.  Una  región  triangular  cuyos  vértices  se  han 
omitido  es  un  conjunto  convexo. 


A:  conjunto  no  convexo 
B:  conjunto  no  convexo 
A  u  B:  conjunto  convexo  (F) 

WF 

26.  Una  recta  L  de  un  piano  P,  divide  al  piano  en  dós 
conjuntos  de  puntos  L ,  y  L2.  Indicar  el  valor  de  ver¬ 
dad  de  las  siguientes  proposiciones: 


II.  El  rayo  sin  su  origen  es  la  semirrecta,  esta  no 
incluye  al  punto  de  origen,  la  semirrecta  es  un 
conjunto  convexo.  (V) 


I.  L1  y  L2  no  incluyen  a  L. 

II.  y  L2  són  conjuntos  convexos. 

III.  La  recta  L,  determina  una  partíción  de  trés  ele¬ 
mentos  en  el  piano. 


Se  han  omitido  o  excluido  los  vértices  dél  trián- 
gulo,  pero  los  puntos  restantes  formán  un  con¬ 
junto  convexo.  (V) 

VW 
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®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  2005  - 1) 

A  la  región  plana  representada  en  (a)  le  falta  el  punto  A; 
a  la  de  (b)  le  faltan  los  puntos  C  y  D  y  a  la  de  (c)  le  fal¬ 
ta  su  circunferencia  frontéra.  ^Cuáles  de  las  siguientes 
proposiciones  són  correctas? 


(a)  (b)  (c) 


I.  La  intersección  de  los  conjuntos  en  (a)  y  (b)  es  un 
conjunto  no  convexo. 

II.  La  intersección  de  los  conjuntos  en  (b)  y  (c)  es  un 
conjunto  convexo. 

III.  La  intersección  de  los  conjuntos  en  (a),  (b)  y  (c)  es 
un  conjunto  convexo. 

A)  I  y  III  B)  Ily  III  C)  Solo  III 

D)  Solo  I  E)  Solo  II 

Resolución: 

Analizando  las  proposiciones. 

I.  (a)  es  no  convexo  y  (b)  es  convexo,  entonces,  la 
intersección  puede  ser  convexa  o  no  convexa. 


=>  falsa 


•  En  este  otro  caso: 


La  intersección  es  convexa 


Clave:  E 


PROBLÉMÁS  2  (UNI  2006  -  II) 

Dadas  las  siguientes  proposiciones: 

I.  El  conjunto  convexo  más  pequeno  que  contiene 
a  trés  puntos  no  colineales  dél  piano  es  la  región 
triangular  cuyos  vértices  són  dichos  puntos. 

II.  El  conjunto  S  =  {x  e  IR  /  |x|  >  1}  es  convexo. 

III.  Si  al  borde  de  un  círculo  se  le  quita  un  solo  punto, 
el  conjunto  resultante  ya  no  es  convexo. 

Es  (són)  correcta(s): 

A)  I  y  III  B)  Solo  II  Oly  II 

D)  Ily  III  E)  Solo  I 

Resolución: 

Analizando  cada  proposición: 


II.  (b)  y  (c)  són  conjuntos  convexos,  entonces,  la  in¬ 
tersección  es  convexa. 


=*>  verdadera 

III.  (a)  es  conjunto  no  convexo,  (b)  y  (c)  són  conjun¬ 
tos  convexos;  entonces,  su  intersección  puede  ser 
convexa  y  no  convexa. 

•  En  este  caso: 


La  intersección  es  no  convexa 
=>  falsa 


La  región  triangular  con  vértices  que  són  los  pun¬ 
tos  no  colineales  dél  piano  es  el  conjunto  convexo 
más  pequeno. 

Es  correcta. 

II.  S  no  es  convexo,  dado  que  sería  un  conjunto  dis- 
continuo,  no  puede  ser  convexo.  Resolviendo  la 
inecuación: 

|x|  >  1  =>  x  <  -1  v  x  >  1 

Graficando: 

M - O - 0 - ► 

— oo  —1  1 

Es  incorrecta. 

III.  Analizando  la  proposición: 

Aunque  se  quite  un  punto  dél  borde  de  un  círculo, 
este  sigue  siendo  convexo;  por  consiguiente  todos 
los  puntos  dél  conjunto  siguen  siendo  continuos.  El 
conjunto  resultante  sigue  siendo  convexo.  Es  inco¬ 
rrecta. 


Clave:  E 
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PROBLÉMÁS  PRQPUESTOS 


1.  Si  la  reunión  de  un  región  no  convexa  (cóncava) 
con  una  región  convexa,  de  tál  forma  que  no  se 
intersequen,  resulta  una  región  cóncava;  entonces 
dichas  regiones  són: 

A)  Una  región  cuadrangular  y  un  círculo. 

B)  Una  región  cuadrangular  y  una  región  triangular. 

C)  Una  región  pentagonal  y  una  región  triangular. 

D)  Ay  B 

E)  By  C 

2.  Dadas  las  siguientes  proposiciones,  indicar  el  valor 
de  verdad  (V)  o  falsedad  (F). 

I.  La  unión  de  dós  regiones  convexas  resulta  una 
región  convexa. 

II.  Una  recta  secante  a  una  región  convexa  deter- 
mina  en  ella  dós  regiones  convexas. 

III.  La  intersección  de  dós  regiones  no  convexas 
puede  ser  una  región  convexa. 

A)  VFF  B)  h/V  C)  WF 

D)  FFV  E)  FVF 

3.  Indicar  el  valor  de  verdad  (V)  o  falsedad  (F)  de  las 
siguientes  proposiciones: 

I.  El  círculo  es  un  conjunto  convexo. 

II.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  medianaAM,  si 
R  es  la  región  triangular  ABC;  entonces  R-AM 
no  es  un  conjunto  convexo. 

III.  El  intersección  de  dós  conjuntos  convexos 
siempre  es  convexo. 

A)  VFF  B)  FW  C)  VW 

D)  FFV  E)  WF 


A)  FFV  B)  VFF  C)  FVF 

D)  FFV  E)  WF 

6.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  El  punto  siempre  es  un  conjunto  convexo. 

II.  El  interior  de  un  triángulo  siempre  es  un  conjun¬ 
to  convexo. 

III.  El  piano  divide  al  espacio  en  una  partíción  de 
trés  elementos. 

A)  FFF  B)  FVF  C)  FW 

E)  VFF  E)  VW 

7.  Si  a  un  conjunto  de  “n”  rectas  secantes  se  le  quita 
4  rectas,  su  máximo  número  de  puntos  de  intersec¬ 
ción  disminuirá  en  90,  pero  si  se  agregan  4  rectas 
al  conjunto  el  máximo  número  de  puntos  de  inter¬ 
sección  aumentaría  en: 

A)  120  B)  96  C)100 

D) 106  E) 108 

8.  En  un  piano  se  dibujan  “n"  rectas  secantes,  si  el 
máximo  número  de  puntos  de  intersección  que  de- 
terminaron  (n  -  4)  rectas  secantes  es  6n.  Hallar  el 
máximo  número  de  puntos  de  intersección  entre  n 
triángulos  secantes. 

A)  2960  B)  1960  C)  3960 

D) 3660  E) 1140 

9.  Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de  intersec¬ 
ción  entre  n  circunferencias,  2n  rectas  secantes  y 
n  triángulos  al  intersecarse  todas  esta  figurás  entre 
sí. 


4.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  Un  círculo  sin  su  borde  es  un  conjunto  convexo. 

II.  La  intersección  de  dós  rectas  es  un  conjunto 
convexo. 

III.  Un  cuadrilátero  siempre  es  un  conjunto  con¬ 
vexo. 

A)  WF  B)  VW  C)  FFF 

D)  VFV  E)  FFV 

5.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  Las  particiones  de  un  conjunto,  incluidas  sus 
fronteras,  siempre  formán  un  conjunto  convexo. 

II.  Si  C,  y  C2  són  conjuntos  convexos,  entonces 
C1  n  C2  es  convexo. 

III.  Si  C 1  y  C2  són  conjuntos  no  convexos,  entonces 
C:  n  C2  es  siempre  un  conjunto  convexo. 


A)  5n(4n  -  1 )  B)4n(5n-1)  C)5n(4n-1) 

D)  4n(5n  +  1)  E)  n(6n  +  2) 

10.  De  los  siguientes  gráficos,  seleccionar  cuáles  són 
conjuntos  convexos. 


(I) 

A)  Solo  I 
D)  Solo  III 

11.  Determinar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes 
proposiciones: 

I.  Si  a  una  región  triangular  se  le  omite  una  me- 
diana,  se  determina  un  conjunto  inconexo. 


(M)  (no 

Solo  I  y  II  C)  Solo  II 
Todos 


II.  Si  a  un  círculo  se  le  extrae  la  circunferencia 
que  lo  limita,  se  determina  un  conjunto  inco- 
nexo. 

III.  Si  el  conjunto  A  es  la  unión  de  dós  conjuntos  no 
vacíos  y  separados,  significa  que  es  conexo. 

A)  VW  B)  VFV  C)  VFF 

D)  FFF  E)  FW 

12.  Indicar  el  valor  de  verdad  (V)  o  falsedad  (F)  de  las 
siguientes  proposiciones: 

I.  Las  particiones  de  un  conjunto,  incluidas  sus 
fronteras  siempre  són  conjuntos  convexos. 

II.  Si  C1  y  C2  són  conjuntos  convexos,  entonces 
C,  n  C2  es  un  conjunto  convexo. 

III.  Si  Ct  y  C2  són  conjuntos  no  convexos,  entonces 
C,  n  C2  es  siempre  un  conjunto  no  convexo. 

A)  WF  B)  VW  C)  FVF 

D) FFF  E) FFV 

13.  De  las  siguientes  proposiciones,  cuáles  són  verda- 
deras: 

I.  El  exteriőr  de  un  piano  es  un  conjunto  no  con¬ 
vexo. 

II.  Ninguna  reunión  de  dós  conjuntos  no  convexos 
es  un  conjunto  convexo. 

III.  Alguna  diferencia  de  dós  conjuntos  no  con¬ 
vexos  es  un  conjunto  convexo. 

A)  Solo  I  B)  Solo  II  C)  Solo  III 

D)  Solo  I  y  III  E)  Ily  III 

14.  En  la  figura,  se  muestran  los  círculos  C1t  C2  y  C3. 
Indicar  verdadero  o  falso. 


I.  (C1  u  C2)  -  C2  resulta  una  región  no  convexa. 

II.  (C2  u  C3)  -  C,  resulta  una  región  convexa. 

III.  (C2  n  C3)  -  C:  resulta  una  región  no  convexa. 

A)  FFV  B)  WF  C)  VFV 

D)  FFF  E)  FVF 
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16.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  Sean  A,  B  y  C  trés  puntos  consecutivos  de  una 
recta,  entonces  BA  n  BC  =  0 

II.  La  intersección  de  dós  conjuntos  convexos  es 
un  conjunto  convexo. 

III.  Sea  C,  una  región  cuadrada  ABCD  y  C2  una  ré¬ 
gión  triangular  entonces  C ,  ü  C2  siempre  es  un 
conjunto  convexo. 

A)  VFF  B)  FVF  C)  VW 

D)  FW  E)  FFF 

17.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  Los  polígonos  convexos  són  conjuntos  con¬ 
vexos. 

II.  En  un  piano  se  dibuja  un  ángulo,  entonces  el 
exteriőr  dél  ángulo  es  un  conjunto  convexo. 

III.  La  intersección  de  dós  círculos  es  un  conjunto 
convexo. 

A)  FW  B)  FFV  C)  FFF 

D)  VFF  E)  WF 

18.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  Un  círculo  sin  el  borde  es  un  conjunto  convexo. 

II.  La  intersección  de  2  círculos  es  un  conjunto 
convexo. 

III.  Un  cuadrilátero  siempre  es  un  conjunto  con¬ 
vexo. 

A)  VW  B)  WF  C)  VFV 

D)  VFF  '  E)  FW 

19.  Determinar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes 
proposiciones: 

I.  La  región  que  se  obtiene  al  quitar  2  lados  a 
una  región  cuadrangular  regular  es  un  conjunto 
convexo. 

II.  La  semirrecta  es  un  conjunto  convexo. 

III.  Una  región  triangular  cuyos  vértices  se  han 
omitido  es  un  conjunto  convexo. 

A)  VW  B)  FVF  C)  FW 

D)  VFV  E)  VFF 

20.  De  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 
(V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 

I.  Una  región  poligonal  limitado  por  un  polígono 
convexo,  donde  se  ha  excluido  su  perímetro  es 
un  conjunto  convexo. 

II.  Alguna  región  triangular  donde  se  ha  excluido 
el  circuncentro  es  un  conjunto  convexo. 

III.  Ningún  conjunto  convexo  resulta  de  la  reunión 
de  dós  conjuntos  no  convexos. 

A)  VW  B)  WF 

D) FFF  E) FFV 


15.  Si  se  tienen  dós  regiones  cuadradas,  ^qué  ocurre 

al  intersecarse? 

I.  Se  determina  como  mínimo  cuatro  regiones 
parciales  convexas. 

II.  Se  determina  como  máximo  nueve  regiones 
parciales  convexas. 

III.  La  unión  de  ellas  puede  determinar  un  conjunto 
convexo. 


A)  FVF 
D)  VFV 


B)  FW 
E)  FFV 


C)  VW 


C)  VFF 
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21.  De  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 
(V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 

I.  Si  A,  B,  són  2  conjuntos  convexos,  AnBes  un 
conjunto  convexo. 

II.  Todo  punto  separa  a  la  recta  en  dós  conjuntos 
no  vacíos  Harmados  semirrectas. 

III.  Si  la  intersección  de  dós  conjuntos  no  es  un 
conjunto  convexo,  entonces  ninguno  de  los  dós 
conjuntos  es  convexo. 

A)  WF  B)  VW  C)  FW  D)  FFV  E)  FFF 

22.  De  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 
(V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 

I.  Alguna  diferencia  y  de  dós  conjuntos  no  con¬ 
vexos  es  un  conjunto  convexo. 

II.  Si  la  intersección  de  dós  conjuntos  es  convexa, 
entonces  ninguno  de  los  dós  conjuntos  es  no 
convexo. 

III.  El  conjunto  de  los  puntos  interiores  de  un  polí- 
gono  equilátero  (n  >  3)  es  siempre  un  conjunto 
convexo. 

A)  VFF  B)  WF  C)VW  D)  FFF  E)  FFV 

23.  Si  una  recta  L  de  un  piano  P,  la  cual  separa  a  este 
piano  en  2  conjuntos  de  puntos  L,  y  L2,  indica  el 
valor  de  verdad  de  las  siguientes  proposiciones: 

I.  L,  y  L2  no  incluyen  a  L. 

II.  L1  y  L2  són  convexos. 

III.  L1  y  L2  se  llaman  planos. 

A)  VW  B)  WF  C)  VFF  D)  FVF  E)  FW 

24.  Se  tienen  “n”  circunferencias  secantes,  si  se  quitan 
2  circunferencias,  el  numero  máximo  de  puntos  de 
intersección  disminuye  en  30.  Hallar  n. 

A)  9  B)  8  C)  6  D)  10  E)  12 

25.  Calcular  el  máximo  número  de  puntos  de  intersec¬ 
ción  que  producen  2  polígonos  convexos:  unó  de  2 
y  otro  de  2n+2  lados  (n  >  1). 

A)  2n+1  B)  2n_1  C)  2n" 

D)  2n+2  E)  22+n 

26.  En  un  piano  se  dibujan  k  elipses  secantes  y  2k 

cuadriláteros  cóncavos  secantes.  Si  el  máximo  nú¬ 
mero  de  puntos  de  intersección  es  182k.  Hallar  k. 
A)  4  B)  5  C)  7  D)  3  E)  6 

27.  En  un  piano  el  máximo  número  de  puntos  de  inter¬ 

sección  entre  n  elipses  secantes,  n  triángulos  se¬ 
cantes  y  n  cuadriláteros  secantes  es  339n.  Hallar  n. 
A)  12  B)  14  C)  16  D)  18  E)  26 

28.  Calcular  el  máximo  número  de  puntos  de  intersec¬ 
ción  de  8  rectas  secantes  con  11  paralelas  y  con  6 
circunferencias  secantes. 

A)  380  B)  371  C)  372  D)  373  E)  374 


29.  Si  el  máximo  número  de  puntos  de  intersección  de 
N  polígonos  de  5  lados  más  el  número  de  vértices 
es  500.  Calcular  N. 

A)  8  B)  10  C)  12  D)  16  E)  24 

30.  Calcular  el  número  totál  de  puntos  de  intersección 
de  100  circunferencias  con  100  cuadriláteros  tál 
como  los  mostramos. 


A)  746  B)  750  C)  784 

D) 794  E)  840 

31.  Cuántas  rectas  se  intersectan  sabiendo  que  si  se 
quitan  4,  el  número  de  puntos  disminuye  en  54. 

A)  15  B)  20  C)25  D)  30  E)  35 

32.  Si  dós  regiones  hexagonales,  una  convexa  y  otra 
no  convexa,  se  intersecan,  podemos  deducir  que: 

I.  Como  máximo  se  determinan  ocho  regiones 
triangulares  convexas. 

II.  Como  máximo  se  determinan  nueve  regiones 
convexas  entre  triangulares  y  cuadrangulares. 

III.  La  región  común  puede  ser  no  convexa. 

A)  VFV  B)  FW  C)VW  D)  WF  E)  FFV 

33.  Del  gráfico  BM  =  MC  =  AN  =  a  y  AB  =  C’D’.  Si  la 
región  no  convexa  se  desplaza  hacia  la  izquierda, 
podemos  asumir. 


I.  Cuando  AB  coincide  con  C’D’,  la  región  resul- 
tante  es  convexa. 

II.  Cuando  MN  coincide  con  C’D’,  la  región  común 

entre  ellas  es  no  convexa^ _ 

III.  Cuando  CD  coincide  con  C’D’,  las  dós  regiones 
determinadas  són  no  convexas. 

A)  VW  B)  VFV  C)  FW  D)  FFF  E)  FFV 

34.  ^En  cuántas  partes  queda  dividido  el  piano  por  20 
rectas  secantes  donde  no  hay  3  rectas  concurrentes? 

A)  200  B)  201  C)213  D)210  E)211 

35.  Calcular  el  NPI  máximo  entre  12  rectas  coplanares 
de  las  cuales  són  paralelas. 

A)  50  B)  51  C)  52  D)  53  E)  54 

36.  Calcular  el  NPI  máximo  entre  20  circunferencias 
concéntricas  y  20  rectas  secantes  de  las  cuales  10 
pasan  por  el  centro  de  la  circunferencia. 

A)  946  B)  947  C)  948  D)  949  E)  950 
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37.  Hallar  el  NPI  máximo  entre  15  rectas  secantes,  si  8 
de  ellas  són  concurrentes. 


A)  74  B)  75 


C)  76 


D)  77  E)  78 


38.  Calcular  el  NPI  mínimo  de  7  rectas  secantes  y  8 
circunferencias  secantes. 

A)  43  B)  44  C)  45  D)  46  E)  47 

39.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones: 

I.  La  unión  de  dós  segmentos  consecutivos  es 
siempre  un  conjunto  convexo. 

II.  La  región  triangular  cuyo  incentro  se  ha  omitido 
es  un  conjunto  convexo. 

III.  Si  a  una  línea  recta  AB  se  le  extrae  el  punto  A, 
la  resultante  es  conjunto  convexo. 

A)  WF  B)  FVF  C)  FW  D)  FFF  E)  FFV 

40.  Senalar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones: 

I.  Dos  regiones  triangulares  determinan  como 
máximo  siete  conjuntos  convexos  disjuntos,  al 
superponerse  entre  sí. 

II.  Un  cilindro  puede  ser  un  conjunto  convexo. 

III.  Si  a  una  región  triangular  se  le  extrae  una  altu¬ 
ra,  puede  que  sea  un  conjunto  convexo. 

A)  FW  B)  VFF  C)  FFV  D)  WF  E)  WV 

41.  Determinar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes 
proposiciones: 

I.  Ningún  conjunto  convexo  resulta  de  la  reunión 
de  dós  conjuntos  no  convexos. 

II.  Toda  reunión  de  dós  conos  de  revolución  que 
tienen  la  misma  base  es  un  conjunto  convexo. 

III.  Sea  una  región  triangular  R  de  ortocentro  H, 
R  -  {H}  es  un  conjunto  no  convexo. 

A)  VFF  B)  FVF  C)  WV  D)  FW  E)  FFF 

42.  Una  recta  L  de  un  piano  P,  divide  al  piano  en  dós 
conjuntos  de  punto  L ,  y  L2.  Indicar  el  valor  de  ver¬ 
dad  de  las  siguientes  proposiciones: 

I.  L,  y  L2  no  incluyen  a  L. 

II.  L.yL,  són  conjuntos  convexos. 

III.  La  recta  L  determina  una  partíción  de  trés  ele- 
mentos  en  el  piano. 

A)  WF  B)  WV  C)  VFF  D)  FW  E)  FVF 

43.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  La  unión  de  dós  conjuntos  no  convexos  es 
siempre  un  conjunto  no  convexo. 

II.  Una  recta  interseca  a  un  ángulo,  entonces  la 
intersección  puede  ser  un  conjunto  convexo. 

III.  Una  región  triangular  sin  una  altura  nunca  es  un 
conjunto  convexo. 

A)  FFF  B)  WV  C)  FVF  D)  VFV  E)  VFF 


44.  De  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 

(V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 

I.  En  todo  polígono,  ningún  pár  de  lados  se  inter¬ 
seca  excepto  en  sus  extremos. 

II.  Toda  recta  que  pasa  por  un  punto  inferior  a  un 
polígono  convexo  interseca  al  contomo  en  dós 
puntos,  y  solo  en  dós. 

III.  En  todo  polígono,  ningún  pár  de  lados  són  coli- 
neales. 

A)  WV  B)  WF  C)  VFF  D)  FFF  E)  FFV 

45.  Hallar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  proposi¬ 
ciones: 

I.  Sea  P  un  polígono  regular  de  seis  lados  con  su 
región  interior  y  D  una  diagonal  dél  polígono  an- 
terior,  entonces  P-D  es  un  conjunto  convexo. 

II.  Una  semirrecta  es  un  conjunto  convexo. 

III.  La  superficie  de  una  esfera  es  un  conjunto  con¬ 
vexo. 

A)  VFV  B)  FVF  C)  FFF  D)  WF  E)  VFF 

46.  De  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 

(V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 

I.  Un  subconjunto  de  la  recta  euclidiana  es  con¬ 
vexo  si  y  solo  si  es  un  segmento  de  esta. 

De  las  siguientes  proposiciones,  indica  verda¬ 
dero  (V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 


Exteriőr  de  A(E  ) 


Frontéra  de  A(Fa) 

Fa  =  C(IA  u  Ea);  C:  complemento 


t  \ 

'  A  i 

^lEpL  punto  de 
contacto 

/  \ 

(  B  i 


Siendo  A,  conjunto  A  y  B  conjunto  B. 

Si  A  u  T  u  B  =  E,  E  es  un  conjunto  conexo. 

A)  WV  B)  VFV  C)  VFF  D)  FW  E)  FVF 

47.  De  las  siguientes  proposiciones,  senalar  su  condi- 
ción  verdadera  o  falsa: 

I.  El  vacío  es  un  conjunto  convexo. 

II.  El  punto  es  un  conjunto  convexo. 

III.  El  punto  es  un  conjunto  conexo. 

IV.  Infinitos  puntos  consecutivos  formán  un  conjun¬ 
to  conexo. 

A)  WFF  B)  VFVF  C)  FVFV 

D)  FFW  E)  FWF 
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48.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Alguna  diferencia  de  dós  conjuntos  no  con- 
vexos  es  un  conjunto  convexo. 

II.  Si  la  intersección  de  dós  conjuntos  es  un  con¬ 
junto  convexo,  entonces  niriguno  de  los  dós 
conjuntos  es  un  conjunto  no  convexo. 

III.  El  conjunto  de  los  puntos  interiores  de  un  polígo- 
no  equilátero  es  siempre  un  conjunto  convexo. 

A)  WF  B)  VFF  C)VW  D)  FFF  E)  FFV 

49.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Si  se  trazan  dós  rectas  secantes  a  una  región 
cuadrangular  convexa,  las  regiones  parciales 
determinadas  por  dichas  rectas  són  convexas. 

II.  Al  trazar  dós  tangentes  a  la  circunferencia  me- 
nor,  estas  rectas  y  la  circunferencia  menor  de- 
terminan  siempre  dós  conjuntos  no  convexos  y 
un  máximo  de  cuatro  conjuntos  convexos. 


III.  La  circunferencia  inscrita  en  una  región  triangu- 
lar  determina  3  regiones  no  convexas. 

A)  WF  B)  FFV  C)VW  D)  FFF  E)  VFF 

50.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Una  región  poligonal  limitada  por  un  polígono 
convexo,  de  la  que  se  ha  excluido  su  contomo, 
es  un  conjunto  convexo. 

II.  Alguna  región  triangular  donde  se  ha  excluido 
el  circuncentro  es  un  conjunto  convexo. 

III.  Ningún  conjunto  convexo  resulta  de  la  unión  de 
dós  conjuntos  no  convexos. 

A)  VW  B)  WF  C)  VFV  D)  FW  E)  FVF 

51.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  La  unión  de  una  semirrecta  con  su  origen  es  un 
conjunto  convexo. 


II.  Una  poligonal  cerrada  siempre  divide  al  piano 
que  lo  contiene  en  un  conjunto  convexo  y  otro 
conjunto  no  convexo. 

III.  Sea  R  una  región  circular  y  T  una  región  trian¬ 
gular  tál  que  R  n  T  ^  0. 

Entonces,  T  determina  en  R  un  máximo  de  4 
conjuntos  convexos. 

A)  WF  B)  VFF  C)  VFV 

D)  FFV  E)  FFF 

52.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones: 

I.  Un  polígono  convexo  es  un  conjunto  no  con¬ 
vexo. 

II.  El  exteriőr  de  un  piano  es  un  conjunto  convexo. 

III.  La  diferencia  de  dós  conjuntos  no  convexos  es 
un  conjunto  no  convexo. 

A)  VW  B)  VFF  C)  FFF 

D)  WF  E)  FFV 

53.  En  el  gráfico  se  muestran  cuatro  círculos.  Senalar 
el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  proposiciones: 


I.  El  conjunto  (G,  u  C2  u  C3  u  C4)  -  C4  es  simple- 
mente  conexo. 

II.  El  conjunto  C3  -  C4  es  conexo. 

III.  El  conjunto  C4  -  (O  uC2u  C3)  es  un  conjunto 
no  simplemente  conexo. 

A)  FFV  B)  WF  C)  FFF 

D)  VFF  E)  VFV 

54.  Hallar  el  máximo  número  de  puntos  de  intersección 
para  2  triángulos,  6  circunferencias  y  10  rectas,  si 
conocemos  que  todas  las  figurás  tienen  un  punto 
común. 

A)  139  B)  143  C)156 

D)  161  E) 179 
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A 

8. 

E 

15. 

B 
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A  j 

29. 

B 

36. 

A 

43. 

C 

50. 

B 

« 

: 

2. 

B 

9. 

A 

16. 

B 

23. 

B 

30. 

D 

37. 

E 

44. 

B 

51. 

C 

: 

3. 

E 

10. 

E 

17. 

B 

24. 

A 

31. 

A 

38. 

B 

45. 

B 

52. 

B 

4. 

A 

11. 

C 

18. 

B 

25. 

D 

32. 

E 

39. 

D 

46. 

A 

53. 

B 

5. 

E 

12. 

C 

19. 

A 

26. 

A 

33. 

C 

40. 

E 

47. 

A 

54. 

D 

: 

: 

6. 

E 

13. 

D 

20. 

B 

27. 

A 

34. 

E 

41. 

E 

48. 

B 

r  •: 

7. 

D 

14. 

C 

21. 

A 

28. 

E  | 

35. 

B 

42. 

B 

49. 

C 

Segmentos 

Ángulos 


Euclides  fue  un  matemático  y 
geómetra  griego  (325  a.  C.-265 
a.  C.).  Se  le  conoce  como  el  «padre 
de  la  Geometría».  Su  vida  es  poco 
conocida,  salvo  que  vivió  en  Ale- 
jandría  (ciudad  situada  al  norte  de 
Egipto)  durante  el  reinado  de  Pto- 
lomeo  I.  Su  obra  Los  eíementoses 
una  de  las  obras  científicas  más 
conocidas  dél  mundo  y  éra  una 
recopilación  dél  conocimiento 
impartido  en  el  centro  académi- 
co.  En  ella  se  presenta  de  manera 
formai,  partiendo  únicamente  de 
cinco  postulados,  el  estudio  de  las 
propiedades  de  líneas  y  planos, 
círculos  y  esferas,  triángulos  y  co- 
nos,  etc.,  es  decir,  de  las  formás 
regulares. 

La  geometria  de  Euclides,  además 
de  ser  un  poderoso  instrumento 
de  razonamiento  deductivo,  ha 

sido  extremadamente  útil  en  muchos  campos  dél  conocimiento;  por  ejemplo,  en  la  física,  la 
astronomía,  la  química  y  diversas  ingenierías.  Desde  luego,  es  muy  útil  en  las  matemáticas.  Los 
teoremas  de  Euclides  són  los  que  generalmente  se  aprenden  en  la  escuela  moderna.  Esta  obra 
perduró  sin  variaciones  hasta  el  siglo  XIX. 


£rec\a.  325  a.  C.  -  Grecia,  265  s.  £ 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  SEGMENTOS 

Es  la  porción  de  recta  limitada  por  dós  puntos  Harmados 
extremos.  EI_segmento  AB  de  la  figura  adjunta,  se  de- 
nota:  AB  o  BA.  Los  puntos  A  y  B  són  los  extremos. 

Si  la  longitud  o  medida  dél  segmento  AB  es  10  unida- 
des,  podemos  escribir:  AB  =  10  o  m  AB  =  10.  En  este 
último  caso,  la  m  se  lee:  medida. 


A  B 

Segmentos  congruentes 

Són  aquellos  que  tienen  igual  longitud. 


Así,  si _AB  y  CD  són  congruentes,  escribiremos: 

AB  =  CD  o  simplemente:  AB  =  CD 

Punto  medio  de  un  segmento 

Es  aquel  que  lo  divide  en  dós  segmentos  congruentes. 
Se  dice  que  dicho  punto  biseca  al  segmento. 


M 


B 


M  es  punto  medio  AB. 


AMsMB  o  AM  =  MB  =  ^ 

Puntos  colineales 

Són  los  que  pertenecen  a  una  misma  recta.  Por  ejem- 
plo,  los  puntos  A,  B,  C,  D,  contenidos  en  la  recta  r.  Ade- 
más,  si  se  marcan  sobre  la  recta  en  el  orden  en  que  se 
mencionen,  diremos  que  A,  B,  C,  D  són  consecutivos. 


A  B  C  D 

Ejemplo: 

^Cuántos  segmentos  se  pueden  contar  en  la  figura  ad¬ 
junta? 


A  B  C  D  E 
Se  observan:  AB,  AC,  AD,  AE,  BC,  BD,  BE,  CD,  CE  y  DE 
En  totál:  10  segmentos. 


En  generál,  n  puntos  colineales  y  consecutivos  deter- 
minan 


n(n-  1) 


segmentos 


Así,  para  el  ejemplo  anterior:  n  =  5  puntos. 

5(4) 

El  número  de  segmentos  que  se  obtiene:  =  10 


Operaciones  con  segmentos 

Basados  en  el  postulado:  El  totál  es  igual  a  la  suma  de 
sus  partes,  tenemos: 


g  C  =>  AB  +  BC  =  AC 


P  Q  R  S  =>PQ  +  QR  +  RS  =  PS 


A  B  C  D  E  F 


=>  AB  +  BC  +  CD  +  DE  4-  EF  =  AF 
AB  +  BE  =  AE;  AC  +  CD  +  DE  =  AE 
BD  +  DF  =  BF;  etc. 

También,  podemos  efectuar  diferencias  entre  las  longi- 
tudes  de  dós  segmentos  para  representar  un  tercero; 
por  ejemplo: 


M 


N  T  =>  MN  =  MT  -  NT;  NT  =  MT  -  MN 


Distancia  entre  dós  puntos 

Es  la  longitud  dél  segmento  que  los  une.  Así,  la  distan¬ 
cia  entre  los  puntos  A  y  B  es  AB. 


B 


En  algunos  gráficos,  vámos  a  representar  las  longitu- 
des  de  los  segmentos  con  letras,  usualmente,  minús- 
culas.  Por  ejemplo: 

H - x - H 


A  B 

El  segmento  AB  midé  x  unidades  de  longitud 
.-.  AB  =  x 


-  a  - 


Para  la  longitud  de  PR  como:  PR  =  PQ  +  QR 
.-.  PR  =  a  +  b 


E  F 

En  este  caso:  FG  =  EG  —  EF 
.-.  FG  =  n  -  x 

K—  2a - —  a  ■ 


H 


A  B  C 

Si  se  enunciara  como  dato:  AB  =  2BC  (la  longitud 
de  AB  es  el  doble  de  la  longitud  de  BC),  entonces, 
haciendo:  BC  =  a;  y  tendremos:  AB  =  2a. 

En  aquellos  casos  de  segmentos  congruentes: 

j —  q  — i — ■  d  — i 

-H - - - H- 


M  N 
MN^NRoMN: 


R 

NR 


K 

JK^KL 
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<4  POLIGONAL 

Se  da  este  nombre  al  conjunto  de  dós  o  más  segmen- 
tos  consecutivos  trazados  en  diferentes  direcciones,  sin 
intersecarse  dós  no  consecutivos. 


Poligonal  convexa 
ABCDE 


C 


A 


Poligonal  no  convexa 
PQRST 


Cada  segmento  es  un  lado  y  cada  punto  es  un  vértice 
de  la  poligonal. 

Una  poligonal  se  llama  convexa,  si  alguna  recta  la  in- 
terseca,  como  máximo,  en  dós  puntos.  La  poligonal  es 
no  convexa,  si  alguna  recta  determina  sobre  ella  más 
de  dós  puntos  (Esta  última  poligonal  se  menciona  en 
algunos  textos  como  cóncava). 

Postulado  de  la  mínima  distancia 

La  mínima  distancia  entre  dós  puntos  es  la  longitud  dél 
segmento  que  los  une.  De  modo  que,  en  la  figura,  el 
menor  camino  para  ir  de  A  hacia  B  es  AB. 


Entonces: 


AB  <  AC  +  CB 


Éjem pl  o: 

En  el  gráfico  anterior:  AC  =  12  y  CB  =  8.  Hallar  el  máxi¬ 
mo  valor  entero  de  AB. 

Resolución: 

Tenemos:  AB  <  AC  +  CB  =>  AB  <  12  +  8  =>  AB  <  20 
Entonces,  el  máximo  valor  entero  de  AB:  19 

Poligonales  envuelta  y  envolvente 

Se  determinan  al  trazar  dós  poligonales  cuyos  extre- 
mos  coinciden  hacia  un  mismo  lado  y  sin  intersecarse 
en  algún  otro  punto.  Para  el  gráfico: 


Teorema  de  poligonales 

Toda  poligonal  envolvente  es  mayor  que  su  respectiva 
envuelta,  de  la  misma  naturaleza. 

Así,  para  el  anterior  gráfico: 

AC  +  CD  +  DE  +  EB  >  AM  +  MN  +  NB 
Vámos  a  demostrar  este  teorema  para  poligonales  de 
dós  lados,  como  en  la  siguiente  figura: 


Demostración: _ 

Prolongamos  AM  hasta  su  intersección  en  H,  con  BC. 
Luego,  por  el  postulado  de  la  mínima  distancia: 


C 


AACH  =*  AC  +  CH  >  AM  +  MH 
AMHB  =>  MH  +  HB  >  MB 

Sumando  miembro  a  miembro: 

AC  +  MH  +  CH  +  HB  >  AM  +  MB  +  MH 
=>  AC  +  CH  +  HB  >  AM  +  MB 
AC  +  CB  >  AM  4-  MB 

Éjem pl o: 

En  la  figura: 

AB  =  10;  BC  =  12;  CD  =  11  y  AE  =  EF  =  FD  =  x 
Hallar  el  máximo  valor  entero  de  x. 


Resolución: 

Observamos  que:  ABCD:  envolvente  AEFD;  envuelta 
Entonces,  por  el  teorema  de  poligonales: 

AE  +  EF  +  FD  <  AB  +  BC  +  CD 

=>  x  +  x  +  x  <  10  +  12  +  11  =*  3x  <  33  =>  x  <  11 

Por  lo  tanto  el  máximo  valor  entero  de  x  es  10. 


ACDEB:  envolvente 
AMNB:  envuelta 

(A  y  B  són  los  extremos  comunes  y  las  poligonales  es- 
tán  a  un  mismo  lado  de  AB). 


<4  ÁNGliLOS 

Es  la  figura  formada  por  dós  rayos  que  tienen  el  mismo 
origen.  Los  dós  rayos  són  los  lados  dél  ángulo  y  el  ori- 
gen  común  es  el  vértice. 
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Para  el  gráfico  AB  y  Á5  són  los  lados  y  A  es  el  vértice 
dél  ángulo. 


C 

Notación  de  un  ángulo 

ZBAC  o  ZCAB  (la  létra  dél  vértice  al  centro). 
o  también:  ZA 

Si  los  lados  de  un  ángulo  són  dós  rayos  opuestos,  el 
ángulo  se  llama  rectilíneo  o  llano. 

« _ —  . 

A  O  B 

Medida  de  un  ángulo 

La  medida  de  un  ángulo  se  refiere  a  la  abertura  entre 
sus  lados.  En  este  curso  usaremos  el  sistema  sexagesi- 
mal,  cuya  unidad  es  el  grado  sexagesimal,  expresado 
así:  1°.  Este  ángulo  unidad  está  contenido  180  veces 
en  un  ángulo  llano. 

Las  unidades  inferiores  a  1°  són  el  minuto  y  el  segun- 
do  sexagesimal,  cuyas  equivalencias  y  notaciones 
són:  1°  =  60'  y  1'  =  60” 

Por  ejemplo,  40°10'32"  representa  la  medida  de  un  án¬ 
gulo  de  40  grados  10  minutos  32  segundos.  Por  otro 
lado,  són  equivalentes  las  cantidades:  20,5°  y  20°30\ 
La  siguiente  figura,  muestra  el  uso  de  un  transportador 
para  medir  ángulos. 


mZAOB  =  30° 

mZAOC  =  55° 

mZAOD  =  90° 

mZAOE  =  150° 

mZAOF  =  180°  (ángulo  llano) 

mZBOC  =  55°  -  30°  =  25° 

mZBOD  =  90°  -  30°  =  60° 

mZBOE  =  150°  -  30°  =  120° 

mZBOF  =  180°  -  30°  =  150° 

Ángulos  congruentes 

Dos  ángulos  són  congruentes  si  tienen  igual  medida. 
Si  el  ángulo  ABC  es  congruente  con  el  ángulo  EOF,  es- 
cribiremos: 

ZABC  s  ZEOF 


O  por  comodidad:  ZABC  =  ZEOF,  si  nos  referimos  a 
las  medidas. 

Bisectriz  de  un  ángulo 

La  bisectriz  de  un  ángulo  es  el  rayo  que  lo  divide  en  dós 
ángulos  congruentes.  Para  la  figura,  diremos  que  ÖM 
biseca  el  ángulo  AOB: 


ZAOM  a  ZMOB  o  ZAOM  =  ZMOB  =  ^£5. 

Clasificación  de  los  ángulos 

Los  ángulos  se  clasifican  de  acuerdo  a  su  medida  o  a 
su  posición  con  reláción  a  otros. 

Por  su  medida.  Pueden  ser: 

1.  Ángulo  nulo:  midé  0°.  Sus  lados  són  dós  rayos 
coincidentes.  ZBAC  =  0° 


ABC 


2.  Ángulo  llano  o  rectilíneo:  midé  180°.  Sus  lados 
són  dós  rayos  opuestos. 


O 

3.  Ángulorecto:midelamitaddeunángulollano:(90°). 
Decimos  que  BA  y  BC  són  perpendiculares  y  es- 
cribimos  BA  1  BC. 

A ' 


4.  Ángulo  agudo:  todo  aquel  que  midé  más  de  0°  y 
menos  de  90°. 

0°  <  a  <  90° 


5.  Ángulo  obtuso:  midé  más  de  90°  y  menos  de 
180°. 


90°  <p  <  180 


1 
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6.  Ángulo  convexo:  cuya  medida  está  comprendida 
entre  0°  y  180°. 

7.  Ángulo  cóncavo:  si  midé  más  de  1 80°  y  menos  de 
360°. 

180°  <0  <  360° 


8.  Ángulo  de  una  vuelta:  se  genera  al  girar  un  rayo, 
una  vuelta  completa  alrededor  de  su  origen.  Midé 
360°. 

360° 

Por  su  posición.  Pueden  ser: 

1 .  Adyacentes:  cuando  dós  ángulos  tienen  el  mismo 
vértice,  un  lado  común  y  los  otros  lados,  en  regio- 
nes  distintas  a  dicho  lado  común. 

2.  Consecutivos:  si  para  trés  o  más  ángulos,  cada 
unó  es  adyacente  con  su  inmediato. 

3.  Pár  lineal:  está  determinado  por  dós  ángulos  ad¬ 
yacentes  cuyas  medidas  suman  180°. 

4.  Opuestos  por  el  vértice:  cuando  dós  ángulos  tie¬ 
nen  sus  lados  que  són  pares  de  rayos  opuestos. 
Se  demuestra  que  miden  igual. 


z  Adyacentes  z  Consecutivos 


Pár  lineal 


ct  +  cö  —  1 80° 


Los  ángulos  opuestos  por  el  vértice  són  congruentes. 
Demostración: 


a  y  0  tornán  un  pár  lineal,  al  igual  que  p  y  0. 
Luego: 

a  +  0  =  180°  1  Restando  miembro  y  miembro: 
p  +0  =  180°  ]  a  —  p  =  0° 

De  donde:  a  =  p 


2. 


Las  bisectrices  de  un  pár  lineal  són  perpendiculares. 


Sean  ZAOB  y  ZBOC  un  pár  lineal. 

Ötá  biseca  al  ZAOB,  y  ÖN  biseca  a  ZBOC. 
Como:  mZAOB  §-  mZBOC  =  180° 

Entonces:  2<{)  +  2a  =  180°  =>  <j>  +  a  =  90° 
Esto  es:  mZMON  =  90° 

ÖM  y  ÖN  són  perpendiculares. 


Por  su  suma 

1.  Ángulos  complementarios:  dós  ángulos  se  Má¬ 
rnán  complementarios  si  sus  medidas  suman  90°. 
Si  m  y  n  són  complementarios: 


Se  dice  que  unó  es  complemento  dél  otro. 


2.  Ángulos  suplementarios:  dós  ángulos  se  llaman 
suplementarios,  si  sus  medidas  suman  180°. 


r  +  s  =  180° 


•  Todo  ángulo  agudo  tiene  complemento  y  su- 
plemento. 

•  Los  ángulos  obtusos  tienen  solo  suplemento. 

•  Si  a  es  la  medida  de  un  ángulo  agudo,  entonces 
las  medidas  de  su  complemento  y  suplemento 
són  respectivamente:  (90°  -  a°)  y  (180°  -  a°). 


Ángulos  opuestos  por  el  vértice:  |x  =  y| 
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•  Los  complementos  de  dós  ángulos  congruen- 
tes,  són  congruentes. 

•  Los  suplementos  de  dós  ángulos  congruentes, 
són  congruentes. 

•  Dos  ángulos  que  tlenen  el  mismo  complemen- 
to  (o  el  mismo  suplemento),  són  congruentes. 


<4  POSICIONES  REUITIVAS  DE  DOS  RECTAS 

En  un  mismo  piano,  dós  rectas  distintas  pueden  ser  se- 
cantes  o  paralelas. 

Secantes 

Si  se  intersecan.  A  su  ve z,  se  dividen  en: 

I.  Oblicuas:  si  no  determinan  ángulo  recto: 


x  — z  y  (_z,  se  lee:  es  oblicuo  con). 


II.  Perpendiculares:  si  determinan  ángulo  recto: 


^m 

.=L 


min 

(1,  se  lee:  es  perpendicular  con). 


III.  Paralelas 

Si  no  se  intersecan. 


« - * - ►  Lj 

* - * - *L2 

L Í  //  L^  (//,  se  lee:  es  paralelo  con) 

<4  ÁNGULOS  DETERMINADOS  SÖRRE  DOS  REC¬ 
TAS  PARALELAS  Y  UNA  SECANTE 

Si  L,  //  L^  determinan  los  siguientes  ángulos: 


Ángulos  alternos:  que  pueden  ser: 

•  Alternos  internos:  Z3  =  Z5  y  Z4  =  Z6 

•  Alternos  externos:  Z1  =  Z7  y  Z2  =  Z8 

Ángulos  correspondientes: 

Z1  =  Z5;  Z2  =  Z6;  Z3  =  Z7  y  Z4  =  Z8 

Ángulos  conjugados:  que  pueden  ser: 

•  Conjugados  internos: 

Z3+Z6  =  180°  y  Z4+Z5  =  180° 

•  Conjugados  externos: 

Z1+Z8  =  180°  y  Z2+Z7  =180° 


En  la  figura  siguiente,  las  rectas  L,  y  L2  no  són  pa¬ 
ralelas. 

Se  definen  los  pares  de  ángulos  con  los  mismos 
nombres,  pero  no  se  cumplen  las  propiedades. 


Por  ejemplo:  4  y  6  són  alternos  internos,  pero  no 
són  congruentes. 

<4  ÁNGULOS  DE  LADOS  PARALELOS 

Estos  pueden  ser  congruentes  o  suplementarios. 

Congruentes 

Si  ambos  són  agudos  o  ambos  obtusos. 


m  =  n 


Suplementarios 

Si  unó  es  agudo  y  el  otro  obtuso  (sus  medidas  sumarán 
180°). 


<4  ÁNGULOS  DE  LADOS  PERPENDICULARES 

Estos  ángulos  resultan:  congruentes,  si  ambos  són 
agudos  o  los  dós  obtusos  y  suplementarios,  si  unó  es 
agudo  y  el  otro  obtuso. 

Por  ejemplo: 


x 


Resolución: 
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Éjem pl  os : 

1 .  Sean  los  ángulos  consecutivos  AOB,  BOC,  COD  y 
DOE;  ÖB  biseca  ZAOC;  ÖC,  biseca  ZAOD  y  ÖD, 
biseca  ZAOE. 

Si  2(ZAOB)  +  3(ZBOC)  +4(ZCOD)  +  ZAOE  =  21 0°, 
hallar  la  medida  dél  ZAOB. 

Resolución: 


Incógnita:  ZAOB  =  x 

Dadas  las  bisectrices:  ZAOB  =  ZBOC  =  x 
ZAOC  =  ZCOD  =  2x  y  ZAOD  =  ZDOE  =  4x 
Reemplazando  en  el  dato: 

2(ZAOB)  +  3(ZBOC)  +  4(ZCOD)  +  ZAOE  =  210° 
2(x)  4-  3(x)  +  4(2x)  +  8x  =  210° 

=>  21x  =  210°  x  =  10° 

2.  En  la  figura,  x  -  y  =  12°.  Hallar  el  valor  de  a. 


Resolución: 

Del  gráfico,  observamos  que:  x  =  180°  -  a 
y  =  180°  -  2a 

Reemplazando  en  el  dato:  x  -  y  =  12° 

Tenemos:  (180°  -  a)  -  (180°  -  2a)  =  12° 
Efectuando  queda:  a  =  12°. 

3.  Alrededor  dél  punto  O,  en  forma  consecutiva,  se 
trazan  los  rayos  ÖA,ÖB,ÖC,ÖDy  ÖE,  de  modo 
que  ÖC  1  ÖD;  Öl  y  ÖB  són  rayos  opuestos  y 
ÖE  biseca  el  ZAOD.  Hallar  la  medida  dél  ZAOB, 
si  mZBOC  =  ^(mZAOB). 


Consideremos  el  gráfico: 

Sea  x  la  medida  dél  ángulo  AOB,  entonces: 
mZBOC  =  jjX 

Como:  rruíAOE  =  180”  -  x;  mzEOD  =  180”  -  90”  -  Z 

1  1 

y  mZEOD  =  mZAOE,  entonces:  180°  -  90°  -  j^x 
mzEOD  =  180°  -  x 

o 

Efectuando:  x  -  ^x  =  90°,  de  donde:  x  =  110° 

4.  Hallar  (3,  si:  L,  //  L^. 


Resolución: 

En  L,:p  +  50°  +  5°  +  2m  =  180° 

=>  p  +  2m  =  125°  ...(1) 

Por  ser  correspondientes:  5°  +  2m  =  m  +  30° 
=>  m  =  25° 

Reemplazando  m,  en  (1):  p  +  2  x  25°  =  125° 
/.  p  =  75° 

5.  En  la  figura:  L \//C2. 


Demostrar  que:  x  =  a  +  b 

Resolución: 

TrazandoTT  //  L*,  , 


Del  gráfico:  a  =  a  A  p  =  b 
Como:  x  =  a  +  p 
=>  x  =  a  +  b 
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En  generál,  si  L-,  //  L2: 

*  ^Li 

x> 

« _ JjL _ 

L2 

L(Z  a  la  derecha)  =  L(z  a  la  izquierda) 
a  +  b  +  c  =  x  +  y 


6.  Hallar  0,  si  p  //  q  : 


Resolución: 


ZAOB,  OY,  bisectriz  de  ZBOC;  Öl,  bisectriz  de 
ZXOC.  Hallar  la  medida  de  ZAOB,  si  ZZOY  midé  39°. 
Resolución: 


Incógnita:  mZAOB 

Sean:  mZZOB  =  a  y  mZBOY  =  p 

Luego  se  determinan  las  medidas  de  los  otros  án- 

gulos: 

=>  a  +  p  =  39° 

Se  pide:  mZAOB  =  4(a  +  P)  (obtenido  dél  gráfico). 
Entonces:  mZAOB  =  4(39°) 
mZAOB  =  156° 

9.  En  la  figura,  L:  II  C2.  Hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 


Primero  hallamos  el  valor  de  a,  usando  la  propiedad: 
100°  =  a  +  (180°  -  3a) 

De  donde:  a  =  40° 

Luego:  m  =  90°  -  a  =>  m  =  50° 

0  =  130° 

7.  En  la  figura,  L,  //  L^.  Hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 

Por  propiedad,  en  el  cuadrilátero  no  convexo: 
ex  +  <j)  +  x  =  90°  -"O) 

Además,  para  la  línea  quebrada: 

2a  +  2<t>  =  32°  +  90° 

=*  a  +  <|>  =  61° 

Reemplazando  esto  último  en  (1):  61°  +  x  =  90°. 
De  donde:  x  =  29° 

8.  ZAOB  y  ZBOC  són  consecutivos,  ZAOC  llano 
y  ZAOB  >  ZBOC.  Se  trazan:  ÖX,  bisectriz  de 


En  el  APRÓ:  x  =  a  +  n  ...(1) 

Por  ser  altemos  externos:  mZEOG  =  126° 

^  2a  =  126°  =*  a  =  63° 

También:  mZAPB  =  mzMOP  (Z  correspondientes). 
=>  3n  =  a 

3n  =  63°  =>  n  =  21° 

Finalmente,  reemplazando  los  valores  de  a  y  n,  en  (1 ): 
x  =  63°  +  21°  x  =  84° 

10.  En  el  gráfico,  a  +  0  =  120°.  Calculara. 


Resolución: 


Resolucíón: 
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Con  las  prolongaciones  hechas  se  tiene:  AABC 
Luego: 

0  -  90°  +0  +  90°  -  a  =  180° 

20 -a  =  180°  ...(I) 

Por  dato:  a  +  0  =  120°  ...(II) 

(I)  +  (II):  30  =  300°  =>  0  =  100°  .-.  a  =  20° 

11.  Calcular  x,  si  L,  //  L^. 


Resolución: 

Como:  L,  //  C2  con  0:  // 

Propiedad:  2a  +  5a  =  40°  +  30°  =>  a  =  10° 
Li  //  Q  =*  x  =  y  +  p  ...(I) 


Pero:  2y  =  0  +  2a 


..  _  0  +  2a  0  -t-  20  0  i 

Y--2— =  — 2~ =2  +1° 

2p+e  =  180o=>p  =  90°-| 

Eri  (I):  x  =  |  +  10°  +  90°  -  |  x  =  100° 

12.  En  la  figura,  L,  //  CJ, 


Hallar  el  valor  de  a: 


Del  gráfico:  p  =  180°  -  (7a  +  8a)=>  p  =  180°  -  15a 
También:  <|>  =  4a  +  2a 
<|>  =  6a 

Y,  por  último:  11a  =  p  +  <|> 

Reemplazando  lo  anterior:  11a  =  (180°  -  15a)  +  6a 
.-.a  =  9° 

13.  En  la  figura,  L,  //  C2 

L1 


1-2 

Hallar  el  valor  de  x. 

Resolución: 


Con  la  prolongación  hecha,  tenemos: 

24°  +  x  =  a  +  r  ...(1) 

Por  la  propiedad: 

m  +  2r  =  72°  =>  m  =  72°  -  2r  ...(2) 

Y,  en  el  cuadrilátero  no  convexo:  2a  =  90°  +  24°  +  m 
Reemplazando  (2):  2a  =  114°  +  72°  -  2r 
=>  a  +  r  =  93°  ...(3) 

Finalmente,  reemplazando  (3)  en  (1):  24°  +  x  =  93° 
.-.  x  =  69 

14.  En  la  figura,  L, // L^, 


Hallar  el  valor  de  x. 
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Resolución: 


Por  propiedad  de  la  línea  quebrada  entre  rectas 
paralelas: 
a  +  b  =  2x 

m  +  r  =  3x]  ...(1) 


Además,  por  ser  conjugados  internos; 


2a  +  2r  =  180° 
y  2b  +  2m  =  180° 


=>  a  4-  r  =  90° 
=*  b  4-  m  =  90c 


...(2) 


Sumando  miembro  a  miembro,  las  expresiones  en- 
contradas  en  (2): 

a  4-  b  +  m  +  r  =  180° 

Con  las  de  (1):  2x  +  3x  =180° 
x  =  36° 


15.  En  la  figura,  Cj  // 


y  a  +  b  =  224°.  Hallar  el  valor  de  x. 

Resolución: 


Por  la  propiedad  de  la  línea  quebrada  entre  paralelas: 
x  =  a  +  p  ...(1) 

También:  r  =  (180°  -  a)  +  (180°  -  b) 
r  =  360°  -  (a  +  b) 

Con  el  dato:  r  =  360°  -  224°  =>  r  =  136° 

Además,  por  tener  sus  lados  respectivamente  per- 
pendiculares. 

q  +  r  =  180°  =*  q  +  136°  =  180°  =>  q  =  44° 

De  otro  lado:  q  =  (180°  -  2a)  +  (180°  -  2(3) 

44°  =  360°  -  2(a  +  p) 

Con  (1):  44°  =  360°  -  2x  x  =  158°. 


PROBLÉMÁS  RESUELTOS  _ LU 


1.  U,  N,  I  són  puntos  colineales  y  consecutivos 
UN  -  NI  =  32.  M  biseca  a  UN;  R  biseca  a  NI  y  Q 
biseca  a  MR.  Hallar  QN. 

Resolución: 

H — t=i  H-  t=— i  -H 

U  2x  +  a  M  x  +  aQxNaR  a  I 
H — - »t«  - H 

Incógnita:  QN  =  x 

Sea:  NR  =  a  =*  Rl  =  a;  QR  =  x  +  a; 

MQ  =  x  +  a  y  UM  =  MN  =  2x  +  a 
Usando  el  gráfico,  para  reemplazar  en  el  dato: 

UN  -  NI  =  32 

(4x  4-  2a)  -  2a  =  32  =*  4x  =  32  x  =  8 

2.  En  una  línea  se  tienen  los  puntos  consecutivos  A, 
B,  C,  D,  E;  siendo:  AC(AD)  =  BE(CE);  BC(DE)  =  9 
y  AB(CD)  =  7.  Hallar  AC2  -  CE2 

Resolución: 

Incógnita:  AC2  -  CE2 

Datos:  A  B  C  D  E 

AC(AD)  =  BE(CE)  ...(1) 

BC(DE)  =  9  ...(2) 

AB(CD)  =  7  ...(3) 

De  (1):  AC(AD)  =  BE(CE) 

Con  el  gráfico:  AC(AC  4-  CD)  =  (BC  +  CE)CE 
Efectuando:  AC2  +  AC(CD)  =  BC(CE)  +  CE2 
De  donde:  AC2  -  CE2  =  BC(CE)  -  AC(CD) 


Ahora,  tratamos  de  acomodar  el  segundo  miembro 
de  esta  última  expresión  para  usar  los  datos  (2)  y  (3): 
AC* 2  -  CE2  =  BC(CD  4-  DE)  -  (AB  4-  BC)CD 
AC2  -  CE2  =  BC(CD)  +  BC(DE)  -  AB(CD)  -  BC(CD) 
Es  decir,  AC2  -  CE2  =  BC(DE)  -  AB(CD) 

Con  (2)  y  (3):  AC2  -  CE2  =  9  -  7  =  2 
Otra  forma: 

Usando  variables  para  las  longitudes: 


A  B  C  D  E 

Incógnitas:  AC2  -  CE2  =  (m  +  n)2  -  (r  +  q)2 
Los  datos:  BC(DE)  =  9  =>  nq  =  9 
AB(CD)  =  7  =>  mr  =  7 
y  de:  AC(AD)  =  BE(CE) 

=>  (m  4-  n)(m  +  n  +  r)  =  (n  +  r  -hq)(r  +  q) 
De  esto  último,  se  obtiene: 

(m  +  n)2  4-  (m  +  n)r  =  n(r  +  q)  +  (r  4-  q)2 
Es  decir:  (m  +  n)2  -  (r  +  q)2  =  nq  -  mr 
o  también:  AC2  -  CE2  =  9-7 
AC2  -  CE2  =  2 


3.  Sobre  una  recta  se  tornán  los  puntos  consecu¬ 
tivos  A,  B  y  C,  cumpliéndose  AB(BC)  =  aAC2  y 

^  +  fg  =  0.Calcular:  a(2  +  0). 


Resolución: 

Datos: 


C 
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AB(BC)  =  aAC2  ...(1) 

«  +  fi-  -(2) 

De  (1):  AB(BC)  =  a(AB  +  BC)2 

De  donde:  AB(BC)  =  a  (AB2  +  BC2)  +  2a  AB(BC) 

Es  decir:  AB(BC)(1  -  2a)  =  a  (AB2  +  BC2) 

_ 1  -  2a  AB2  +  BC2 

o,  me)or  ~  =  AB(BC) 

Desdoblando  el  2°  miembro: 

1  -  2a  _  AB2  ,  BC2 


Esto  es: 


AB(BC)  AB(BC) 


1  -2a 


a 


AB  BC 
BC  AB 


.(3) 


Ahora,  reemplazando  (2)  en  (3):  ö 

Se  deduce:  1  -  2a  =  a0  =>  1  =  a0  +  2a 
a(Ö  +  2)  =  1 


4.  Sobre  una  recta  se  marcan  los  puntos  colineales  y 
consecutivos  A,  B,  C  y  D,  tál  que  AB  =  CD.  Demos- 

11  i 

trar  que  AB(AC)  +  BC(BD)  =  AB(BC) 
Demostración: 

Considerando  el  gráfico  adjunto,  tenemos: 

1  1  1  1  b  +  a 

AB(AC)  BC(BD)  a  (a  +  b)  b(a  +  b)  ab(a  +  b) 


Resolución: 

A  B  C  D  E  F  G  H 
De:  2(AH)  =  3(BG)  =  5(CF) 

Se  obtiene:  |BG  =  ^AH  y  CF  =  ^AHj  ...(a) 

Por  otro  lado:  AD  +  BE  +  CF  +  DG  +  EH  =  620 

t— i — 1  i 

Agrupando  como  se  indica  y  haciendo  uso  dél  grá¬ 
fico: 

AG  +  BH  +  CF  =  620 
Ahora:  AG  +  (BG  +  GH)  +  CF  =  620 

t _ t 

Es  decir:  AH  +  BG  +  CF  =  620 

Usando  (a):  AH  +  |AH  +f  AH  =  620 
o  b 

Efectuando:  AH  =  620  AH  =  300 

15 

7.  A,  B  y  C  sori  trés  puntos  distintos  dél  piano,  tales 
que  AB  =  5  y  BC  =  7.  Hallar: 

El  mínimo  valor  de  AC. 

El  máximo  valor  de  AC. 

La  diferencia  entre  los  valores  enteros  máximo  y 
mínimo  de  AC,  sabiendo  que  A,  B  y  C  no  són  coli¬ 
neales. 


Resolución: 

•  El  mínimo  valor  de  AC  corresponde  al  gráfico 
siguiente: 


B  A  C 


A  B  C  D 

Es  decir: 

1  1  _  a  +  b 

AB(AC)  BC(BD)  ab(a  +  b) 

_1 _  1  1 

^AB(AC)  BC(BD)  ab 

.  1  1  1 

'•  AB(AC)  BC(BD)  AB(BC) 


5.  Sean  los  puntos  colineales  y  consecutivos  A,  B  y  C. 
Hallar  la  longitud  de  AB,  si:  AB  +  BC2  =  11  yAC  =  9. 

Resolución: 


A  B  C 

Incógnita:  AB  =  x 

Del  gráfico:  BC  =  9  -  x 

En  el  dato:  AB  +  BC2  =  11  =>  x  +(9  -x)2  =  11 

De  donde:  x2  -  17x  +  70  =  0  =*  (x  -  10)(x  -  7)  =  0 

Resolviendo:  x  =  10vx  =  7 

Como  x  <  9  x  =  7 

6.  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  y  H  són  puntos  colineales  y 
consecutivos,  tales  que  2(AH)  =  3(BG)  =  5(CF)  y 
AD  +  BE  +  CF  +  DG  +  EH  =  620;  hallar  AH. 


Entonces  en  este  caso:  AC  =  7  -  5  =  2 
•  El  máximo  valor  de  AC  se  obtiene  con  el  si¬ 
guiente  gráfico: 


ABC 
Luego:  AC  =  5  +  7  =  12. 

•  Si  A,  B  y  C  no  són  colineales,  determinan  un 
triángulo. 


B 


Entonces:  AC<5  +  7  =*AC<12 
También:  AC>7-5  =*AC>2 
Máximo  valor  entero  de  AC  =  11 
Mínimo  valor  entero  de  AC  =  3 
Se  pide:  11  -3  =  8 

8.  Para  el  gráfico  PS  =  1 8;  hallar  el  valor  de  y,  sabien¬ 
do  que  x  es  un  numero  entero. 
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i<  y~x  r  2x-y  r  x+y 

P  Q  R  S 

Resolución: 

Para  hallar  x,  usaremos  el  dato  que  es  un  número 
entero  y  el  hecho  de  que  las  longitudes  deben  ser 
números  positivos: 

PQ  >0  =>  y-x>0  ...(I) 

QR  >0  =>  2x-y>0  ...(II) 

Además,  como: 

PS  =  18  =>  (y  -x)  +  (2x  -  y)  +  (x  +  y)  =  18 
De  donde:  2x  +  y  =  18 
Despejando  y:  y  =  18  -  2x  ...(III) 

Sustituyendo  ahora,  (III)  en  (I): 

18  -  2x  -  x  >  0  =*  18  >  3x  =>  6  >  x  ...(a) 
También  de  (III)  en  (II): 

2x  -  (18  -  2x)  >0=>4x>18=>x>  4,5  ...(p) 
Luego,  de  (a)  y  (p):  6  >  x  >  4,  5 
Siendo  por  dato,  x  entero:  x  =  5 
Finalmente,  parael  valor  de  yreemplazamosen  (III): 
y  =  18-2(5)  y  =  8 

9.  De  la  figura,  el  perímetro-del  triángulo  ABC,  es: 

AB  +  BC  +  AC  =  2p. 


mostrar  que  p  <  OA  +  OB  +  OC  <  2p 

Demostración: 

Usando  el  postulado  de  la  mínima  distancia  entre 
dós  puntos  y  el  teorema  de  las  poligonales  envol- 
vente  y  envuelta: 


B 


=>  AC  <  OA+  OC  <  AB  +  BC  ...(1) 
B 


=*  BC  <  OB  +  OC  <  AB  +  AC  ...(2) 
B 


=>  AB  <  OA  +  OB  <  AC  +  BC  ...(3) 


Sumando  miembro  a  miembro  las  expresiones  (1), 
(2)  y  (3): 

AB  +  BC  +  AC  <  2(OA + OB  +  OC)  <  2(AB  +  BC + AC) 
=>  2p  <  2(OA  +  OB  +  OC)  <  2(2p) 

De  donde,  efectivamente: 
p  <  OA  +  OB  +  OC  <  2p 

10.  A,  B,  C  y  D  són  puntos  colineales  y  consecutivos; 
calcular  BC,  si  AD  =  34,  AC  =  21  y  BD  =  20. 

Resolución: 

I - 34 - 1 

I - 21 - 1 

A  B  C  D 

I - 20 - 1 


En  la  figura:  CD  =  34  -  21  =>  CD  =  13 

=>  BC  =  BD  -  CD  =>  BC  =  20  -  13  .-.  BC  =  7 


11.  Sean  P,  Q,  R  y  S  puntos  colineales  y  consecutivos; 
calcular  QR,  sabiendo  que  PS  =  36,  PR  =  24  y 
PQ(RS)  =  QR(PS). 

Resolución: 

I - 36 - 1 

I  24  : - j _ 

P  Q  R  S 

I— XH 

En  la  figura:  RS  =  36  -  24  =  12 
Incógnita:  QR  =  x  =>  PQ  =  24  -  x 
En  el  dato:  PQ(RS)  =  QR(PS) 

(24  -  x)12  =  x(36)  =*  x  =  6  .-.  QR  =  6 


12.  Sean  los  puntos  A,  B,  C  y  D,  colineales  y  consecu¬ 
tivos.  Calcular  BC,  sabiendo  que 
y  AC  +  BD  =  76. 


Resolución: 

El  dato:  4r  =  ^-  =  ^P,  lo  podemos  igualar  a 
2  5/ 

AR  RP  CD 

una  misma  constante  x.  Así:  =  x 

2  5  7 

De  donde: 


^  =  x  =>  AB  =  2x 

^  =  x  =»  BC  =  5x 
5 

=  x  =»  CD  =  7x 


Estas  longitudes  las  coloca- 
mos  en  un  gráfico,  así: 


| — 2x — j — 5x- 


■7x- 


A  B  C  D 


La  incógnita  es:  BC  =  5x;  el  dato:  AC  +  BD  =  76. 
De  la  figura:  7x  +  12x  =  76  =*  x  =  4 
Finalmente:  BC  =  5(4)  .-.  BC  =  20 


13.  A,  B,  C  són  puntos  colineales  y  consecutivos,  tál 
que:  AB  -  BC  =  28.  Calcular  MB,  sabiendo  que  M 
es  punto  medio  dél  segmento  AC. 

Resolución: 

En  este  probléma  aparentemente  faltan  datos.  Pero, 
tál  dificultad  se  salva  representando  las  longitudes 
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como  en  la  figura,  donde  MB  =  x  es  la  incógnita. 
Además,  si  BC  =  y,  tendremos  que  MC  =  x  +  y. 
También:  AM  =  x  +  y,  porque  M  es  punto  medio  de  AC. 
Sustituyendo  en  el  dato: 

| - x  +  y - 1 — x — | - y — | 


A  M  B  C 

I - ^ - I - ^ - 1 

AB  -  BC  =  28  =>  (x  +  y  +  x)  -  y  =  28 
2x  =  28  =>  x  =  14  MB  =  14 


14.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos 
P,  Q,  R,  S,  T  y  U.  Calcular  QT,  sabiendo  que  Q  y  T 
són  puntos  medios  de  PR  y  SU,  respectivamente, 
y  además  PS  +  RU  =  38. 

Resolución: 


\— a- 


-  b  j  c  — ( —  c  — | 


P  Q  R  S  T  U 


En  la  figura,  las  longitudes  iguales  estén  represen- 
tadas  por  letras  minúsculas  iguales.  La  incógnita 
es:  QT  =  a  +  b  +  c  ...(1) 

Del  enunciado:  PS  +  RU  =  38 
(2a  +  b)  +  (b  +  2c)  =  38 
2a  +  2b  +  2c  =  38  =>  2(a  +  b  +  c)  =  38 
a  +  b  +  c  =  19  .-.  QT=19 


1 5.  Los  puntos  A,  B  y  C  són  colineales  y  consecutivos. 
Calcular  BC,  si  AC  =  36  y  5AB  +  3BC  =  150. 


Agrupando  según  lo  indicado: 

(PR  +  RT)  +  (QS  +  SU)  =  54 
De  acuerdo  con  la  figura:  PT  +  QU  =  54 
Desdoblando  QU:  PT  +  (QT  +  TU)  =  54 
Ahora:  PU  +  QT  =  54 
Sustituyendo  el  dato:  PU  +  -^PU=  54 

=>  |pu  =  54  PU  =  30 
5 

17.  A,  B  y  C  són  puntos  colineales  y  consecutivos,  M 
es  punto  medio  de  AB  y  N  punto  medio  de  BC.  Cal¬ 
cular  AC,  AN  =  57  y  MC  =  48. 

Resolución: 

I - 57 - 1 

• - 1=1 - • - E=3 - - - ff - • - ff - • 

A  M  B  N  C 

I — x  — I —  x — \—  y  H—  y  — I 
I - 48 - 1 

En  la  figura,  la  incógnita  es:  AC  =  2(x  +  y)  ...(1) 
Se  observa:  I  2x  +  y  =  57  ...(2) 

1  x  +  2y  =  48  ...(3) 

Sumando  miembro  a  miembro  las  expresiones  (2) 

y  (3): 

3x  +  3y  =  105  =>  3(x  +  y)  =  105  =>  x  +  y  =  35 
Sustituyendo  en  (1):  AC  =  2(35)  .*.  AC  =  70 

1 8.  Dados  los  puntos  colineales  y  consecutivos  A,  B,  C 
y  D,  calcular  BC,  si:  AB(CD)  =  4,5  y  además 
AB(BD)  +  AC(CD)  =  BC(AD) 

Resolución: 


Resolución: 

I - 36 - 1 

I - (36  -  x) — | - x - 1 

ABC 

La  incógnita  BC  =  x,  está  indicada  en  la  figura: 

Del  enunciado:  5AB  +  3BC  =  150 

Sustituyendo:  5(36  -  x)  +  3x  =  150 

180  -  5x  +  3x  =  150  =*  x  =  15  .*.  BC  =  15 

16.  Dados  los  puntos  colineales  y  consecutivos  P,  Q, 
R,  S,  T  y  U;  calcular  PU,  sabiendo  que: 

PR  +  QS  +  RT  +  SU  =  54  y  QT  =  |PU 

Resolución: 

Como  se  indica  que  QT  =  -^PU,  debemos  obte- 
5 

ner  otra  reláción  entre  PU  y  QT.  Para  ellő  vámos  a 

agrupar  convenientemente  las  longitudes  en  el  otro 
dato. 

P  Q  R  S  T  U 
Tenemos:  PR  +  QS  +  RT  +  SU  =  54 

t  f  *  t 


j— m— j— x  |  n  --j 

ABC  D 

En  la  figura  considerando  las  longitudes  AB  =  m, 
CD  =  n  y  BC  =  x  (incógnita),  tenemos: 

AB(CD)  =  4,5  =>  m(n)  =4,5  ...(1) 

AB(BD)  +  AC(CD)  =  BC(AD) 

=>  m(x  +  n)  +  (m  +  x)n  =  x(m  +  x  +  n) 
Efectuando:  mx  +  mn  -I-  mn  +  nx  =  mx  +  x2  +  nx 
Cancelando:  mn  +  mn  =  x2 
Sustituyendo  lo  de  (1):  4,5  +  4,5  =  x2  =>  9  =  x2 
Luego:  x  =  3  .\  BC  =  3 

19.  P,  Q  y  R  són  puntos  colineales  y  consecutivos,  tál 
que:  PQ  -  QR  =  24.  Sabiendo  que  M,  N  y  T  bise- 
can  a  PQ,  QR  y  MN,  respectivamente,  calcular  QT. 

Resolución: 


« - ti- - - 

« - ti — ► 

2x+a 

«—  x+a  — ► 

“1 

P  M  T  Q  N  R 


Si  M  biseca  a  PQ,  entonces  M  es  punto  medio  de 
PQ.  Análogamente,  N  y  T  són  puntos  medios  de 
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QR  y  MN,  respectivamente.  En  la  figura,  QT  =  x  es 
la  incógnita. 

Además,  si  QN  =  a,  también  será  NR  =  a. 

Luego:  TN  =  x  +  a  =  MT  A  MQ  =  2x  +  a  =  PM 
Sustituyendo  en  el  dato: 

PQ  -  QR  =  24  =>  (4x  +  2a)  -  2a  =  24 
4x  =  24  =>  x  =  6  .*.  QT  =  6 


20.  A,  B,  C,  D  són  puntos  colineales  y  consecutivos  tál 
que  AD  -  BC  =  28.  Si  P  y  Q  són  puntos  medios  de 
AC  y  BD,  respectivamente,  calcular  PQ. 

Resolución: 


b 

1a 

b 

•V 

1— a— 

A  B  P  C  Q  D 

I - = - 1 - = - 1 

a  +  b  +  c 

En  la  figura,  hemos  supuesto  que  AB  <  BC  <  CD. 

La  incógnita:  PQ  =  b  +  c.  Además,  si  BP  =  a,  será: 

BQ  =  a  +  b  +  c  =  QD 

Sustituyendo  en  el  dato:  AD  -  BC  =  28 

(AP  +  PQ  +  QD)  -  (BP  +  PC)  =  28 

Tendremos: 

(b  +  b+  c  +  a  +  b  +  c)  -  (a  +  b)  =  28 
2b  +  2c  =  28  =>  b  +  c  =  14  PQ  =  14 


21.  A,  B,  C,  D,  E  y  F  són  puntos  colineales  y  consecu¬ 
tivos.  B  biseca  a  AC  y  E  biseca  a  DF.  Calcular  AD, 
si  CF  =  26  y  BE  =  20. 

Resolución: 


h— a - 

A  B 


a 


- 20 

H — b- 
C 

I - 


En  la  figura,  la  incógnita  es:  AD  =  2a  +  b  ...(1) 

Además,  se  observa  que:  b  +  2c  =  26  ...(2) 

a  +  b  +  c  =  20  ...(3) 

Para  obtener  2a+  b,  que  es  lo  que  nos  interesa  en 
(1),  efectuamos  lo  siguiente: 

Multiplicamos  por  2,  miembro  a  miembro,  la  expre- 

sión  (3):  2a  +  2b  +  2c  =  40 

Lo  de  (2)  es:  b  +  2c  =  26 

Restamos  miembro  a  miembro  estas  dós  últimas 

relaciones:  2a  +  b  =  14 

Finalmente,  sustituyendo  esto  en  (1):  AD  =  14 


22.  En  la  figura,  x  solo  puede  tomar  valores  enteros. 
Calcular  la  suma  de  dichos  valores. 


-  2x-5 


A 


+ 

b" 


17-4x - 1 

C 


Resolución: 

La  longitud  de  todo  segmento  es  un  número  positi- 
vo  que  depende  de  la  unidad  elegida.  Esto  quiere 


decir  que  en  la  figura  se  debe  cumplir:  AB  >  0  y 
BC  >  0.  De  estas  dós  desigualdades  vámos  a  ob¬ 
tener  inecuaciones  que  nos  darán  el  conjunto  de 
valores  de  x. 

ComoAB  >0=>2x-5>0=*x>-|=>x>2,5  ...(1) 
Además: 

BC  >  0  =>  17  -  4x  >  0  =*  4x  <  17  =>  x  <  4,25  ...(2) 
Observando  (1)  y  (2),  concluimos  que  los  únicos 
valores  enteros  de  x  són  3  y  4. 

Por  lo  tanto  la  suma  de  estos  valores:  3  +  4  =  7 


23.  Sean  los  puntos  colineales  y  consecutivos  F,  A,  G. 
Si  FA  =  a  +  2b;  AG  =  2a  -  b;  FG  =  23;  calcular  la 
suma  de  valores  enteros  que  puede  tomar  a. 

Resolución: 


F 


f- 


— I — 2a  -  b 
~A 

23 - 


G 

H 


En  la  figura:  (a  +  2b)  +  (2a  -  b)  =  23 
3a  +  b  =  23  =>  b  =  23  -  3a  ...(1) 

Se  debe  cumplir:  AG>0  =>  2a-b>0 
Con  lo  de  (1):  2a  -  (23  -  3a)  >  0 

5a  -  23  >  0  =*  5a  >  23  =>  a  >  ^  =>  a  >  4,6  ...(2) 

o 

De  (2),  dando  valores  a  la  variable  a  y  sustituyén- 
dolos  en  (1),  obtenemos  los  valores  de  b.  Solo  de- 
bemos  cuidar  que  FA  =  a  +  2b,  sea  positivo. 
Veamos: 


a 

5 

6 

7 

8 

9 

b 

8 

5 

2 

-1 

-4 

FA  =  a  +  2b 

21 

16 

11 

6 

1 

Suma  de  valores  enteros  de  a: 
5  +  6  +  7  +  8  +  9  =  35 


24.  Sean  los  puntos  colineales  y  consecutivos  A,  B,  C 
y  D,  tál  que  AB  =  8  y  CD  =  20.  Si  M  y  N  són  puntos 
medios  de  AC  y  BD,  respectivamente,  calcular  MN. 

Resolución: 

- 8 - 1 - s - 1 - 0 - 

H — x — | — y — | — z— I  y  +  z 

A  M  B  C  N  D 

x  +  y 

I - * - 1 - * - i - 20 - 1 

En  la  figura,  MB  =  x;  BC  =  y;  CN  =  z,  la  incógnita 
será:  MN  =  x  +  y  +  z  ...(1) 

Además:  MC  =  x  +  y  =  AM;  BN  =  y  +  z  =  ND 
Como:  AB  =  8  =>  2x  +  y  =  8  ...(2) 

CD  =  20  =>  y  +  2z  =  20  ...(3) 

De  (2)  +  (3):  2(x  +  y  +  z)  =  28  =*  x  +  y  +  z  =  14 
Por  lo  tanto  sustituyendo  en  (1):  MN  =  14 

25.  Dados  los  puntos  colineales  y  consecutivos  A,B  y 
C  se  sabe  que  AC  =  44;  P,  Q,  M  y  N  són  puntos 
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medios  de  AB,  BC,  AQ  y  PC,  respectivamente.  Cal- 
cular  MN. 


Resolución: 


-44- 


A  P  B  M  N  Q  C 

h  w-f-w-hyH — x — ^zi —  x+y+z  — 


-ff- 


En  la  figura,  la  incógnita  es  MN  =  x 
Además  BM  =  y;  NQ  =  z;  PB  =  w  =  AP 
QC  =  BQ  =  x  +  y  +  z 
De:  AC  =  44  =>  2x  +  2y  +  2z  +  2w  =  44 
Luego:  x  +  y  +  z  +  w  =  22 
De:  AM  =  MQ  =>  y  +  2w  =  x  +  z 
De:  NC  =  PN  =*  x  +  y  +  2z  =  x  +  y  +  w 
Sumando  miembro  a  miembro  (2)  y  (3): 
x  +  2y  +  2z  +  2w  =  2x  +  y  +  z  +  w 
De  donde:  y  +  z  +  w  =  x 
Finalmente,  (4)  en  (1):  x  +  x  =  22 
x  =  11  MN  =  11 


...(1) 

...(2) 

...(3) 


...(4) 


26.  Se  tienen  los  puntos  colineales  y  consecutivos  A,  B 
y  C.  Además  M  y  N  són  puntos  medios  de  AC  y  BC, 
respectivamente.  CalcularAB,  siAB  +  MN  =  18. 

Resolución: 


M  N 
H— y-H 


-a  +  y - 1 

Incógnita:  AB  =  x 

Si  BM  =  a,  MN  =  y,  entonces  BN  =  a  +  y  =  NC 
El  dato  es:  x  +  y  =  18  ...(1) 

Como:  AM  =  MC  =>  x  +  a  =  y  +  a  +  y 

x  =  2y  ...(2) 

Sustituyendo  (2)  en  (1):  2y  +  y  =  18  =>  y  =  6 
Luego,  en  (2):  x  =  2(6)  =  12  AB  =  12 

27.  Se  tiene  los  puntos  colineales  y  consecutivos  A,  B, 
C,  D,  E,  F,  G,  H,  de  modo  que:  AD  +  BE  +  CF  + 

DG  +  EH  =  84;  BG  =  |aH  y  CF  =  |bG.  Calcular 
AH.  5  6 

Resolución: 

A  B  C  D  E  F  G  H 
Incógnita:  AH 

Datos:  BG  =  |aH;  CF  =  |BG  =  f (f AH)  = 

5  6  6 \5  /  2 

Además:  AD  +  BE  +  CF  +  DG  +  EH  =  84 

t — í - 1  í 


Es  decir: 

Desdoblando  BH: 


AG  +  CF  +  BH  =  84 

L 


AG  +  CF  +  BG  +  GH  =  84 

t  j 

'AH  +  CF  +  BG  =  84 

/  / 

Con  los  otros  datos:  AH  +  4r  +  |-AH  =  84 
Z  o 


Luego: 


10AH  +  5AH  +  6AH 


10 


=  84  = 


21AH 

10 


=  84 


AH  =40 


28.  Dados  los  puntos  A,  B  y  C,  se  sabe  que  AB  =  9  y 
BC  =  12.  Calcular  la  suma  de  los  posibles  valores 
enteros  de  AC. 

Resolución: 

Como  no  se  dice  que  A,  B  y  C  sean  colineales  o 
consecutivos,  las  posibilidades  dél  gráfico  són  las 
indicadas  en  las  siguientes  figurás: 

1.°caso  2.°  caso 

I - 12 - 1 


H 


-4- 


-12- 


B 


B 


C 

En  el  1.°  caso:  AC  =  12  -  9  =>  AC  =  3  ...(1) 

En  el  2.°  caso:  AC  =  9  +  12  =>  AC  =  21  ...(2) 

Para  el  3.°  caso,  por  el  postulado  de  la  mínima  dis¬ 
tancia: 


AC  <  9  +  12  =>  AC  <  21 


=>3<  AC  <21 


...(3) 


AC  +  9  >12  =>  AC  >  3 

De  (1),  (2)  y  (3),  los  valores  enteros  que  puede  to- 
mar  AC  són:  (3;  4;  5;  ...;  21) 

Por  lo  tanto  la  suma:  3  +  4  +  5  +  .. .+21=  228 

29.  Los  puntos  F,  M,  A,  G  són  colineales  y  consecutivos. 
FG  =  24;  FM  =  x  -  y;  MA  =  x  +  y;  AG  =  2y  -  x. 
Calcular  el  valor  de  x,  sabiendo  que  el  valor  de  y  es 
entero. 


Resolución: 


-24- 


x-y  • 


-  x+y  — I —  2y-x 


F  M  A  G 

En  la  figura:  FM  +  MA  +  AG  =  24 
(x  -  y)  +  (x  +  y)  +  (2y  -  x)  =  24 
=*  x  +  2y  =  24  =>  x  =  24  -  2y  ...(1) 

Además,  como  sabemos,  la  longitud  de  un  seg- 
mento  es  un  número  reál  positivo. 

Luego:  FM>0  =>  x-y>0 
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Con  (1):  (24  -  2y)  -  y  >  0  =>  24  -  3y  >  0 

24  >  3y  =>  8  >  y  =>  y  <  8  ...(2) 

AG  >0  =*  2y  —  x>0 

Con  (1):  2y  -  (24  -  2y)  >  0  =*  4y  -  24  >  0 

4y  >  24  =>  y  >  6  ...(3) 

De  (2)  y  (3),  como  el  valor  de  y  es  entero:  y  =  7 
Finalmente,  sustituyendo  esto  último  en  (1): 
x  =  24  -  2(7)  .*.  x  =  10 

30.  Del  gráfico,  hallar  el  valor  de  y,  cuando  x  torna  su 
mínimo  valor  entero. 


Resolución: 

Se  debe  cumplir:  y  >  x,  y  <  2x,  luego: 

x  <  y  <  2x  ...(1) 

Además:  (2x  -  y)  +  (x  +  y)  +  (y  -  x)  =  180° 

=>  2x  +  y  =  180°  =>  y  =  180°  -  2x 
En  (1):  x  <  180°  -  2x  <  2x  =>  x  >  45° 

El  mínimo  valor  entero  de  x  es  46°;  por  lo  tanto  el 
valor  correspondiente  de  y,  seré:  180°  -  2x  =  88° 

31.  Los  ángulos  AOB,  BOC  y  COD  són  consecuti- 
vos.  Se  traza  ÖM,  bisectriz  dél  ZBOC.  Calcular 
mZAOB,  sabiendo  que  los  ángulos  AOM  y  COD 
són  complementarios,  además: 

mZBOC  +  2(mZCOD)  =  122° 

Resolución: 


Consideremos  el  gráfico  adjunto  mZAOB  =  x,  es 
la  incógnita.  Si  mZCOD  =  a,  entonces  su  comple- 
mento  AOM  midé  90°  -  a 
Además,  mzBOM  =  (90°  -  a)  -  x  =  mZMOC 
Luego:  mZBOC  =  2[(90°  -  a)  -  x)] 

Sustituyendo  en  el  dato: 
mZBOC  +  2(mZCOD)  =  122° 

Tenemos:  2[(90°  -  a)  -  x]  +  2a  =  122° 
Efectuando:  180°  -  2a  -  2x  +  2a  =  122° 
x  =  29° 

32.  Se  tiene  a  los  ángulos  consecutivos  AOB,  BOC, 
COD,  DOE,  EOF,  siendo  opuestos  los  rayos  OA  y 
OF.  Calcular  mZCOD,  si  ZAOB  s  ZDOE; 


ZBOC  =  ZEOF  y  mZAOD  =  104° 

Resolución: 

Según  el  enunciado,  tenemos  el  gráfico  donde  x  es 

la  medida  dél  ángulo  COD.  Además: 

mZAOB  =  mZDOE  =  a  y  mZBOC  =  mZEOF  =  0 


Se  observa  que:  mZDOF  =  mzAOF  -  mZAOD 
a  +  0  =  180°-  104°  =  76° 

También:  x  =  mZAOD  -  mZAOC 
x  =  104°  -  (a  +  0)  =>  x  =  104°  -  76° 

.-.  x  =  28° 

33.  Se  tiene  a  los  ángulos  consecutivos  AOB  y  BOC. 
Se  trazan  sus  bisectrices  ÖM  y  ÖN,  respectiva- 
mente.  Calcular  mZAOC,  sabiendo  que: 
mZAON  +  mZMOC  =  96°. 

Resolución: 


Consideremos  el  gráfico.  La  incógnita  es: 

mZAOC  =  2(a  +  p)  ...(1) 

El  dato:  mZAON  +  mZMOC  =  96° 

Sustituyendo  según  la  figura: 

(2a  +  p)  +  (a  +  2p)  =  96° 

Es  decin  3(a  +  p)  =  96°  =>  a  +  p  =  32° 

Luego  en  (1 ):  mZAOC  =  2(32°)  .*.  mZAOC  =  64° 

34.  En  el  gráfico,  calcular  mZDOE;  sabiendo  que 
ÖB  y  ÖÉ  bisecan  a  los  ángulos  AOC  y  COF,  res- 
pectivamente.  Además: 

ZDOFsZBOC  y  3(mZAOB)  =  5(mZEOF). 
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Resolución: 


Haciendo  marcas  iguales  en  ángulos  congruentes 
y  llamando  mZDOE  =  x  (incógnita);  mZCOD  =  a; 
se  obtiene: 

mZCOE  =  a  +  x  =  mZEOF, 

mZDOF  =  a  +  2x  =  mZBOC  =  mZAOB 

Como  mZAOF  =  180°  =*  4a  +  6x  =  180° 

=>2a  +  3x  =  90°  ...(1) 

También,  por  dato: 

3(mZAOB)  =  5(mZEOF)  =*  3(a  +  2x)  =  5(a  +  x) 
3a  +  6x  =  5a  4-  5x  =>  2a  =  x  ...(2) 
Sustituyendo  lo  de  (2)  en  (1): 
x  +  3x  =90°  x  =  22,5°  v  x  =  22°  30' 

35.  Dados  los  ángulos  consecutivos  AOB  y  BOC,  se 
sabe  que  mZBOC  -  mZAOB  =  76°.  Se  trazan 
OM,  ON  y  ÖEi,  bisectrices  de  los  ángulos  AOB, 
BOC  y  MON,  respectivamente.  Calcular:  mZBOE. 

Resolución: 


En  el  gráfico,  la  incógnita  es  mZBOE  =  x. 

Además,  llamando  mZAOM  =  a,  se  obtiene  luego: 
mZMOB  =  a;  mZMOE  =  x  +  a  =  mZEON 
y  mZBON  =  2x  +  a  =  mZNOC. 

Ahora,  sustituimos  en  el  dato: 
mZBOC  -  mZAOB  =  76° 

=>  (4x  +  2a)  -  2a  =  76°  =>  4x  =  76°  .\  x  =  19°  | 

36.  Se  tienen  los  ángulos  consecutivos  AOB,  BOC,  I 
COD  y  DOE,  donde  ÖC  biseca  al  ZAOE  y  ÖD  bi-  ! 
seca  al  ZBOE.  Calcular  la  mZCOD,  sabiendo  que  j 
mZAOB  =  54°. 

Resolución: 


Consideremos  el  gráfico,  donde  la  incógnita  es 
mZCOD  =  x.  Si  mZBOC  =  a,  entonces: 
mZBOD  ==  x  +  a  =  mZDOE. 

Como  OC  biseca  el  ZAOE;  mZCOE  =  mZAOC. 

=>  2x  +  a  =  54°  +  a  .-.  x  =  27° 

37.  Los  ángulos  AOB  y  BOC  constituyen  un  pár  lineal 
y  el  ZAOB  es  mayor  que  el  ZBOC.  Se  trazan:  ÖM 
bisectriz  dél  ZAOB;  ÖN  bisectriz  dél  ZBOC;  OF 
bisectriz  dél  ZAON  y  ŐP  bisectriz  dél  ZMOC.  Cal¬ 
cular  la  mZFOP. 

Resolución: 

Incógnita:  mZFOP  =  x 

Colocamos  adicionalmente: 

mZMOF  =  a;  mZPOB  =  p  y  mZBON=  0.  Luego: 

mZNOC  =  0  y  mZAOM  =  a  +  x  +  p  =  mZMOB. 


De  mZAOC  =  180°  =>  2a  +  2p  +  20  +  2x  =  180° 
.-.  a  +  p  +  0  +  x  =  90  ...(1) 

mZPOC  =  mZMOP  =*p  +  20  =  a  +  x  ...(2) 
mZAOF  =  mZFON  =>  2a  +  x  +  p  =  x  +  p+  0  ...(3) 
Sumando  (2)  y  (3)  miembro  a  miembro: 

2a  +  2p  +  20  +  x-  a  +  p+  0  +  2x 

=>  a  +  p+  0=  x  ...(4) 

Sustituyendo  (4)  en  (1):  x  +  x  =  90°  .*.  x  =  45° 

38.  La  medida  de  un  ángulo,  menos  la  mitad  de  su 
complemento  es  igual  a  un  tercio  de  la  diferencia 
entre  el  suplemento  y  complemento  dél  mismo  án¬ 
gulo.  Calcular  la  medida  de  dicho  ángulo. 

Resolución: 

Llamemos  x  a  la  medida  dél  ángulo.  Según  el 
enunciado,  planteamos: 

x  -  (^1*)  =  j[(180e  -  X)  -  (90°  -  x)] 
x-(45°-|)  =  l[90°] 
x  -  45°  +|  =  30°  =>  ^  =  75°  x  =  50° 

39.  Si  a  la  medida  de  un  ángulo  se  le  quita  5°  más  que 
la  mitad  de  su  complemento,  resulta  la  medida  dél 
complemento  de  dicho  ángulo.  Dicho  ángulo  midé: 

Resolución: 

Sea  x  la  medida  dél  ángulo.  Entonces,  planteamos: 
x  -  (— g--?  +  5°)  =  90°  -  x 
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x  -  (45°  - 1  +  5°)  =  90°  -  x 
^  =  140°  x  =  56° 

2  ^ 

40.  Los  dél  complemento  de  un  ángulo,  más  los 

o  o 

dél  suplemento  dél  mismo  ángulo,  excede  en  10° 

al  suplemento  dél  complemento  de  tál  ángulo.  Cal- 

cular  la  medida  de  dicho  ángulo. 


Resolución: 

Del  gráfico,  se  observa  que: 
a  =  90°  +  0  ...(opuestos  por  el  vértice) 

=*  a  —  0  =  90°  ...(1) 

Además,  pordato:  a  +  0  =  154  ...(2) 

De  (1 )  y  (2):  a  =  1 22°  y  0  =  32° 

Luego,  por  tener  lados  paralelos: 
x  +  a  =  180° 

x  +  122°  =  180°  .-.  x  =  58° 


Resolución: 

Llamemos  x  la  medida  dél  ángulo.  Según  el  enun- 
ciado: 

|(90°  -  x)  +  |(180°  -  x)  =  180°  -  (90°  -  x)  +  10° 
o  b 

60°  -  %  +  108°  -  ^  =  180°  -  90°  +  x  +  10° 
o  b 


44.  Se  dán  los  ángulos  consecutivos  AOX,  XOB,  BOC 
y  COD,  tál  que: 

mZAOB  mZAOD  /  a /~w/  m  / va/'  a 
^2BÖC=^ZCÖD'mZAOX  =  mZXOC  A 
(mZXOB)(mZXOD)  =  (20°)2.  Hallar:  mZAOC 

Resolución: 


fioo_  2x  3x  ,  _  34x 

68  -T+T+X~l5 


.-.  x  =  30° 


41.  El  doble  dél  complemento  de  la  medida  de  un 
ángulo,  más  la  quinceava  parte  de  la  medida  dél 
ángulo,  equivale  a  lo  que  le  falta  al  complemento 
de  la  mitad  de  la  medida  de  dicho  ángulo  para  ser 
igual  a  los  5/6  dél  suplemento  dél  ángulo.  Calcular 
la  medida  de  tál  ángulo. 


Resolución: 

Sea  x  la  medida  de  dicho  ángulo. 

Planteamos: 

2(90°  -  x)  +  ^  =  |(180°  -  x)  -  (90°  - 1) 

180°  -  2x  +  =  150°  -  ^  -  90°  +  $ 

1b  b  Z 

^  =  120°  x  =  75° 
b 

42.  El  suplemento  dél  complemento  de  la  mitad  de  la 
medida  de  un  ángulo  excede  en  15°  al  suplemento 
dél  doble  de  la  medida  dél  mismo  ángulo.  ^Cuánto 
midé  dicho  ángulo? 

Resolución: 

Suponiendo  que  la  medida  dél  ángulo  es  x,  plan¬ 
teamos: 

180°  -  (90° -|)  =  (180°  -  2x)  +  15° 

De  donde:  180°  -  90°  +  |  =  195°  -  2x 

=>  2x  +  |  =  105°  =*  ^  =  105° 
x  =  42° 


43.  En  la  figura,  a  +  6  =  154°,  calcular  el  valor  de  x. 


.  mZAOB  _  mZAOD  6  +  ct  _  P  +9 
mZBOC  mzCOD  6 -a  p-0 


Luego: 


(0  +  a)  +  (0  -  a)  (p  +  9)  +  (p  -  0) 
(0  +  a)  -  (0  -  a)  (p+0)-(p-0) 


20  _  2p 
2a  20 

=»  02  =  a  X  p  ...(1) 

•  mZXOB  x  mZXOD  =  (20°)2 

a  X  p  =  (20°)2  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  02  =  (20°)2  =.  0  =  20° 

.-.  mZAOC  =  40° 


45.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos 
A,  B,  C,  D,  E  y  F:  tál  que  B  y  D  són  puntos  medios 
de  AE  y  CE  respectivamente.  Hallar  la  longitud  dél 
segmento  que  une  los  puntos  medios  de  BF  y  EF 
si  AC  =  26  cm. 


Resolución: 


A  BC  DPEQF 


|  W  í  w 

1 — 1  1 

y 

y 

Se  sabe:  AC  =  26 

2a -2b  =  26  =>  a-b  =  13 

-0) 

Pero:  BD  =  a  -  b  =*  BD  =  13 

...(2) 

Se  pide:  PQ  =  y  -  w 

...(3) 

Pero:  2y  -  2w  =  BD 

=>  y  -  W  =  6,5 
.-.  PQ  =  6,5 
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46.  Si  mZSTV  =  0,  calcular  “x”,  si  el  ZSTV  se  a  divi- 
dido  en  partes  de  medidas  iguales  por  “n”  rayos 
Interiores. 


Resolución: 


De  la  figura: 

•  x  +  a  =  0  =>  x  =  0-  a 


•  0=a  +  a  +  a  +  a  +  ...  +  a 


“n  +  1”  veces 


0  =  (n  +  1 ) 


0 


n  +  1 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

0  .  n0 


x  =  0  — 


n  +  1 


x  = 


n  +  1 


•(1) 

...(2) 


47.  Dos  ángulos  que  tienen  el  mismo  vértice  y  un  lado 
común  estén  situados  a  una  misma  región  dél  lado 
común.  Si  el  valor  de  su  razón  aritmética  es  un  án- 
gulo  agudo,  calcular  el  máximo  valor  entero  que 
formán  sus  bisectrices. 

Resolución: 

Sean  los  ángulos  PEU  y  PER  de  lado  común  EP 
Dato:  mZPEE  -  mZPER  =  y 
(y  -►  z  agudo) 

2a-20  =  y=>a-0  =  -^ 

Como:  y  ->  agudo 
Se  cumple:  0°  <  y  <  90° 

Luego:  0°  <  |  <  45“  -»  0°  <  a  -  0  <  45°  ...  (1) 


De  la  figura  V  es  medida  dél  ángulo  formado  por 
las  bisectrices  de  los  ángulos  PEU  y  PER 
Luego  se  tiene:  x  =  a  -  0 
En  (1):  x  <  45°  =*  x^  =  44° 

=  44° 

48.  Del  gráfico,  calcular  “x” 


Resolución: 

E 


Por  ángulo  opuesto  por  el  vértice  mZSTV  =  80° 
Entonces:  mZETV  =  80°  -  a 
Luego:  80°  -  a  +  2a  =  90° 
a  =  10° 

Además  en  el  ángulo  llano  ATV  se  tiene 
80°  -I-  x  +  2a  =  180°  =*  x  +  100°  =  180° 

.\  x  =  80° 


49.  Sobre  una  recta  se  dán  los  puntos  consecutivos 


U,  N,  C,  Ptal  que 


.  UN  3NC 
UP  4CP ' 


Hallar  la  longitud  dél  CP,  si:  1  =  “ 


11 

UC 


Resolución: 


x 


U  N  C 

Datos: 

.  UN  _  3NC  UN  _  3/UP \ 

UP  “  4CP  ^  NC  4\  x  ) 

.  1  =  12  21  1__4 _ 7_ 

NC  UC  ^  3  NC  UC 


P 


...(1) 

■(2) 


De  la  figura: 

•  UN  =  UC  -  NC  ]  (3) 

•  UP  =  UC  +  x  J 

Luego  (3)  en  (1): 

UC-NC  _  3(UC  4-  x)  UC  _  1  _  3/UC\  ,  3 
NC  "  4x  ^  NC  “  4\  x  1*4 

yc_1_3_3_uc  uc_7  =  3/uc  \ 

NC  4  “  4  “  x  ^  NC  4  4\  x  / 


52 


Colección  Uniciencia  Sapiens 


4  (UC  7j  =  3  =>  _4 _ 7_=  3 


UC\NC  4/ 


Igualando  (2)  y  (4):  i  =  “ 
j  x 


NC  UC  x 
.*.  x  =  9 


..(4) 


50.  N,  I,  L,  O  són  puntos  colineales  y  consecutivos,  si 
NL  es  la  média  proporcional  entre  NO  y  10,  hallar: 
t  —  8 (NO)/  NI  A 
NL  \LO  / 

Resolución: 

Dato:  NL2  =  NO(IO) 

De  (I):  NL(NL)  =  NO(IO) 

NL  _  10 
NO  NL 

.  NL  =  NO  -  LO 
De  la  figura'  10  =  NL  +  LO 


•(1) 

3  i  -(2) 

►  —  NI  J 


N  I 

Luego  (2)  en  (1): 

NO  -  LO  NL  +  LO  -  NI 
NO  NL 

<  LO  ,  ,  LO-NI  . 

1  ~  NO  =  1  NL  * 

LO  _  NI  -  LO  NL 
NO  NL  ^  NO 
NL  _  _NJ_  _  1 
^  NO  LO 

Reemplazando:  T  =  8x1  T  =  8 


.  LO  (NI  -  LO) 
>  NO  ~~  NL 
NI  -  LO 

LO 


51.  En  una  línea  recta  se  consideran  los  puntos  conse¬ 
cutivos  U,  N,  C,  P,  tál  que: 

^  NC(CP)  =  36  A  UP(UN)  =  100 

Hallar  UC 

Resolución: 


jggf  =  ^  =>  UN(CP)  =  NC(UP)  =  a 


...(1) 

...(2) 

•••(3) 


•  NC(CP)  =  36 

•  UP(UN)  =  100 

o  .  ,  NC  =  x  -  UN 

Segun  el  gráfico:  UN  =  x  _  NC 

Reemplazando  (3)  en  (1)  y  (2)  se  tiene: 

•  (x  -  UN)CP  =  36 

x(CP)  -  UN(CP)  =  36  ...  (4) 

•  (x  -  NC)UP  =100 

x(UP)  -  NC(UP)  =  100  ...  (5) 

Luego:  (5)  -  (4): 

x  (UP)  -  a  -  x  (CP)  +  a  =  100  -  36 
x(UP  -  CP)  =  64  .-.  x  =  8 


52.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos 
A,  B,  C  y  D  tales  que 
BC(CD)  _  „  AC  CD  _  . 

CD-BC  10  A  AB  AC  -  1  Ca,cularAC 

Resolución: 


H - 1 - h 


B  C 

T 


BC(CD)  _ 
CD-BC 


10 


ab 

b  -  a 
x 


=  10  ...(I) 


AC  _  CD  =  1 
AB  AC  x-a 


-^=1 


x2  -  b(x  -  a)  _  2 

x(x-a) 
ab 


x  = 


b  -  a 


bx  +  ba  =  x  -  ax 


...(II) 


•  Por  lo  tanto  de  (I)  y  (II)  se  tiene  que:  x  =  10 

53.  Si:  mZSTV  =  3mZATE 
Calcular  “x” 

Dato: 

mZSTV  =  3  x  mZATE 
0  +  P  +  x  =  3.x 
p  +  0  =  2x 
Según  el  gráfico: 

2p  +  20  +  x  =  90° 

2(p  +  0)  +  x  =  90° 

Reemplazando:  2(2x)  +  x  =  90°  =>  5x  =  90° 

.-.  x  =  18° 

54.  Calcule  x  en  la  figura,  si  L,  II  L2 


Resolución: 


Por  propiedad: 

2a  +  x  =  90°  ...(I) 
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En  el  triángulo: 


Por  lo  tanto  de  (I)  y  (II)  resolviendo:  x  =  45° 
55.  HallarV 


Si:  L,  //  L2 

Resolución: 


Por  propiedad:  mzAMT  =  0  +  p 
Luego:  0  +  p  +  x  =  180° 

Entonces:  mZCAE  =  mZCTO  =  x 
Luego:  mZTCA  =  2x  (propiedad) 
mZPCT  =  3x 
ÜN//CP 

3x  +  2x  =  180°  x  =  36° 

56.  Se  tienen  los  ángulos  consecutivos  AOB,  BOC  y 
COD;  tál  que  mZPOQ  +  mZROS  =  136°.  Siendo 
los  rayos  OP,  OQ,  OR  y  OS  las  bisectrices  de  los 
ángulos  AOB,  COD,  AOC  y  BŐD  respectivamente. 
Hallar  la  mZAOD. 


Resolución: 


Dato:  mZPOQ  +  mZROS  =  136°  ...  (1) 

Nos  piden:  mZAOD  =  2(a  +  p  +  0) 

Según  el  gráfico:  mZPOQ  =  a  +  2p  +  0 

mZROS  =  p  +  0  +  2a  -  (a  +  b) 


=>  mZROS  =  0  +  a 

Luego  en  (1):  (a  +  2p  +  0)  +  (0  +  a)  =  136° 
=>  2(a  +  p  +  0)  =  136°  /.  mZAOD  =  136° 


57.  HallarV 


En  elCYTUNI:  mZUNI  =  3a 

Luego:  3a  +  6a  =  180°  =>  9a  =  180°  =>  a  =  20 

Como  UN  //  CP  se  tiene:  x  =  6a 

Por  lo  tanto  reemplazando:  x  =  120° 


58.  Si:  SN  //  TM,  calcular  “x" 


Resolución: 


Como:  mZENI  =  x _ 

Luego  como  SN  //  TM  =>  90°  +  x  +  60°  =  180° 


.-.  x  =  30° 


59.  En  la  figura  se  pide  “x”  si  Ljl  L2  Y  L3  // 


54  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


Resolución: 


De  la  figura  se  obtiene: 
x  +  p  +  a  =  180°  ...  (1) 

8x  =  p  +  a  ...  (2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 
x  +  8x  =  180°  .-.  x  =  20 


AC  ,  AD  _  n 
BC  BD 


...(I) 


De  (IV  -  AD  BD  _  BC  /..v 
( BC  ~  BD  AD  "  AC  ' } 

Como:  BD  =  AD  -  AB  y  BC  =  AC  -  AB 
Luego  en  (II): 

AD  -  AB  _  (AC  -  AB) 

AC 


AD 


1  -  AB  =_i  +  AB 


AD 


AC 


..(2) 

.-.  n  =  AB 


2  _  1  1 
AB  AC  AD 

Luego:  (1)  =  (2)1  =  ^ 


En  la  figura  se  observa  que: 

PC //AB  =>  ZCPR  =  x 
ÁR//FÉ  =>  ZPRE  =  p 
QR  //  CD~=>  ZRQC  =  a 
APQR: 

x  +  180°  -  a  +  180°  -p  =  180° 
x  =  a  +  p  -  180°  ...(1) 

Pero:  a  +  p  =  230°  ...  (2) 

(2)  en  (1):  .-.  x  =  50° 


62.  En  la  figura  mostrada  las  rectas  XX’  e  YY’  són  pa- 
ralelas.  Si  la  suma  de  los  ángulos  a  y  b  es  de  76°, 
halle  la  medida  dél  ángulo  e  formado  por  xx’  con  la 
bisectriz  dél  ángulo  que  determinan  las  rectas  mm’ 

yqq’ 


Piden  e 

Dato  a  +  b  =  76° 

En  el  gráfico  se  observa 
e  +  b  =  90°  -  0  (I) 

a  +  e  -  0  =  90°  (II) 

Sumando  (I)  y  (II): 

2e  +  a  +  b-  0  =  180°  -0 


61.  Sobre  una  línea  recta  se  consideran  los  puntos 
consecutivos  A,  B,  C,  D  tál  que:  ^  ^  =  0. 

Calcular  la  longitud  dél  segmento  que  debe  reem- 
plazar  a  “x”  para  que  se  cumpla  la  siguiente  rela- 
2 
n ' 

Resolución: 


CÍÓn:  AÜ+AÜ 


A 

Datos: 


B 


_1_  +  _L  =  (i) 

AC  AD  " 


76° 
.-.  e  =  52 


63.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos 
R,  I,  M,  Atal  que: 

Ki-Rk*Rb>"AXIM-18 

Hallar  Rl 

Resolución: 

• - x - • 

R  I  M  A 


Datos: 
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•  IA  X  IM  =  18  ] 

.  J _ L__L  -O) 

Rl  RA  “  RM  J 

nrMV  1  1  _  1  RM  -  Rl  _  1 

[  Rl  RM  "  RA  ^  RI(RM)  RA 

Pero:  RM  -  Rl  =  IM 

i  IM  _  1 

Luego.  R((RM)  ^ 

IM(RA)  =  RI(RM)  ...  (2) 

Pero:  RA  =  x  +  IA;  RM  =  x  +  IM 
Luego  en  (2):  IM  (x  +  IA)  =  x(x  +  IM) 
IM(x)  +  IM(IA)  =  x2  +  x(IM) 

18  =  x2  .-.  x  =  3Í2 

64.  En  la  figura  L,  //  l2  hallar  x 


Resolución: 

Li  //  L2 


En  cuadrilátero  ABCD 
90  -I-  x  +  x  +  140  =  360 
2x  =  130  x  =  65 

65.  Sobre  una  recta  se  tienen  los  puntos  consecuti- 
vos  N,  U,  L,  O  de  tál  manera  que:  NL2  =  NO(UO). 
Calcular:  y=g-UO  +  6 

Resolución: 


N 


U 


Como:  (NL)2  =  NO(UO) 

Luego-  = 

y  NO  NL 
Según  el  gráfico: 

•  NL  =  NO  -  LO 

•  UO  =  NL  +  LO  -  NU 
Luego  (2)  en  (1): 

NO  -  LO  _  NL  +  LO  -  NU 


NO 


NL 


•(1) 


...  (2) 


-LO  _  1  LO  -  NU 
1  NO  NL 


hlűnft._LO_LO  NU 
L  9  NO  "  NL  NL 


NU 

NL 


LO  LO 
NO  NL 


nu  =  L0/_l  +  jl\  =*  nu  =  Nl 

NL  \NO  NLj  LO 


NU 

LO 


NL 

NO 


NL 

NO 


NU 

LO 


-  1 


\  NO  NL 

...  (3) 


Como:  (1)  =  (3) 

NLJ_i=UO  NU  UO_1 

LO  NL  ^  NO  NL 

En  lo  que  piden:  y  =  1  +  6  y  =  7 

66.  Sobre  una  recta  se  dán  los  puntos  consecutivos 
B,  A,  L,  D,  O,  R  tál  que:  f^  +  ^=1 

Hallar;y=i§+M+9 

Resolución: 


n  .  .  *  BL  ,  AD 
Dat0'  1=  BÖ+AR 

De  la  figura: 

•  OL  =  BO  -  LO 

•  AD  =  AR  -  DR 
Luego  (II)  en  (I): 

1  =  BO-LO  +  _AR  -  DR 


(I) 


BO 

1  =  LO  DR 
BO  AR 


AR 


(II) 


,i  =  i_lo  +  i_dr 
BO  AR 


67. 


Nos  piden:  y  =  1  +  9  .-.  y  =  10 

Calcular  el  valor  de  “y”,  si  L1  //  L2  y  PN  //  CM 


L2 


Resolución: 


Como:  CM  II  PN  =>  mZCON  =  2x 
Luego:  l,  "  f2 
Por  propiedad: 

3x  +  4x  +  4x  +  x  +  2x  =  180° 

lOx  =  180°  .-.  x=18° 


56  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


•  mZTSV  =  7x 

•  Luego  en  el  ASTV,  por  propiedad  se  tiene: 
x  =  90°  - 

Por  lo  tanto:  x  =  20° 

69.  si  l,  //  í-2-  Hallar  “x” 


En  el  kPRU: 

50  =  90°  +  54°  -  0  (z  exteriőr) 

60  =  144°  =>  0  =  24° 

En  el  UNCP: 

x  +  20  =  90°  +  90°  -  0  (propiedad  AJ 
x  =  180°  -  30 

Reemplazando:  x  =  180°  -  3(24°) 
x  =  108° 


70.  Si  AABC  es  equilátero  y  PT  //  AC.  Hallar  0 
B 


Resolución: 

Dato:  PT//ÁC 
Según  el  gráfico: 
BE//AC 
PT//BE//ÁC 
Luego:  0  +  70°  =  90° 
0  =  20° 

73.  Si:  L,  //  L^.  Hallar  “x" 


Resolución: 


Dato  (L,  II  L2):  mZTAN  =  0  +  a  (propiedad) 
Luego  en  el  ATAN:  20  +  0  +  a  +  2a  =  180° 
3(0  4-  a)  =  180° 
=>  0  +  a  =  60° 

Finalmente  en  el  ATRO:  0  +  a  +  x  =  90° 

60°  +  x  =  90° 


.*.  x  =  30° 


72.  Si  L,  //  L2 .  Calcular  “x” 


Resolución: 


Resolución: 
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E 


En  el  ATEN:  mZUNI  =  0  -  x  (propiedad  As) 
Como  L,  //  L2:  mZQDI  +  0  -  x  =  0  (propiedad  //s) 
mZQDI  =  x 

En  el  ARAP:  mZPRA  =  0  -  x  (propiedad  AJ 
Luego:  mZGOA  =  x  (L-,  //  L2) 

ADRO:  3x  =  180°  x  =  60° 


73.  Sobre  una  recta  se  consideran  los  puntos  consecu- 
tivos  A,  B,  C,  D  tál  que: 

AD  =  2AB,  AC  =  MB(AD)  y^  +  , 

Calcular:  CD 


BC 


Resolución: 


A  B  C  D 

Datos:  AC  =  MB(AD)  =»  AC* 1 2 * 4 *  =  AB(AD)  ...  (1) 

1  =  X  +  JL 

4  AB  BC 
De  (1):  AC(AC)  =  AB(AD) 

AC _  AB  /o\ 

AD  “  AC  ■  '  w 

Segúnelgráfico;^:^:^  J  ...(3) 

Reemplazando  (3)  en  (2): 

1  __x_  _  1  _  BC  . x_  BC  x  _  BC 

AD  AC’  AD  AC  ^  AD  AC 

Pero:  AD  =  2AB 

Reemplazando:  ^  =  |§  -  jgjfá  =  f 

Pero:  AC  =  AB  +  BC 

AB  +  BC  _  2  1,1  _  2 

Reemplazando.  AB(BC)  -  —  =>  ab  +  BC  -  x 

1  =  1  x  =  8 

4  x 

74.  En  la  figura  L1  //  L2 ,  si  y  <90°,  hallar  el  menor  valor 
entero  de  x. 


I.  En  AABC  (por  X  ángulos  internos) 
ct  +  p  +  x  =  1 80° 

=>  a.  +  (3  =  180°  —  x  ...  (1) 

II.  Además  como  L ,  //  L2 
=>  (180°  -  2a)  +  y  =  2f3 
y  =  2a  +  2p  -  180° 

y  =  2(a  +  p)  -  180° 

De  (1):  y  =  2(180°  -  x)  -  180° 
y  =  180° -2x 
Por  dato:  y  <  90° 

180°  -  2x  <  90° 

2x  >  90° 

x  >  45°  .*.  xmin  =  46° 

75.  Sobre  una  recta  se  tornán  los  puntos  consecutivos 
U,  N,  C,  P.  Donde  NP  =  8  y  (UN  -  CP)(UP  +  NC)  =  36, 
hallar  “UC". 

Resolución: 


U  N  C  P 

Dato:  (UN  -  CP)(UP  +  NC)  =  36  ...  (1) 

•  UN  -  CP  =  UN  +  NC  -  CP  -  NC 
UN  -  CP  =  (UN  +  NC)  -  (NC  +  CP) 

UN  -  CP  =  x  -  8 

•  UP  +  NC  =  UC  +  CP  +  NC 
UP  +  NC  =  UC  +  (NC  +  CP) 

UP  +  NC  =  x  +  8 

En  (1):  (x  -  8)(x  +  8)  =  36  .*.  x  =  10 

76.  Dado  los  ángulos  consecutivos  AOB  y  BOC  tál  que 
mZAOB  -  ZBOC  =  48°.  Si  se  trazan  ÖM,  ÖN  y 
ÖP  bisectrices  de  ZAOB,  ZBOC  y  ZMON  respec- 
tivamente,  hallar  mZPOB. 


58  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


Resolución: 

I.  Del  dato:  mZAOB  -  mZBOC  =  48° 

4a  -  40  =  48° 

=>  a  -0  =  12°  ...(1) 

II.  x  =  mZPON  -  mZBON 
x  =  (a  +  0)  -  20) 

x  =  a  -  0 
De  (1):  .-.  x=  12 

77.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos 
U,  N,  C,  P  tál  que: 

^  =  1  y  UC(UP)  =  400  calcular:  UN 
NC  NP 

Resolución: 


u 

N  C 

•  UC(UP)  =  400  1 

NC  NP  J 

Según  el  gráfico: 

•  NC  =  UC  -  x  1 

•  NP  =  UP-x  J 

.  (2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 


UC  (  UP 


UC-x  UP-x 


=  1 


UC 

UC-x 


P 


UP 

UP-x 


UC  _  UP  -  x  -  UP  UC  -x 
UC-x  UP-x  ^  UC-x  "UP-x 

L-9°:yii^  =  ^-1-üü  =  ir+1 
-üb=-ir-x2  =  uc(up> 

Reemplazando:  x2  -  400  x  =  20 

78.  Sobre  una  línea  recta  se  consideran  los  puntos  con¬ 
secutivos  A,  B,  C,  D  tál  que  AB  es  média  aritmética 
entre  AC  y  CD.  HallarAD,  si:  BD2  +  1  =  2(BD). 

Resolución: 


A  B  C  D 

Datos:  BD2  +Jl_=  2(BD)  ...  (1) 

AB  =  ma(AC;  CD)  ...  (2) 

De  (1):  BD2  -  2BD  +  1  =  0  =>  (BD  -  I)2  =  0 
BD  =  1 

De  (2):  AB  =  AC  +  CD  =>  AD  =  2(AB) 

Luego  se  tiene  que  “B”  es  punto  medio  de  AD  lo 
cual  implica: 

AB  =  BD  =  Ap,  peroBD  =  1 
Entonces:  4p=  1  x  =  2 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  @ 


PROBLÉMA  1  (UNI  2001  - 1) 

En  la  figura  L ,  //  L2  y  L3  //  L4 ,  el  valor  numérico  de 
3x  -  12°  es: 


A)  15° 

B)  16° 

C)  17° 

D)  18° 

E)  19° 

Resolución: 


En  el  AABC:  18x  =  180°  =>  x  =  10° 

Por  lo  tanto  nos  piden:  3x  -  12°  =  18° 

Clave:  D 


Propiedad:  Si:  Li  II  L2 

Li 


L2 

a  +  p+  8+  <|>  =  180° 

Aplicando  la  propiedad  en  el  probléma: 
22°  +  35°  +  p  +  70°  =  180°  p  =  53° 


PROBLÉMÁS  2  (UNI  2010  - 1) 

Halle  la  medida  dél  ángulo  p  indicado  en  la  figura  mos- 
trada,  donde  las  rectas  L1  y  L2  són  paralelas. 


Clave:  C 
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PROBLÉMÁS  PROPUESTOS 


1.  Si:  q // q,  calcular 0. 


2.  r,//q,calcularx. 


3.  C,  II  L2 .  Calcular  x. 


A)  95°  B) 85°  C)  75° 

D) 65°  E)  45° 

6.  L, // q,  calcular  x. 


A)  20°  B)  25°  C)  30° 

D)  35°  E)  40° 


7.  En  el  gráfico,  calcular  x. 


A)  25°  B)  20°  C)  15° 

D)  5°  E)  10° 

4.  L,  //  q,  calcular  y. 


5.  En  la  figura,  AB  //  DE,  calcular  a. 


A)  10°  B)  15°  C)  20° 

D)  30°  E) 40° 

8.  En  la  figura,  q  //  q;  calcular  ^ 


A)1 

B)  1 

D)  2 

E)§ 

En  la  figura,  L,  II  L2,  calcular  x. 

59 


A)  34°  B)  48°  0  98°  D)  110°  E)  125' 


60  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


10.  Si  Lt  // 1_2  y  a  +  p  =  66°,  calcular  el  valor  de  y. 


D)  111°  E) 100° 


18.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  conse- 
cutivos  A,  B,  C,  D  y  E,  tál  que  AD  +  BE  =  70; 

^  =  21  Calcular  BC. 

o  o  (  o 

A)  6  B)  12  C)18 

D) 10  E) 28 

19.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos 
A,  B,  C,  D,  E  y  F,  de  modo  que  3AF  =  7BE  =  10CD, 
AC  +  BD  +  CE  +  DF  =  50.  Calcular  CD. 

A)  4,5  B)  9,5  012,5 

D)  10,5  E)  7,5 


11 .  Sobre  una  recta  se  consideran  los  puntos  consecu¬ 
tivos  A,  B  y  C,  tales  que  AC  =  6  y 

AC(AB)  =  2(AB2  -  BC2).  Calcular  AB 

A)  1  B)  2  0  3 

D)  4  E)  2  /2 

12.  En  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos  A, 
B,  C  y  D,  tál  que  AC  +  BD  =  5(AB  +  CD). 

Calcular  ££ 
dU 

A)  1,5  B)  2,5  C)  2 

D)  3,5  E)  3 


20.  A,  B,  C,  D  y  E  són  puntos  colineales  y  consecuti¬ 
vos,  tales  que  BD  =  y  AC  +  BD  +  CE  =  40. 

5 

Calcular  AE. 

A)  20  B)  24  C)  16 

D) 25  E) 15 

21.  A,  B,  C,  D  y  E  són  puntos  colineales  y  consecuti¬ 
vos,  tál  que:  AB  +  CD  =  40  y  AD  =  6BC.  Calcular 
AD. 

A)  42  B)  46  C)  48 

D)  52  E)  56 


13.  En  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos  A, 
B,  C  y  D,  de  modo  que  AB  =  8;  CD  =  18;  MN  =  17. 
Siendo  M  y  N  puntos  medios  de  AB  y  BD  respecti- 
vamente.  Calcular  BC,  si  BC  <  CD. 

A)  1  B)  7  C)  4 

D)  10  E) 8 

14.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos 
A,  B,  C,  D  y  E,  tál  que  AB  =  3BE;  AC  =  80 
Calcular  BD,  si  BC  +  3DE  =  20 

A) 16  B) 20  C) 40 

D) 10  E) 15 

15.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecuti¬ 
vos  A,  B,  C,  D,  E  y  F,  tál  que  AC  =  BC;  CE  =  DF; 
AB  +  EF  =  96.  Calcular  CD 

A)  96  B) 24  C)  68 

D)  64  E)  48 


22. 


En  una  recta  se  ubican  los  puntos  A,  B,  C,  D,  E  y  F, 


de  modo  que  (AB)(CD)  =  (BC)(AD); 


(CD)(EF)  =  (DE)(CF)  y 


m  n  _  1  t 
BD  AD  CE  CF  ’ 


calcular  m3  +  n3  +  I3  +  t3 


A)  12  B)  -14  C)10 

D)  14  E) 18 


23. 


En  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos  A, 
B,  C,  D,  E,  F,  G,  ...  y  así  sucesivamente,  tál  que 

*B-íBC=iirCD-M'DE-( 


Calcular  la  suma  limité  de  las  longitudes  de  los 
segmentos  dados. 


A)I 

B)1 

C)i^ 

D)I 

E)1 

16.  Se  tiene  los  puntos  colineales  A,  B,  C  y  D,  siendo 
E  y  F  puntos  medios  de  AB  y  CD.  Calcular  EF  si 
AC  +  BD  =  20. 

A)  5  B)  10  C)15 

D) 20  E)  30 

17.  Se  tienen  los  puntos  colineales  A,  B,  C  y  D,  dis- 
puestos  de  modo  que  AD  =  10;  CD  =  AB  +  BC, 

üü  =  f  Calcular  BD 

A)  3  B)  5  C)  7 

D)  9  E) 8 


24.  Calcular  mZBOC.  Si:  mZAOB  =  2(mZCOD)  y 
2(mZAOB)  +  mZDOE  =  150° 
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25.  En  la  figura  mostrada,  hallar  la  medida  dél  ángulo 
que  formán  el  rayo  PQcon  la  recta  T. 


D)  2° 


E)  10° 


26.  Dados  los  rayos:  ÖA,  OB,  ÖC,  ÖD,  ÖE  y  ÖF,  tál  que 
mzAOD  =  mzBOE  =  mzCOF  y 
mZAOF  +  mZCOD  =  114°.  Calcular  la  mZBOE 


A)  62° 
D)  72° 


B)  58° 
E)  57° 


0  66° 


27.  Si  L, // L2,  calcular  x. 


L, 


A) 154° 
D) 144° 


B)  115° 
E)  120° 


C) 130° 


28.  Si  C,  //  L2  y  q//r4,  p  =  |  =  |;  calcular  x. 


D)  80° 


E)  67,5° 


29.  El  doble  dél  complemento  de  un  ángulo  sumando 
con  el  suplemento  de  otro  ángulo  es  igual  al  suple- 
mento  dél  primer  ángulo.  Calcular  la  suma  de  las 
medidas  de  dichos  ángulos. 


A) 100° 
D) 180° 


B)  45° 
E) 120° 


30.  Se  tiene  los  ángulos  consecutivos  ZAOB;  ZBOC 
y  ZCOD,  tál  que:  mZAOD  =  148°  y  mZBOC  =  36°. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  formado  por  las  bi- 
sectrices  de  los  ángulos  ZAOB  y  ZCOD. 

A)  108°  B)  36°  0  92°  D)  56°  E)  74° 

31.  Se  tiene  los  ángulos  consecutivos  ZPOQ,  ZQOR 
y  ZROS,  de  tál  manera  que  mZPOR  =  32°  +  k  y 
mZQOS  =  88°  -  k.  Calcular  mZQOR,  si  el  ángulo 
POS  es  recto. 


A) 22°  +  k 
D)  40° 


B)  30° 

E) 16°  +  | 


C) 68°  -  k 


32.  Se  tiene  los  ángulos  consecutivos  ZPOQ,  ZQOR 
y  ROS,  de  modo  que  el  rayo  OR  es  bisectriz  dél 
ángulo  ZQOS.  Calcular  ZPOQ  4-  mZPOS  =  140°. 


A)  70° 
D) 150° 


B) 100° 
E) 110° 


C)  35° 


33.  Se  divide  la  medida  de  un  ángulo  x  en  k  partes 
iguales,  por  un  punto  de  unó  de  los  lados  se  trazan 
m  perpéndiculares  a  los  rayos  que  dividen  a  x.  Cal¬ 
cular  la  medida  dél  ángulo  que  forma  la  primera  y 
la  última  perpendicular. 
x(m  +  1) 


A) 

D) 


k 

x(k  -  1) 


B)^l 


C) 


x(m  -  1) 


E) 


x(k  +  1) 


m 


34.  El  doble  de  un  ángulo  es  mayor  que  otro  en  30°. 
Si  los  ángulos  són  conjugados  internos  comprendi- 
dos  entre  rectas  paralelas.  <j,En  cuánto  se  diferen- 
cian  estos  ángulos? 

A)  40°  B)  45°  C)50°  D)  30°  E)  35° 

35.  En  la  figura,  L,  y  són  rectas  paralelas, 
mZABC  =  3mZBAC,  AN  =  BN  y  CM  es  bisectriz 
de  BCN.  Calcular  el  valor  de  x. 


36.  Calcular  x,  siendo  L1  //  L2. 


C)  90' 


■L-2 
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A)  60°  B)  75°  0105° 

D) 135°  E) 140° 

37.  En  el  gráfico,  hallar  el  máximo  valor  entero  de  y. 


D)  40°  E)  52° 

38.  En  la  figura,  el  rayo  OP  es  bisectriz  dél  ángulo 
AOD,  siendo  mZPOC  -  mZBOP  =  20°.  Calcular 
mZAOB  -  mZCOD. 


41.  En  la  figura,  LJ!  ü2  y  a  +  y  =  252°.  Calcular  x. 


42.  Según  el  gráfico,  calcular  x  si  //  L2. 


A) 100°  B) 120°  C) 140° 

D) 150°  E) 135° 


A)  22°  B)  40°  C)  25° 

D)  10°  E)  20° 

39.  Del  gráfico,  calcular  el  mayor  valor  entero  de  x,  si  el 
triángulo  ABC  es  acutángulo. 


A)  50°  B)  44°  C)  56° 

D)  57°  E)  58° 

40.  Si:  L,  //  y  la  medida  dél  ángulo  ZABC  es  agudo, 
calcular  el  menor  valor  entero  impar  de  x. 


43.  En  el  gráfico,  L 1  //  L2  y  el  ángulo  ABC  es  agudo, 
calcular  el  mínimo  valor  entero  de  x. 


44.  En  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos  A, 
B,  C,  D,  E,  F,  G  y  H,  de  modo  que  B,  E  y  F  són  los 
puntos  medios  de  AD,  CG  y  DH  respectivamente  y 


gp  =  k,  calcular 
A)  k 


AC  +  DG 

CD  +  GH' 


A)  46°  B)  47°  C)  45° 

D)  43°  E)  44° 


45.  En  una  recta  están  situados  en  forma  consecutiva 
los  puntos  P,  Q,  R  y  S,  de  modo  que  ^  =  ^g. 

Luego  se  ubica  en  los  puntos  medios  M  y  N  de  PR 
y  QS  respectivamente.  Calcular  MN  si  PM  =  a  y 
NS  =  b. 

ab 


A)  /ab 


D) 


2ab 

a  +  b 


B) 

E) 


a  +  b 
a  +  b 


o 
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46.  Sean  los  ángulos  consecutivos  AOB,  BOC  y  COD, 
tál  que  mZAOC  -  mZBOD  =  10°;  luego  se  tra- 
za  las  bisectrices  OM  y  ON  de  los  ángulos  AOB 
y  COD  respectivamente.  Calcular  la  medida  dél 
ángulo  formado  por  las  bisectrices  de  los  ángulos 
AOM  y  CON  si  mZMON  =  100°. 

A)  1 1 2°30’  B)  1 00°30’  C)  1 06°30’ 

D)  105°  E)  102°30’ 

47.  Se  tienen  los  ángulos  consecutivos  AOB,  BOC  y 
COD,  de  modo  que  la  mZBOC  excede  a  la  mZAOB 
en  40°  y  la  mZCOD  excede  a  la  mZAOB  en  20°. 
Luego  se  trazan  las  bisectrices  OM,  ON,  OQ,  OE  y 
OF  de  los  ángulos  AOB,  BOC,  COD,  MON  y  NOQ 
respectivamente.  Calcular  la  mZBOE  -  mZCOF 

A)  10°  B)  15°  C)5°  D)  18°  E)  25° 

48.  Dados,  en  un  piano,  los  rayos  consecutivos  OP1t 
OP2,  OP3,  ...  OP16,  de  modo  que  se  forme  ángulos 
consecutivos  y  congruentes;  si  el  ángulo  P^P^  es 
agudo,  calcular  el  máximo  valor  entero  dél  ángulo 
formado  por  las  bisectrices  de  los  ángulos  P2OP3  y 
PnOP12. 

A)  73°  B)  53°  C)17°  D)  36°  E)71° 


A)  20°  B)  30°  C)  25° 

D)  15°  E)  35° 


52. 


En  una  recta  se  ubica 
secutivos  A,  B,  C,  D  y 
BD  +  AC  +  BE  +  AD  +  CE  = 

CalCU,arAE+BÜ- 


los  puntos  con- 
E,  de  modo  que 
(AE)(BD). 


A)i  B)  3  C)1  D)  2  E)1 

53.  Dados  los  puntos  colineales  y  consecutivos  A,  B, 

e,  D,  E  y  F;  Si  |§  +  +  §|  +  g  =  m,  calcular 

AB  ,  BC  CD  DE 
BC  CD  DE  EF ' 


A)  m  -  4  B)  m  C)  m  -  1 

D)  m  +  2  E)  m  -  3 


54.  En  una  recta  se  ubica  los  puntos  consecutivos  A, 
B,  C  y  D,  de  modo  que  B  es  punto  medio  de  AD. 
Calcular  CD,  si  se  cumple  que  (AC)(AD)  =  16 
2  11 
y  AC  -  AB  +  2  (CD) ' 

A)  2  B)  3  C)  4,5  D)  5  E)  6 


49.  Por  un  punto  se  trazan  rayos  coplanares  que  for¬ 
mán  n  ángulos  congruentes,  además  la  medida  dél 
ángulo  formado  por  el  primer  y  último  rayo  es  0, 
<j,para  qué  valor  de  n,  la  medida  dél  ángulo  formado 
por  el  noveno  rayo  y  la  recta  paralela  a  la  bisectriz 
dél  ángulo  formado  por  el  cuarto  y  quinto  rayo  es 
0,30? 

A)  1  B)  15  C)9 

D)  18  E)  30 

50.  En  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos  A, 

B,  C,  D  y  E,  de  modo  que  =  Pr*  ade" 

más  la  suma  de  las  longitudes  dél  segmento  que 
une  los  puntos  medios  de  AC  y  BC  con  el  segmen- 
to  que  une  los  puntos  medios  de  CE  y  CD  es  k. 
Calcular 

AE 

A)f  B)§  Of 


51.  Según  el  gráfico,  calcular  x  -  y,  si 

a  -  p  =  0  -  y  =  10°  y  L,  1/ C2 II  C3 II  C4 


55.  En  una  recta  se  ubican  los  puntos  A,  B,  C,  D,  E  y  F 
tál  que  AC  =  CE  =  EF  y  2(BC)  =  3(DE),  calcular 
(BE)2 -(AB)2 

(DF)2-(CD)2' 

A)|  B)§  Of 

D)|  Élf 

56.  Calcular  x,  si  ü,  II  C2. 


D)  15°  E)  20° 

57.  Calcular  x,  si  L,  II  C2. 


A)  30°  B)  15°  020° 

D) 45°  E)  10° 
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58.  En  el  gráfico,  L,  //  y  AB  //CD.  Calcular  x. 


D) 125°  E) 130° 

59.  Calcular  x,  si  L,  //  y  a  +  p  =  200° 


A)  30°  B)  12°  C)21° 

D) 18°  E)  15° 

64.  Dados  los  ángulos  consecutivos  AOB,  BOC, 
COD,  DOE  y  EOF  tales  que  mZAOF  =  152°  y 
mZAOD  =  mzBOE  =  mZCOF;  se  traza  OP,  bi- 
sectriz  de  ZCOD.  Si  además  mZEOP  =  56°,  hallar 
mZBOC. 

A)  15°  B)  30°  C)18° 

D) 20°  E) 36° 

65.  Alrededor  de  un  punto  se  tienen  n  ángulos  conse¬ 
cutivos.  Si  la  suma  de  sus  correspondientes  suple- 
mentos  es  1620°,  n  es  igual  a: 

A) 9  B) 11  C) 13 

D)  7  E) 15 

66.  Dados  los  ángulos  consecutivos  AOB,  BOC  y  COD 
tales  que  mZAOB  =  -1  mZBOD,  \  mZCOD  =  \ 

ói  ó 

mZAOC  y  mZAOD  =  120°.  Hallar  mZBOC. 

A)  32 °  B)  42°  C)45° 

D) 53°  E)  60° 


A)  100°  B)  80°  C)60° 

D) 40°  E)  120° 

60.  Si  C,  //  L^,  calcular  x. 


61.  Si  la  diferencia  entre  el  suplemento  y  el  comple- 
mento  de  un  ángulo  es  igual  al  triple  de  la  medida 
dél  ángulo,  hallar  el  suplemento  dél  complemento 
de  dicho  ángulo. 

A)  120°  B)  90°  0135° 

D) 150°  E) 100° 

62.  Seis  ángulos  consecutivos  tienen  sus  medidas  en 
progresión  aritmética  y  su  suma  es  180°,  además 
la  medida  dél  ángulo  mayor  es  el  doble  de  la  dél 
menor.  ^En  cuánto  excede  la  medida  dél  ángulo 
mayor  a  la  medida  dél  menor? 

A)  30°  B)  25°  C)20°  D)  18°  E)  24° 

63.  Dados  los  ángulos  consecutivos  AOB  y  BOC,  se 
trazan  las  bisectrices  ÖP  y  ÖQde  dichos  ángulos, 
respectivamente.  Si  mZAOB  -  mZBOC  =  60°, 
hallar  mZBOR  donde  ÖR  es  bisectriz  de  ZPOQ. 


67.  En  la  figura  a,  p  y  y  són  proporcionales  a  3,  4  y  5 

respectivamente.  Calcular  ^  ^ . 

o  4  5 


A)  45°  B)  30°  C)  37°  D)  53°  E)  60° 

68.  En  la  figura,  =  Z  Calcular  mZAOB. 

mZCOF  Z  9 


A)  30°  B)  29°  C)20° 

D) 11°  E) 18° 

69.  En  la  figura,  l,  H  L2  Y  mZABC  =  80°.  Hallar  x. 


A)  36°  B)  53°  038° 

045°  E)  48° 
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70.  Si:  L,  //  L2i  calcular  V.  Si:  p  +  ©  =  220°. 


A)  10°  B)  20°  C)30° 

D)40°  E)  50° 


A) 62°  B) 58°  C)66° 

D)  72°  E)  57° 

75.  En  la  figura,  L,  //  L^.  Hallara. 


71.  Si:  Lj  //  L2,  calcular  V. 


72.  Calcular  V.  si:  l,  H  l2 1/  ^  y  a°  -  b°  =36°. 


A)  54°  B)  72°  C)36° 

D)63°  E)  52° 

73.  En  la  figura  mostrada^  hallar  la  medida  dél  ángulo 
que  formán  el  rayo  PQcon  la  recta  L  . 


A)  12°  B)  13°  015° 

D) 18°  E)  9° 

76.  Un  ángulo  de  medida  “a”  es  dividido  en  n  partes 
iguales  por  (n  -  1)  rayos.  Por  un  punto  de  unó  de 
los  lados  dél  ángulo  se  trazan  perpendiculares  a 
cada  unó  de  los  rayos  que  dividen  al  ángulo.  Hallar 
la  medida  dél  ángulo  cuyos  lados  són  la  primera  y 
la  última  perpendicular  trazada. 


A)  1 

ín:2v 

B)ín;2) 

\  n  / 

Ol 

í2nn+1V 

D)!2"-1 

l  n  / 

\  n 

E)| 

1  c 

c 

77.  En  la  figura,  mZAOB  =  ~  mZBOC  +  40°  y  OP  es 
bisectriz  de  ZAOB.  Hallar  x. 


D)2°  E)  10° 

74.  Dados  los  rayos:  OA,  OB,  OC,  OD,  OE  y  OF 
tál  que:  mZAOD  =  mZBOE  =  mZCOF  y 
mZAOF  +  mZCOD  =  114°. 

Calcular  la  mZBOE. 


A)  30°  B)  40°  C)  45° 

D)  53°  E)  60° 

78.  En  la  figura,  AB  //  MN.  Hallar  la  suma  de  las  medi- 
das  de  los  ángulos  que  formán  los  rayos  MP  y  NQ 
y  los  rayos  MP  y  MN. 


A)  140°  B)  120°  0150° 

D) 115°  E) 160° 
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79.  En  la  figura,  L,  //  L2.  Hallar  el  valor  de  x. 


A)  2°40’ 
D)2°15’ 


B)  2°  30' 
E)  2°20’ 


C)2°45’ 


80.  En  la  figura,  L,  //  L2.  Hallar  x  +  y. 


D)  160° 


E) 180° 
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Triángulos 


Sphaeríca  es  la  única  obra  de 
Menelao  que  ha  sobrevivido  en 
forma  de  traducción  árabe.  Esté 
compuesta  de  trés  libros  y  trata  de  la  geometria  de  la  esfera  y  de  su  aplicación  a  mediciones  y 
cálculos  astronómicos.  El  libro  introduce  el  concepto  de  triángulo  esférico  (figurás  formadas  por 
arcos  de  trés  círculos  máximos)  y  prueba  el  teorema  de  Menelao  (una  extensión  a  triángulos  esfé- 
ricos  de  un  resultado  previo  ya  conocido).  El  libro  fue  traducido  en  el  siglo  XVII  por  el  astrónomo 
y  matemático  Francesco  Maurolico. 


Menelao  de  Alejandría  (70  d.  C.- 
140  d.  C.)  fue  un  matemático  y 
astrónomo  griego  que  trabajó  en 
Alejandría  y  en  Roma  a  finales 
dél  siglo  I.  Fue  el  primero  en  re- 
conocer  a  las  geodésicas  en  una 
superficie  curva  como  análogas 
naturales  de  las  líneas  rectas  y 
en  concebir  y  definir  el  triángulo 
esférico.  Su  nombre  ha  quedado 
ligado  al  teorema  de  geometria 
plana  o  esférica  relativo  a  un 
triángulo  cortado  por  una  recta  o 
un  gran  círculo,  conocido  como 
el  teorema  de  Menelao,  un  teore¬ 
ma  de  una  gran  importancia  en  la 
trigonometria  antigua.  También 
fue  un  defensor  entusiasta  de  la 
geometria  clásica. 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  definíción 

Se  llama  triángulo  a  la  figura  formada  por  la  reunión 
de  los  segmentos  determinados  al  unir  trés  puntos  no 
colineales. 


Notación:  AABC  =  AB  u  AC  u  BC 
Perímetro:  2p  =  AB  +  BC  +  AC 
Semiperímetro:  p  =  (AB  +  BC  +  AC)/2 

<4  CLASIFICACIÓN  DE  LOS  TRIÁNGLLOS 

Se  clasifican  por  sus  lados  y  por  sus  ángulos: 

Por  sus  lados 

Se  clasifican  en: 

Escaleno.  No  tiene  lados  congruentes. 

Isósceles.  Tiene  dós  lados  congruentes.  El  tercero  es 
llamado  base.  Los  ángulos  en  la  base  són  congruentes. 
Equilátero.  Tiene  sus  trés  lados  congruentes.  Cada 
ángulo  interior  midé  60°. 


Por  sus  ángulos 

Se  clasifican  en: 

Triángulo  rectángulo.  Tiene  un  ángulo  recto.  Los  la¬ 
dos  que  determinan  dicho  ángulo  se  llaman  catetos  y  el 
tercero  es  la  hipotenusa. 


Pueden  ser: 

I.  Acutángulo.  Si  sus  ángulos  interiores  són  agudos. 

II.  Obtusángulo.  Tiene  un  ángulo  interior  obtuso. 


<4  PROPIEDADES  BÁSICAS 

En  todo  triángulo: 

1 .  Las  medidas  de  los  ángulos  interiores  suman  1 80°. 


g  +  P  +  <|>  =  180° 


2.  Cualquier  ángulo  exteriőr  midé  igual  que  la  suma 
de  dós  ángulos  interiores  no  adyacentes. 


x  =  a  +  p 


3.  Las  medidas  de  los  ángulos  exteriores,  unó  por 
vértice,  suman  360°. 


x  -l-  y  -i-  z  =  360° 


4.  En  un  mismo  triángulo,  a  mayor  lado  se  opone 
mayor  ángulo  y  viceversa.  Si  AB  >  BC,  entonces: 
mZC  >  mZA 


B 


5.  En  un  mismo  triángulo,  a  lados  congruentes  se 
oponen  ángulos  congruentes  y  viceversa. 

Si  AB  =  AC,  entonces:  mZB  s  mZC 


B 


6.  Cualquier  lado  es  mayor  que  la  diferencia  de  longi- 
tudes  de  los  otros  dós  y  menor  que  su  suma. 

Si:  c  >  b  >  a,  entonces:  c-a<b<c  +  a 
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<4  LÍNEAS  NOTABLES  DEL  TRIÁNGULO 
Mediana 

Segmento  que  une  un  vértice  con  el  punto  medio  dél 
lado  opuesto,  por  ejemplo:  mediana  BM 


A 


Mediatriz 

Recta  perpendicular  a  un  lado,  levantada  desde  su  pun¬ 
to  medio,  ejemplo:  mediatriz  de  AC 


Bisectriz  interior 

Segmento  que  biseca  un  ángulo  interior,  ejemplo:  BD 


Bisectriz  exteriőr 

Segmento  que  biseca  un  ángulo  exteriőr,  por  ejemplo: 
BE 

(AB  >  BC) 


Altura 


Segmento  perpendicular  a  un  lado,  trazado  desde  el 
vértice  opuesto,  por  ejemplo:  BH 


Ceviana 

Se  llama  ceviana  de  un  triángulo,  al  segmento  que  une 
un  vértice  con  un  punto  cualquiera  dél  lado  opuesto  o 
de  su  prolongación. 


B 


AABC: 

•  BQ:  ceviana  interior 

•  BR:  ceviana  exteriőr 

<4  EN  EL  TRIÁNGULO  RECTÁNGULO 

1 .  Los  ángulos  agudos  són  complementarios. 

B 

mZA  +  mZC  =  90° 

A 

2.  La  altura  relativa  a  la  hipotenusa,  divide  al  ángulo 
recto  en  dós  ángulos  congruentes  a  los  ángulos 
agudos  dél  triángulo. 

AABC:  BH  es  altura  relativa  a  la  hipotenusa. 


Ejemplos: 

1 .  En  un  triángulo  ABC,  BE  es  bisectriz  interior.  Hallar 
la  medida  de  ZC,  si:  AB  =  BE  =  EC 

Resolución: 


B 


Incógnita:  mZC  =  x 

ABEC,  isósceles.  mZEBC  =  mZC  =  x 

Luego:  mZAEB  =  mZC  +  mZEBC  (Z  exteriőr) 

=*  mZAEB  =  2x 

Además:  mZABE  =  mZEBC  =  x  (BE  es  bisectriz) 

AABE,  isósceles:  mZA  =  mZAEB  =  2x 
mZA  +  mZABE  +  mZAEB  =  180° 

2x  +  x  +  2x  =  180°  =*  x  +  36° 

/.  mZC  =  36° 
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2.  En  la  figura  mostrada,  AB  =  BC  y  el  triángulo  QSC 
es  equilátero.  Demostrar  que  a  =  2b. 


B 


3.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  12  y  BC  =  1 8.  Por  B,  se 
traza  una  recta  paralela  a  AC,  cortando  a  las  bisec- 
trices  de  los  ángulos  externos  A  y  C,  en  los  puntos 
P  y  Q,  respectivamente.  Hallar  PQ. 

Resolución: 


Incógnita:  mZP  =  x 

En  el  cuadrilátero  no  convexo  sombreado: 
x  +  45°  4-  22°  =  90°  /.  x  =  23° 

5.  Del  gráfico,  hallar  x. 


Resolución: 


Prolongamos  EA  y  FC  hasta  P. 
Por  propiedad: 

AABC  =>  mZP  =  90°  - 

mZP  =  90°  -  ^41 

=>  mZP  =  58°  «  x  =  90°  + 

Del  AEPF:  x  =  90°  +  ^ 
x=  119° 


Incógnita:  PQ 

Sea  el  gráfico  adjunto:  mZP  =  mZEAP  =  a 
mZQ  =  mZFCQ  =  p  (ángulos  alternos  internos) 

Luego:  AAPB,  isósceles  =>  PB  =  AB  =>  PB  =  12 
ACBQ,  isósceles  =>  BQ  =  BC=>  BQ  =  18 

Entonces,  PQ  =  PB  +  BQ  =  12  +  18. 

.-.  PQ  =  30 

4.  En  un  triángulo  ABC,  mZB  =  90°,  mZC  =  22°,  ha¬ 
llar  la  medida  dél  ángulo  llamado  por  la  bisectriz 
dél  ZB  y  la  mediatriz  de  AC. 

Resolución: 


6.  En  la  figura:  BC  =  CE  =  CD,  hallar  el  valor  de  a. 


Resolución: 

Como  CE  =  CB  =  CD,  entonces,  por  la  propiedad 
demostrada: 


2a  +  x  =  90° 

En  el  AABD:  2a  +  |  =  90°  =>  a  =  36° 


Sea  P,  el  punto  de  corte  de  las  líneas  indicadas. 
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7.  El  perímetro  de  un  triángulo  rectángulo  es  18.  Cal- 
cular  el  mínimo  valor  entero  para  la  longitud  de  la 
hipotenusa. 

Resolución: 

Sea  el  triángulo  rectángulo,  con  los  lados  mostrados. 


a 


Dato:  a  +  b  +  c  =  18  =>  a  +  b  =  18  -  c  ...(1) 
Se  debe  cumplir:  c  >  a  a  c  >  b  ...(2) 

Sumando  miembro  a  miembro  las  expresiones  en  (2): 
2c  >  a  +  b 

Con  lo  obtenido  en  (1): 

2c  >  1 8  -  c  =»  3c>18=»c>6 
Luego,  el  mínimo  valor  entero  de  c  =  7 

8.  Se  tiene  el  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC).  Se 
tornán  los  puntos  G,  M  y  F  en  AB,  BC  y  AC,  respec- 
tivamente,  tál  que  el  triángulo  FMG  es  equilátero. 
Si:  mZGFA  =  a,  mZBGM  =  p  y  mZFMC  =  <(>, 

Demostrar  que:  a  =  ^  ^  . 

Resolución: 


AABC:  AB  =  BC  mZA  =  mZC 
Con  el  teorema  dél  ángulo  externo: 

AFAG  =*  mZA  +  a  =  p  +  60°  ...(1) 

AFMC  =>  mZC  +  <|>  =  a  4-  60°  ...(2) 

Efectuando  (1)  -  (2): 

(mZA  +  a)  -  (mZC  +  <|>)  =  (p  +  60°)  -  (a  +  60°) 
Siendo:  mZA  =  mZC  =*a-<|>  =  p-a. 

De  donde:  a  =  P  ^ 

9.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  BC,  CR  es  una  ceviana 
interior,  tál  que  mZRCB  =  24°.  La  bisectriz  dél  án¬ 
gulo  ARC  corta  a  AC  en  el  punto  Q.  Hallar  la  medi- 
da  dél  ángulo  AQR. 


Resolución: 


Incógnita:  mZAQR  =  x 

Sean:  mZQRC  =  mZARQ  =  P  y  mZQCR  =  <J> 
AABC,  isósceles:  mZA  =  mZACB  =  24°  +  <j> 

En  el  AQRC,  por  el  teorema  dél  ángulo  externo: 

p  +  <|>  =  X  ...(1) 

Suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  dél  AARQ: 

P  +  (24°  +  <|>)  +  x  =  180° 
p+<j)  +  x  =  156°  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1):  x  +  x  =  156° 
x  =  78° 


10.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  AC  =  22;  sobre 
AC  se  forma  el  punto  F  y  en  la  prolongación  de 
CB,  el  punto  Q,  FQ  corta  a  AB  en  R.  Hallar  RF,  si 
mZQRB  =  mZA  y  QR  =  6. 


Resolución: 


Incógnita:  RF  =  x 

Del  dato:  mZQRB  =  mZA  =  a  =*  ZARF  =  ZQRB  =  a 
El  AARF  es  isósceles. 

Entonces:  AF  =  RF  =*  AF  =  x 

En  el  AQBR:  mZQ  =  90°  -  a  =*  mZQ  =  mZC 
y  en  AABC:  mZC  =  90°  -  a  AQFC  isósceles 

Luego,  FC  =  FQ  =*  FC  =  x  +  6 

Finalmente,  como:  AF  +  FC  =  AC 
=>  x  +  (x  +  6)  =  22 
De  donde:  x  =  8  RF  =  8 
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PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


1.  ^Cuántos  triángulos  isósceles  existen  de  períme- 
tro  1 8  y  lados  enteros? 


Resolución: 


Por  dato:  2a  +  b  =  18  =>  2a  =  18  -  b  ...(1) 
Porteorema:  b  <  2a  ...(2) 


Resolución: 


(1)  en  (2):  b<18-b^b<9 

Para:b  =  8  =>  a  =  5 
b  =  4  =>  a  =  7 
b  =  2  =>  a  =  8 

Existen  3  triángulos  isósceles. 

2.  En  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  s  BC)  se  traza 
la  bisectriz  interior  AD  (D  e  BC).  Si  CD  =  8,  hallar 
la  mayor  longitud  entera  de  AD: 

Resolución: 


B 


AEDC  es  isósceles:  DE  =  DC  =  8 
AAED  es  isósceles:  AE  =  ED  =  8 
Porteorema:  x  <  16  =>  x^  =  15 

3.  En  la  figura  mostrada,  se  cumple  que: 
mzACE  +  mzBFD  =  w,  hadar  la  mzBPD: 


Por  dato:  a  +  b  =  w 
Por  propiedad: 

a  +  b  =  a  +  <|>  +  m  +  n  ...(1) 

Por  otro  lado:  x  =  3(a  +  <{>)  A  x  =  3(m  +  n) 
Sumando: 

2x  =  3(a  +  <{>  +  m  +  n)  •■•(2) 

De  (1)  en  (2): 

2x  =  3w  =»  x  =  ^ 

4.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  mediana  BM.  Si 
AC  <  2BM  y  la  medida  dél  ángulo  ABC  es  el  mayor 
valor  entero  posible,  calcular  dicha  medida. 

Resolución: 


Si:  b  <  2m  =>  ^<m=>0<w 

El  cuadrilátero  ABCD  es  un  romboidé,  donde  los 
ángulos  A  y  C  són  obtusos.  Ahora,  si  0  torna  el 
máximo  valor  posible,  entonces  w  torna  el  mínimo 
valor  entero  posible,  es  decir,  w  =  91°. 

Luego:  0  +  91°  =  180°  =*0  =  89° 
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5.  En  un  triángulo  ABC  se  cumple: 

mzABC  +  mzACB  =  100°.  Calcular  la  medida  dél 
ángulo  agudo  que  determinan  la  altura  y  la  bisec- 
triz  exteriőr  trazadas  desde  el  vértice  A. 

Resolución: 

B 


Dato.p  +6  =  100°  ...(1) 

AABC:  2m  =  p  +  0  ...(2) 

(1)  en  (2):  2m  =  100°  =*  m  =  50°  =*  x  =  40° 

6.  En  el  lado  BC  de  un  triángulo  ABC  se  tiene  el  punto 
D,  tál  que  se  verifica: 

mzCDA  =  Hl.fr  ?AC  ±  mZABC  y  cd  =  L.  Calcular 
la  longitud  dél  lado  AC. 


Resolución: 


AADC  es  isósceles:  AC  =  DC 
x  =  L 


7.  En  un  triángulo  ABC  (recto  en  B)  se  traza  la  altura 
BH.  Las  bisectrices  de  los  ángulos  ABH  y  HBC  in- 
tersecan  a  la  hipotenusa  en  los  puntos  M  y  N. 

Si  AB  +  BC  -  AC  =  k;  calcular  MN. 

Resolución: 


B 


Dato:  c  +  a  -  b  =  x  ...(1) 

De  la  figura: 

b  -  a  +  x  =  c  =*x  =  c  +  a-  b  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  x  =  k 

8.  En  un  cuadrado  ABCD,  en  los  lados  AB;  BC  y  CD 
se  ubican  los  puntos  P,  Q  y  R  de  modo  que  APQR 
es  un  trapecio  isósceles.  Si  AQ  =  AR,  calcular 
PB  +  BQ 
QC 

Resolución: 


Piden:  ^±1 
c 

k  ABD  ^  k  ADR  =>  BQ  =  RD  =  b 

BQ  =  QL  =  b,  LR  =  RD  =  b  (T.  de  la  bisectriz) 

□  APQR:  trapecio  isósceles 

=*  AP  =  QR  =  2b 

AB  =  BC  =>  2b  +  a  =  b  +  c 

=>  b  +  a  =  c 
•  a  +  b  = 

c 

9.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  cevianas  AM  y  BN, 
tál  que:  mzMAC  =  30°;  mzACB  =  24°;  mzMAB  =  54° 
y  mzMBN  =  18°.  Hallar  la  mzMNB. 

Resolución: 


AABQ  isósceles:  AB  =  BQ  =  a 
AQBM  equilátero:  QB  =  BM  =  QM  =  a 
AQMN  isósceles:  QM  =  QN  =  a 
=>  x  +  42°  =  72°  =>  x  =  30° 

10.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  mediana  BM.  Si 
AB  =  8  y  BC  =  13,  hallar  la  mayor  longitud  entera 
de  la  mediana  BM. 


17 
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Resolución: 


Si  BM  =  ME  =  x  =>  EC  =  AB  =  8 

ABCE;  por  teorema  de  la  desigualdad  triangular: 

13-8<2x<13  +  8=*5<2x<21 

2,5  <  x  <  10,5  =>  xmáx  entero  =  10 

11.  En  un  triángulo  escaleno  sus  lados  miden  4;  3  y 
Vx2  -  2.  ^Cuántos  valores  enteros  tiene  x? 

Resolución: 


Por  teorema:  1  <  Vx2-  2  <  7 
1  <  x2  -  2  A  x2  -  2  <  49 
=>  3  <  x2  A  x2  <  51 
=*/3<x  A  x<  Í5i 
=*  1,73  <  x  A  x  <  7,14 
=>  1,73  <x  <7,14 

Valores  enteros  de  x  =  {2;  3;  4;  5;  6;  7} 

Por  lo  tanto,  x  tiene  6  valores  enteros. 

12.  ^Cuál  es  el  número  de  triángulos  escalenos,  tál 
que  las  longitudes  de  sus  lados  són  números  ente¬ 
ros  y  su  perímetro  es  menor  que  13? 

Resolución: 


B 


Por  condición:  a,  b  y  c  són  números  enteros.  Ade- 
más,  a  +  b  +  c<13.  Se  pide  el  número  de  triángu¬ 
los  escalenos.  Los  triángulos  escalenos  de  períme¬ 
tro  menor  que  13  són: 


5  5  4 


13.  Hallar  el  número  de  rectas  distintas  que  contienen 
a  las  alturas,  medianas  y  bisectrices  de  los  ángulos 
interiores  de  un  triángulo  isósceles  no  equilátero. 

Resolución: 


Por  el  vértice  A  y  C  pasan  6  líneas  notables. 

Por  el  vértice  B  pasan  3  líneas  notables. 

Luego,  el  número  de  líneas  distintas  són  6  +  3  =  9. 

14.  En  un  triángulo  PQR,  se  traza  la  bisectriz  interior 
RT,  se  ubica  el  punto  M  en  QR  y  por  dicho  pun- 
to  se  traza  una  recta  perpendicular  a  la  bisectriz. 
La  recta  interseca  al  lado  RP  en  el  punto  F.  Si 
mzRPQ  +  mzRQP  =  0;  calcule  la  mzRMF. 

Resolución: 


Por  dato:  m  +  n  =  0 

Del  AFMR:  2x  +  2k  =  180°  ...(1) 

Del  APQR:  m  +  n  +  2k  =  180°  ...(2) 

(1)  =  (2):  2x  +  2k  =  m  +  n  +  2k 

.-.  2x  =  0  =*  x  =  £ 

2 

15.  Hallar  el  valor  de  x,  si  AM  =  BM  =  MC  =  CQ  y 
BE  =  EM 


Cumplen  con  la  condición  solo  3  triángulos. 


Q 


Resolución: 
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Haciendo  uso  de  los  triángulos  isósceles  y  el  teore- 
ma  dél  ángulo  externo: 

AMCQ  =*  mzCMQ  =  mZQ  =  x 
y  mZMCB  =*  x  +  x  =  2x  (z  externo) 

Además:  mzAME  =  mZCMQ  =  x  (opuestos  poréi  vértice) 
AMBC  =>  mZMBC  =  mZMCB  =  2x  (A  isósceles) 
AMBQ  =>  mZEMB  =  mZMBQ  +  mZQ,  (z  externo) 
mZEMB  =  2x  +  x  =>  mZEMB  =  3x 
ABEM,  isósceles:  mZEBM  =  mZEMB  =  3x 
Finalmente,  en  el  AAMB: 
isósceles:  mZA  =  mZABM  =  3x 
=*  mZA  +  mZABM  +  mZAMB  =  180° 

3x  +  3x  +  4x  =  180° 

.-.  x  =  18° 


16.  En  untriánguIoABC,  mZB  =  36°ymZC  =  84°.AEy 
CR  són  cevianas  internas,  AR  =  AC  y  mZBAE  =12°. 
Cuánto  midé  el  ángulo  AER. 

Resolución: 


B 


Incógnita:  mZAER  =  x 

Del  AABC:  mZA  =  180°  -  (36°  +  84°) 

=*  mZA  =  60° 

Como  AR  =  AC,  el  AARC  es  equilátero 

=>  RC  =  AR  =  AC  y  mZACR  =  60°  =*  mZRCE  =  24° 

Entonces: 

En  el  AAEC,  mZCAE  =  48°  y  mZACE  =  84° 
Luego:  mzAEC  =  180°  -  (48°  +  84°)  =  48° 
Resulta:  mZEAC  =  mZAEC  =*  AACE,  isósceles: 
EC  =  AC. 

Finalmente,  ARCÉ,  isósceles: 

=>  mZERC  =  mZREC  =  x  +  48° 

mZERC  +  mZREC  +  mZRCE  =  180° 

(x  +  48°)  +  (x  +  48°)  +  24°  =  180° 

.*.  x  =  30° 


17.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza  la  altura 
BH,  la  cual  es  cortada  en  los  puntos  Q  y  M  por  las 
bisectrices  interiores  AD  y  CE,  respectivamente. 
Hallar  MQ,  si  BE  =  7yBD  =  10. 


Resolución: 


Incógnita:  MQ 

Sabemos,  por  el  probléma  n.°  7,  que  el  AQBD  es 
isósceles,  entonces:  BQ  =  10. 

Análogamente,  el  AEBM  también  es  isósceles 
=>  BM  =  7 

Entonces:  MQ  =  BQ  -  BM 
MQ  =  10-7  .*.  MQ  =  3 


18.  Hallar  “a”,  si:  AB  =  BE  =  BD  =  CD 


Resolución: 


E 


AABD,  isósceles:  mZADB  =  30°  y  mZDBE  =  60° 
Trazamos  ED.  Luego  el  AEBD  es  equilátero. 

=>  ED  =  BE  =  BD  y  mZBDE  =  60° 

ACDE,  resulta  isósceles  y  recto  en  D:  n  =  45° 
Finalmente  en  E:  a  +  n  =  60° 

=>  a +  45°  =  60°  .-.  a  =  15° 


19.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =_4  y  mZA  =  2(mZC),  se 
traza  la  bisectriz  interior  BD.  Hallar  AD,  sabiendo 
que  BC  torna  su  máximo  valor  entero. 
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Resolución: 


Si  mZC  =  a  =>  mZA  =  2a 
Sean  las  longitudes:  BC  =  a  y  AD  =  x 
Prolongamos  CA  hasta  F,  de  modo  que  mZF  =  mZC 
=>  AFAB  es  isósceles:  FA  =  AB  =  4 
AFBC  es  isósceles:  FB  =  BC  =  a 
En  el  AFAB  =*  FB  <  AF  +  AB  =>  a  <  4  +  4 
=*  a  <  8 

El  máximo  valor  entero  de  “a"  es  7. 

Por  ser  ángulo  externo  dél  ABDC:  mZADB  =  a  +  (J> 
Finalmente,  en  el  AFBD,  isósceles,  FD  =  FB 
x  +  4  =  a=>x  +  4  =  7  .*.  x  =  3 

20.  En  la  figura,  AB  =  AD  =  DC,  calcular  el  valor  de  x. 


Como  AB  =  AD  y  mZA  =  60°,  se  concluye  que  el 
AABD  es  equilátero. 

Luego:  BD  =  AB  =  AD  =>  BD  =  DC  y  a  =  60° 

En  D:a  +  0  +  170°  =  360° 

60°  +  0  +  170°  =  360°  =>  0  =  130° 
Finalmente,  en  el  ABDC  isósceles: 

2x  +  0  =  180°  =>  2x  +  130°  =  180° 

.*.  x  =  25° 


21.  En  un  AABC,  recto  en  B,  se  traza  la  altura  BH. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  determinado  por  las 
bisectrices  de  los  ángulos  ABH  y  C. 

Resolución: 


B 


Debemos  calcular  la  medida  dél  ángulo  BFC. 
Sabemos,  por  teorema  para  los  triángulos  rectán- 
gulos,  que  mzABH  =  mzACB 
En  Aj.  mzBFC  =  0  +  mzA  +  0 
=>  mzBFC  =  mzA  +  20.  ...(1) 

Pero,  en  el  AABC:  mzA  +  mzACB  =  90° 

=>  mzA  +  20  =  90°  ...(2) 

Sustituyendo  (2)  en  (1):  mzBFC  =  90° 

22.  En  un  AABC,  recto  en  B,  se  traza  la  altura  BH  y 
luego  las  bisectrices  de  los  ángulos  ABH  y  HBC 
que  intersecan  en  los  puntos  E  y  F  a  AH  y  HC,  res- 
pectivamente.  Calcular  EF,  si  AB  =  8;  BC  =  15  y 
AC  =  17. 

Resolución: 


Incógnita:  EF  =  x 

Por  el  probléma  anterior:  AABF  es  isósceles. 
Luego,  AF  =  AB  =  8. 

En  forma  análoga,  se  demuestra  que  el  AEBC  es 

isósceles,  entonces  EC  =  BC  =  15 

Como:  AC  =  AE  +  EC 

Tendremos:  17  =  (8 -x) +  15  =*  x  =  6 

.*.  EF  =  6 


23.  En  la  figura:  AB  =  AE  =  EC.  Determinar  el  valor  de  x. 


B 
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Resolución: 


Llamemos  0  a  la  medida  dél  zEBC 

Como  los  triángulos  EAB  y  AEC  són  isósceles, 


obtenemos: 


mzABE  =  12x  -  0  =  mzAEB  y 
mzACE  =  mzEAC  =  3x 


En  el  A  ACBE:  12x  -  6  =  3x  +  5x  +  0 


=>  0  =  2x 

El  hecho  de  que:  0  =  2x,  implica  que  el  ACEB  sea 
isósceles. 

EB  =  EC  =*  EB  =  AB  =  AE 

Entonces,  el  AAEB  es  equilátero 

=>  12x  -  0  =  60°  =*  lOx  =  60°  .*.  x  =  6° 


24.  En  la  figura,  AB  =  AD  =  BC,  calcular  el  valor  de  x. 


Incógnita:  x 
Trazando  AC: 

AABC,  equilátero  =>  AC  =  AB  =  BC 
y  mzBAC  =  mzBCA  =  60° 

De  lo  anterior:  AC  =  AD 
mzCAD  =  x  -  60°  y  mzACD  =  2x  -  60° 
ACAD  =>  isósceles:  mzADC  =  mzACD 
=>  mzADC  =  2x  -  60° 

Luego: 

(x  -  60°)  +  (2x  -  60°)  +  (2x  -  60°)  =  180° 
.*.  x  =  72° 


se  traza  una  paralela  a  AC  intersecando  a  BC  en 
Q,  a  AB  en  R  y  a  la  bisectriz  dél  ángulo  ACB  en  el 
punto  S.  Calcular  AR,  si  SR  =  4  y  RQ  =6. 

Resolución: 


Incógnita:  AR 

Del  gráfico,  por  ser  ángulos  alternos  internos  entre 
paralelas: 

zS  =  zACS;  zQPC  s  zPCD  y  zQPA  s  zPAC 

ASAC  es  isósceles:  CQ  =  SQ  =  10 

ACQP  es  isósceles:  QP  =  CQ  =  10  ...(1) 

Entonces,  AARP  es  isósceles  =>  AR  =  RP 

Es  decir:  AR  =  RQ  +  QP 

Del  dato  y  de  (1):  AR  =  6  +  10  =>  AR  =  16 

26.  En  la  figura,  a  y  0  són  ángulos  obtusos,  calcular  la 
suma  de  valores  enteros  que  puede  tomar  x. 


Resolución: 

En  todo  triángulo  no  equilátero,  a  mayor  ángulo  se 
opone  mayor  lado  y  como  un  triángulo  no  puede 
tener  más  de  un  ángulo  obtuso: 

AABC:  BC  >  AB  =>2x  —  7>5=>x>6 
ABCD:  BD  >  BC  =>  13  >  2x  -  7  =>  10  >  x 
Es  decir,  x  debe  ser  mayor  que  6  pero  menor  que  10. 
Entonces,  x  e  {7;  8;  9}  són  los  valores  enteros. 

Por  lo  tanto,  la  suma:  7  +  8  +  9  =  24 

27.  En  la  figura  AB  <  BE  y  EF  =  ED,  determinar  los  va¬ 
lores  enteros  mínimo  y  máximo  que  puede  tomar 
x.  Dar  como  respuesta  la  suma  de  dichos  valores. 


C 


25.  En  un  AABC,  las  bisectrices  dél  ángulo  interior  A  y 
exteriőr  C  se  intersecan  en  el  punto  P,  por  el  cual 


D 


•E 
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Resolución: 


Del  gráfico:  AACD,  teorema  dél  ángulo  externo: 
mzCDE  =  x  +  12° 

AFED,  isósceles:  mzDFE  =  mzFDE  =  x  +  12° 
Además,  a  +  2(x  +  12°)  =  180°  =>  a  =  156°  -  2x  ...(I) 
Por  dato:  AB  <  BE.  Luego,  en  el  AABE:  a  menor 
lado  se  opone  menor  ángulo. 

Entonces,  con  lo  de  (I) 
a  <  x 

156°  -  2x  <  x  =*  156°  <  3x  =>  52°  <  x  ...(II) 

De  otro  lado,  como  el  AFED  es  isósceles,  cada 
unó  de  sus  ángulos  congruentes  debe  medir  me- 
nos  que  90°.  Es  decir,  x  +  12°  <  90°,  de  donde 
x  <  78°  ...(III) 

De  (II)  y  (III),  los  valores  enteros,  mínimo  y  máxi- 
mo,  són:  xmlmmo  =  53°  y  xmáximo  =  77° 

Se  pide  la  suma  53°  +  77°  =  130° 


29.  En  la  figura:  AD  =  CD  =  DE  A  BC  =  BD 
Calcular  el  valor  de  x,  si  mzADB  =  24°. 


Resolución: 

C 


Tenemos:  ACDE,  isósceles  =>  mzDCE  =  mzE  =  x 

Además,  por  ser  ángulo  externo: 

mzBDC  =  x  +  x  =  2x 

Por  otro  lado,  ACBD  es  isósceles 

=*  mzBCD  =  mZBDC  =  2x 

El  AADC,  también  isósceles;  mzA  =  mzACD  =  2x 

Finalmente,  sumando  las  medidas  de  ángulos  inte- 

riores  dél  AACD: 

2x  +  2x  +  (2x  +  24°)  =  180°  .\  x  =  26° 


28.  Las  longitudes  de  los  lados  de  un  triángulo  se  ex-  I 
presan,  en  cm,  por:  (2k  —  1);  (3k  —  1 )  y  (6  —  k),  j 
donde  k  es  un  número  entero.  Calcular  el  períme-  i 
tro  de  dicho  triángulo. 

Resolución: 


B 


Consideremos  el  AABC.  El  perímetro  P: 

P  =  AB  +  BC  +  AC  =*  P  =  (2k  -  1 )  +  (3k  -  1 )  +  (6  -  k)  ! 
De  donde:  P  =  4k  +  4  ...(1) 

Determinemos  el  valor  de  k  que  según  el  dato,  i 
debe  ser  entero. 

Por  el  teorema  de  desigualdad  entre  los  lados: 

BC  -  AB  <  AC  <  BC  +  AB  ...(*) 

Es  decir,  por  una  parte: 

BC  -  AB  <  AC  =>  (6  -  k)  -  (2k  -  1)  <  (3k  —  1) 

=>  7  -  3k  <  3k  -  1 

esto  es:  8  <  6k  => -|  <  k  ...(2) 

También  de  (*):  AC  <  BC  +  AB 
=>  (3k  —  1 )  <  (6  —  k)  -f-  (2k  —  1 ) 

Luego:  2k  <  6  =>  k  <  3  ...(3) 

Observando  (2)  y  (3),  como  4/3  =  1,3  aproximada-  j 
mente,  concluimos  que  el  único  valor  entero  de  k  es  2. 
Finalmente,  con  este  valor  en  (1):  P  =  4(2)  +  4 
.-.  P  =  12.  I 


30.  En  la  figura,  demostrar  para  el  cuadrilátero  no  convexo 
ABCD,  que  si  AB  =  BC  =  CD  y  mZC  =  2(mZA)  =  2a, 
entonces  x  =  120°  -  2a. 


A 

Resolución: 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

t 

i 

i 


Prolongamos  AD  y  trazamos  CE,  de  modo  que: 

CE  =  CD,  para  obtener  el  ADCE  es  isósceles. 

Por  propiedad  demostrada  en  el  probléma  anterior, 

como  CD  =  CB  =  CE,  entonces  0  =  =*  0  =  a. 

Entonces,  como  0  =  a,  el  AABE  es  isósceles:  BE  =  AB. 
Esto  último  indica  que  BE  =  BC  =  EC,  resultando 
equilátero  el  ABEC.  Luego,  p  =  60°. 

Finalmente,  en  el  AABE:  x  +  p+  a  +  0  =  18O° 

=>  x  +  60°  +  a  +  a  =  180°  .-.  x  =  120°  -  2a 
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31.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  ceviana  BF,  tál  que 
AB  =  4(mzA)  =  2(mzC);  mzFBC  =  3mzC.  Halle 
la  longitud  de  BF,  si  es  un  número  entero. 

Resolución: 

Piden:  xentero: 


B 


AABi:  isósceles  =>  AB  =  BE  =  4 

ABFE:  isósceles  =>  FE  =  x 

ABFi:  (existencia) 4  <  x  +  x  =*  2<x  ...(1 ) 

AABF:  (correspondencia)  x  <  4  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  2<x<4  .*.  xentero  =  3 


32.  Indique  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I .  En  un  AABC  se  cumple  que  AB  >  AC,  las  bisec- 
trices  interiores  de  los  ángulos  B  y  C,  se  inter- 
sectan  en  el  punto  I.  Entonces  IB  >  IC. 

II.  M  es  un  punto  cualquiera  dél  BC  de  un  triángulo 
ABC,  entonces  AM  <  p;  siendo  p  el  semiperí- 
metro  dél  triángulo. 

III.  La  suma  de  las  longitudes  de  las  trés  medianas 
de  un  triángulo  está  comprendida  entre  el  perí- 
metro  y  el  semiperímetro  dél  triángulo. 

Resolución: 

I)  Como:  c  >  a 
=*  2p  >  2a 
Como:  p  >  a 
=>  IB  >  IC 

Verdadero 


II) 


AABM: 

x<c  +  n  ...(1) 
AAMC: 

x  <  b  +  t  ...(2) 
(1)  +  (2):  2x  <  2p 
=>  x<p 

Verdadero 


Hl) 


mb  <  a  +  b/2 
mb  <  c  +  b/2 
mb  <  P 

ma  +  mb  +  mc  <  3p 

Falso 


33.  En  un  triángulo  ABC,  en  la  prolongación  de  AC  se 
ubica  un  punto  Q  a  partir  dél  cual  se  traza  el  rayo 
secante  que  interseca  a  BC  en  E  y  AB  en  D.  Halle 
la  mzABC,  siendo  entero  y  mzBCQ  =  134°. 

Dato:  AQ  =  AB  =  QD. 

Resolución: 


B 


34.  Los  ángulos  de  un  triángulo  ABC  miden: 
mzA  =  x  +  y;  mzB  =  x  -  y;  mzC  =  2y  -  x. 
^Cuál  es  el  mínimo  valor  de  y? 


B 


Resolución: 

Piden:  ymlnent 

x  +  y  +  x  -  y  +  2y  -  x  =  1 80° 
x  +  2y  =  180°  ...(1) 

2y-x>0  =*  2y>x  ...(2) 

(2)  en  (1):  2y  >  180°  -  2y 
4y  >  180°  =>  y  >45° 

Ymlnent.  =  *6° 


35.  En  un  triángulo  escaleno  sus  lados  miden  4;  3  y 
Vx2  —  2  ^cuántos  valores  enteros  tiene  x. 


Resolución: 

Por  existencia:  4  -  3  <  i/x*  -  2  <3  +  4 

1  /x2-  2  <  7 
1  <  x2  -  2  <  49 
3  <  x2  <  51  =>  V3  <  x  <  V5Í 
-»  1,73  <x<  7,14 
=»  x  =  2;  3;  4;  5;  6  y  7 

Por  lo  tanto,  x  puede  tomar  6  valores  enteros. 


.-.  WF 


b 

2 
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36.  En  la  figura:  BD  =  AC.  Calcular:  0 


B 


Resolución: 


a  1 

1  >  a 


Trazamos  la  ceviana  exteriőr  BE  (E  en  la  prolonga- 

ción  de  AC)  con  la  condición: 

mzCBE  =  0  =>  mzCEB  =  30 

En  el  triángulo  isósceles  ABE:  AB  =  BE 

En  el  triángulo  isósceles  BDE:  BD  =  DE  =  a 

ABAC  ABED  (LAL) 

=>  mzBDE  =  mzBCA  =  40 

En  el  ADBE:  40  +  30  +  30  =  180° 

.*.  0  =  18° 

37.  En  un  triángulo _ABD,  se  ubica  un  punto  exteriőr  Q 
relativo  al  lado  BD,  tál  que:  AD  =  DQ; 
mzBAQ  =  30°;  mzABD  =  18°  y  mzBDQ  =  42°. 
Hallar  mzDBQ. 

Resolución: 

Piden:  x 


AADT:  isósceles  =*  AD  =  DT 
ABTD:  isósceles  =>  TB  =  TD 
ADTQ:  equilátero  =>  DT  -  TQ  =  DQ 
AQTB:  isósceles  =>  18°  +  x  =  48° 

.*.  x  =  30° 

38.  Calcular  0,  si  BA  =  BD. 


Resolución: 


Trazamos  DE  perpendicular  en  H  a  AC 

(E  en  la  prolongación  de  CD),  luego  el  triángulo 

ECD  es  isósceles,  donde: 

mzCED  =  mzEDC  =  90°  -  0 

Además:  mzEBD  =  20  y  EH  =  HB 

En  el  AEBD:  mzDEB  =  mzEDB  =  90°  -  0 

=>  EB  =  BD  =  2a  A  BH  =  HE  =  a 

En  el  kAHB: 


39.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC  (mzB  =  90°)  se 
trazan  las  cevianas  CP  y  PQ  (Q  e  BC). 

Si  AP  =  PQ;  mzA  =  40°;  mzPQB  =  70° 

Hallar:  mzPCB 

Resolución: 


B 


AAPT:  isósceles  =>  AP  =  PT  A  mzAPT  =  60° 
APTQ:  equilátero  =*  PT  =  PQ  =  TQ 
=*  mzQTC  =  80° 

AQTC:  isósceles  =>  QT  =  TC 
APTC:  isósceles  =>  mzTPC  =  mzPCT  =  20° 
mzPCB  =  x  =  30° 

40.  En  la  figura:  AB  =  BC 

AC  =  AD  y  PD  =  CD.  Calcular:  x 
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B 


En  el  triángulo  isósceles  CAD:  mzC  =  mzD  =  75° 
En  el  triángulo  isósceles  PDC: 
mzCPD  =  mzPCD  =  75°  y  mzPDC  =  30°,  ade- 
más:  mzADP  =  45° 

Construimos  el  triángulo  equilátero  ALC,  luego: 
AC=AL=CL;mzDAL=30°;mzACL=mzALC=60°. 
Además,  el  triángulo  CDL  es  isósceles,  donde: 
mzLCD  =  mzDLC  =  15° 

En  el  triángulo  isósceles  PDL: 
mzLPD  =  mzPLD  =  30°  y  mzPLC  =  15° 

BL  es  mediatriz  de  AC;  ya  que  B  y  L  equidistan  de 
A  y  C,  luego:  mzALB  =  30°  y  mzBLP  =  15° 

ABCP  =  ALPC  (LAL)  =>  BC  =  CL  y  en  consecuen- 
cia  AB  =  BC  =  AC,  esto  significa  que  el  triángulo 
ABC  es  equilátero,  donde: 
mzABL  =  mzLBC  =  30°  x  =  45° 

41.  En  un  triángulo  ABC,  el  punto  I  es  el  incentro,  el 
punto  D  es_el  punto  de  intersección  de  la  prolon- 
gación  de  Al  con  el  lado  BC,  IE  es  la  perpendicular 
trazada  dél  punto  I  al  lado  BC.  La  medida  dél  ángu- 
lo  BID  es  igual  a  la: 

Resolución: 


B 


prop.:  mzBIA  =  90°  +  —■  =  90°  +  a 
=>  x  =  90°  -  a,  x  =  mzEIC 

42.  Calcularx. 


Resolución: 

B 


En  el  AABC:  mzABD  =  45°;  trazamos  BT 
Perpendicular  a  AC  (T  en  la  prolongación  de  AD), 
luego:  mzATB  =  mzABT  =  75°  y  AC  es  mediatriz 
de  BT  de  lo  cual  resulta  que  el  ABCT  es  equilátero 
donde: 

BC  =  TC  =  BT  y  mzTBC  =  mzBTC  =  60° 

El  triángulo  DBT  es  isósceles  =>  DB  =  BT 

El  triángulo  DBC  es  isósceles 

=*  mzBCD  =  30°  +  x  =  45°  .-.  x  =  15° 

43.  En  un  triángulo  ABD  se  trazan  las  cevianas  AE  y  BC, 
tál  que  AB  =  BE  =  AC,  CE  =  ED  y  mzBAC  =  60°. 
Hallar  mzEAC. 

Resolución: 


B 


AABC:  Aequilátero  =*  AB  =  BC  =  AC 
Se  nóta:  60°  +  20  +  0  =  180°  =>  0  =  40° 

ACBE:  mzCBE  =  20° 

AABE:  isósceles: 

=*  mzBAE  =  mzBEA  =  50° 

.-.  x  =  10° 

44.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  mediana  BM.  Si 
AC  <  2BM  y  la  medida  dél  ángulo  ABC  es  el  mayor 
valor  entero  posible,  calcule  dicha  medida. 
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Resolución: 


AABM:  (correspondencia)  =>  0<a  ...(1) 

ABMC:  (correspondencia)  =>  y  <  p  ...(2) 

(1)  +  (2):  x  <  a  +  p  =*  x  <  180°  -  x 
=>  x  <  90  xmáxent  =  89 

45.  En  un  triángulo  ABC  isósceles,  la  mzABC  =  100°, 
se  traza  las  cevianas  BP  y  CQ  (P  e  AC  y  Q  e  AB) 
tál  que:  mzABP  =  mzBCQ  =  30°.  Calcule  la 
mzCQP 


ABPC(prop.:)  mzPTB  =  ^(mzPCB) 

=>  mzPCB  =  2b  1 

mzBPC  =  a  +  2b  =  100° 

AB  PC  (prop.):  x  =  90°  +  ^  x  =  140' 
47.  En  la  figura:  AD  =  2(DB).  Calcular  x 


Resolución: 

B 


CT  _L  PB  =>  BH  =  HP 
Q:  excentro  dél  APTC 

x  =  I(mzPTC)  x  =  30° 


46.  En  la  figura  se  cumple  a  +  2b  =  100°,  halle  el  valor 
de  x. 


A 


Resolución: 


Resolución: 

Se  trazan  DQ  ±  EF  a  DP  1ÁC 
Por  teorema  de  la  bisectriz 
de  un  ángulo:  DB  =  DQ  =  a 
DQ  =  DP  =  a 
Luego:  kDPA  es  notable  de 
30°  y  60° 

AEFC:  por  propiedad: 
x  =  90-f  =>  x  =  60° 


C 

48.  En  el  triángulo  ABC  isósceles  (AB  =  BC)  los  puntos 
R  y  M  pertenecen  a  AC,  tál  que  AR  =  RM  =  MC.  Si 
la  mzRBM  =  2(mzA).  Entonces  la  mzABC  es: 

Resolución: 


B 


LAHB-^BHR 


Ü=3i  »  h2  =  3a2  *  h  =  a/3 
a  h 


L.BHR  notable: 


B 


=>  0  =  30° 

Luego: 

ro:ABC  =  x  =  120° 
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49.  Er^un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza  la  altura 
BH.  Las  bisectrices  de  los  ángulos  ABH  y  HBC 
intersecan  a  la  hipotenusa  en  los  puntos  M  y  N. 

Si  AB  +  BC  -  AC  =  k;  calcule  MN. 

Resolución: 


Piden:  MN  =  x 

Dato:  a  +  c  -  b  =  k 

ABAN:  isósceles  =*  BA  =  AN  =  c 

ABCM:  isósceles  =>  BC  =  MC  =  a 

=*c-x  +  a  =  b=>x  =  a  +  c-  b  x  =  k 

50.  Dado  el  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  A; 
mzB  =  15°,  sobre  la  bisectriz  dél  ángulo  A  se 
ubica  el  punto  D,  exteriőr  al  triángulo,  de  modo  que 
mzBCD  =  30°.  Calcular  la  mzCBD. 

Resolución: 


kCAB:  mzACB  =  75°  A  AADC:  mzADC  =  30° 
Trazamos  CM  perpendicular  a  AD  (M  en  AB),  re- 
sultando_el  triángulo  rectángulo  isósceles  CAM 
donde:  AD  es  mediatriz  de  CM. 

Por  el  teorema  de  la  mediatriz: 

DC  =  DM  =>  mzMCD  =  60° 

AMCD  es  equilátero,  donde:  CM  =  CD  =  MD. 
ACMB  =  ACDB  (LAL)  .*.  x  =  15° 

51.  El  perímetro  de  un  triángulo  ABC  es  2p,  se  ubica 
un  punto  interior  P,  entre  que  valores  estará 
comprendido  S,  siendo  S  la  suma  de  las  distancias 
de  P  a  cada  vértice. 


Por  teorema:  x  +  y  <  a  +  b  ...(1) 

x  +  z  <  a  +  c  ...(2) 

y  +  z  <  b  +  c  ...(3) 

Sumando:  (1)  +  (2)  +  (3) 

2(x  +  y  +  z)  <  2(a  +  b  +  c) 

=>  x  +  y  +  z  <  2p  ...(a) 


Por  el  postulado  de  mínima  distancia: 
a  <  y  +  z 
b  <  x  +  z 
c  <  x  +  y 

Sumando:  a  +  b  +c  <  2(x  +  y  +  z) 

2p 

p<x  +  y  +  z  ...(0) 

De(a)y(0):  p  <  x  +  y  +  z  <  2p 

~~ s- 

.-.  p  <  S  <  2p 

52.  En  el  lado  BC  de  un  triángulo  ABC  se  ubica  el  pun¬ 
to  D,  tál  que  se  verifica: 

mzCDA  =  mZBAC  +  m^ABC  y  CD  =  L  Calcule 
la  longitud  dél  lado  AC. 

Resolución: 

B  Piden  AC  =  x 


Por  ángulo  externo:  mzDAC  =  — ^  ö 

=>  ADCA:  isósceles  .\  x  =  L 

53.  En  un  triángulo  ABC,  F  es  un  punto  exteriőr  relativo 
a  BC  ,  tál  que  AF  es  bisectriz,  mzBAC  =  16°; 
mzBFA  =  13°  y  mzAFC  =  69°.  HalleJ^medida  dél 
menor  ángulo  determinado  por  BC  y  AF. 

Resolución: 


B  F 


Como:  AF:  bisectriz  y  mzBFC  =  82°  =  90°  -  4^ 
=*  F:  es  el  excentro  dél  AABC 

=>  mzBFA  =  -ImzBCA 

=*  mzBCA  =  26°  .-.  x  =  26°  +  8°  =  34° 
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54.  Si  la  diferencia  de  las  medidas  de  dós  ángulos  ex- 
teriores  de  un  triángulo  es  igual  al  complemento  de 
la  medida  dél  ángulo  interior  ubicado  en  el  tercer 
vértice.  Calcular  la  medida  de  un  ángulo  interior  dél 
triángulo. 

Resolución: 


Dato:  a  -  p  =  90°  -  0  ...(1) 

Además:  a  +  p  +  180°  -  0  =  360° 

De  donde:  a  +  p  =  180°  +  0  ...(2) 

Sumando  las  expresiones  (1)  y  (2): 
a  —  p+a+p  =  270°  -0+0 
2a  =  270°  =>  a  =  135° 

Por  lo  tanto,  un  ángulo  interior  dél  triángulo  ABC 
medirá:  mzA  =  45° 

55.  En  un  triángulo  PAN,  E  es  excentro  relativo  a  AN, 
mzAEP  =  25°  y  mzPEN  =  40° 

Halle  la  medida  dél  ángulo  que  determina  AN  y  PE. 

Resolución: 


Prop.:  mzAEP  =  ■l(mzANP)  =*  mzANP  =  50° 

mzPEN  =  l(mzPAN)  =>  mzPAN  =  80° 

=>  mzAPE  =  mzNPE  =  25°  x  =  75° 

56.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  bisectrices  inte- 
riores  BD  y  CE,  luego  los  rayos  DP  y  EP,  tál  que: 
mzBEP  =  2(mzPEC);  mzCDP  =  2(mzPDB). 

Si  mzBAC  =  W°,  calcule  la  mzEPD. 

Resolución: 


n  ■  ,  .  0+b+P+a 

Propiedad:  x  = - ^ -  ...i 

AEBC:  30  +  2b  +  a  =  180°  1  (+) 

ADBC:  3p  +  b  +  2a  =  180°  ’ 

3(0  +  b  +  p  +  a)  =  360° 

=*  0  +  b  +  p+a  =  120° 

En  (1):  x  =  60° 

57.  Calcular  x,  si  AB  =  AD  =  DC. 

B 


Resolución: 


D 


En  el  triángulo  isósceles  ADC: 
mzCAD  =  mzACD  =  3x 
En  el  AABC:  mzBAC  =  180  -  11x 
En  el  triángulo  isósceles  BAD: 
mzABD  =  mzADB  =  4x  =>  mzDBC  =  5x 
En  el  triángulo  isósceles  BDC:  BD  =  DC 
El  triángulo  ABD  es  equilátero  entonces: 

.*.  4x  =  60°  =>  x  =  15° 

58.  Sobre  los  lados  AC  y  BC  de  un  triángulo  isósceles 
ABC  (AB  =  BC)  se  ubican  los  puntosjQ  y  P  res- 
pectivamente  y  en  el  exteriőr  relativo  a  AB  se  ubica 
el  punto  R,  tál  que  PQ  //  AB  y  el  triángulo  QPR  es 
equilátero. 

Calcular  la  mzBPR,  si  mzRQA  =  4(mzRPB) 

Resolución: 


B 
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En  el  triángulo  isósceles  ABC: 

mzA  =  mzC  =  a 

Si  mzRPB  =  x  =>  mzRQA  =  4x 

El  triángulo  PQR  es  equilátero,  entonces: 

mzPQR  =  mzRPQ  =  60 

Como  PQ  //  AB  =*  mzPQC  =  a 

En  el  triángulo  isósceles  QPC; 

el  ángulo  exteriőr  PCM  midé:  4x  +  60° 

Luego: 

(4x  +  60°)  +  (x  +  60°)  +  (4x  +  60°)  =  360° 
.-.  x  =  20° 

59.  En  la  figura:  AB  =  BC.  Calcular:  0 
B 


Resolución: 


Resolución: 

B 


x+a+b+0+p=  180° 

AANC:  3p  +  3a  +  0  +  b  =  180°  1 
AAMC:  30  +  p  +  3b  +  a  =  180°  j V  ; 

4(a  +  b  +  0  +  p)  =  360° 
a  +  b  +  0  +  p  =  90°  .*.  x  =  90° 

61 .  Se  tiene  el  triángulo  ABC,  sobre  AB  y  BC  se  ubican 
los  puntos  P  y  Q  respectivamente,  la  mzPCA  =  50°, 
la  mzBCP  =  30°,  la  mzBAQ  =  20°,  la  mzQAC  =  60°. 
Halle  la  mzPQA. 

Resolución: 


En  el  kABC:  mzA  =  mzC  =  45° 

De  donde: 

mzPAC  =  45°  -  20  y  mzPCB  =  45°  -  0 
Además:  mzABP  =  90°  -  30 
Prolongamos  AP  hasta  W  de  modo  que: 

mzAQB  =  20 
Como:  mzLPC  =  45°  -  0, 
entonces  el  triángulo  PLC  es  isósceles. 

Hacemos:  PL  =  LC  =  a  y  BL  =  b 
Entonces:  AB  =  BC  =  a  +  b 
En  el  triángulo  isósceles  ABW: 

AB  =  BW  =  a  +  b 

En  el  ABWP:  mzPBW  =  90°  -  0, 

Luego  este  es  isósceles  =*  BW  =  PW  =  a  +  b 
Por  lo  cual:  LW  =  b 

En  ABLW  es  isósceles  =»  mzLBW  =  20 
En  el  vértice  B:  30  +  20  =  90°  -  0  =>0  =  15° 

60.  En_un  triángulo  ABC,  se  trazan  las  cevianas  AM  y 
CN,  las  prolongaciones  de  las  cevianas  trazadas 
desde  M  y  N  en  los  triángulos  AMC  y  ANC  se  in* 
tersecan  en  Q,  tál  que  mzMCN  =  2(mzMAC), 
mzNAM  =  2(mzACN);  mzANQ  =  3(mzAMQ)  y 
mzQMC  =  3(mzQNC).  Calcule  la  mzMQN. 


Se  traza  AE  de  modo 
que  la  mzEAC  =  20° 

AAEC  isósceles  AE  =  AC 
Pero  como:  mzPAE  =  60° 
=*  AAPE  es  equilátero 
Finalmente  el  APQE 
es  isósceles. 

En  APQE:  x  +  40°  =  70° 
.*.  x  =  30° 


62.  En  un  triángulo  ABC,  la  mzABC  =  45°.  La  distancia 
dél  vértice  B  al  ortocentro  midé  “a”.  Halle  la  longi- 
tud  dél  lado  AC. 

Resolución: 

Se  cumple  la  siguiente 
propiedad: 

OM  =  ^  =>  OM  =  | 
También: 

mzAOC  =  2(mzB) 

Por  dato:  mzB  =  45° 

=*  mzAOC  =  90° 
kAOC  isósceles: 

OM  =  AM  =  MC  =  a/2 
A  a/2  M  a/2  C  ...  AC  =  a 

63.  Dado  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B;  se 
traza  la  altura  BH  relativa  a  la  hipotenusa;  sean  l1t 
l2,  los  incentros  de  los  kBHA  y  L.BHC;  BH  =  h.  Ha¬ 
lle  el  rádió  de  la  circunferencia  exinscrita  al  triángu¬ 
lo  \,H\2,  relativa  al  lado  \,\2. 
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Resolución: 


En  la  figura  se  cumple:  BT  =  BS  =  BQ  =  R 
=*  B  es  centro  de  la  circunferencia 


66.  En  la  figura:  AC  =  CB  A  MN  =  MT 
Calcular:  x 


Ahora  como  la  mzTHQ  =  90° 

=>  TBQH  es  un  cuadrado,  donde: 

h  =  RV2  =>  R=  ^ 


64.  Las  medidas  de  los  lados  de  un  triángulo  formán 
una  progresión  aritmética  de  razón  “r”  (r  e  7L+).  Cal¬ 
cular  el  mínimo  valor  entero  que  puede  asumir  el 
perímetro  dél  triángulo. 


Resolución: 


Sean  las  medidas  de  los  lados  dél  triángulo: 
a  -  r;  a;  a  +  r 

Luego,  su  perímetro  será:  2p  =  3a  ...(1) 
Empleando  el  teorema  de  desigualdad  triangular: 
(a  +  r)-(a-r)<a<a-r  +  a  +  r 
De  donde:  2r  <  a  =>  6r  <  3a  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  6r  <  2p 
2p(min)  =  6r  +  1 

65.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B  (AB  <  BC),  se  tra- 
za  la  altura  BH.  Los  puntos  ^  e  l2  són  los  incentros 
de  los  triángulos  ABH  y  HBC.  La  recta  que  pasa 
por  los  incentros  interseca  al  cateto  BC  en  el  punto 
D.  Si  mzBCA  =  a,  calcule  la  mzBDI 

Resolución: 


B 


Resolución: 


En  el  triángulo  isósceles  ABC: 

Sea:  mzCAB  =  mzCBA  =  a 
mzANM  =  0 

En  el  triángulo  isósceles  NMT: 

mzTNM  =  mzNTM  =  0  +  x 

En  el  ANTB:  x  +  0  +  x  +  6O°+a  =  180° 

=>  2x  +  a  +  0  =  12O°  ...(1) 

En  el  ANAM:  a  +  0  +  7x  =  180°  ...(2) 

Restando  las  expresiones  (2)  -  (1): 

5x  =  60°  .*.  x  =  12° 

67.  En  un  triángulo  ABC  las  medianas  AM  y  BN  miden 
18  y  21.  Calcule  el  mayor  perímetro  entero  dél 
triángulo  ABC. 

Resolución: 

B 


ABGM:  (exist.)  |-  <  20  =*  a  <  40 
AAGN  (exist.)  |  <  19  =>  b  <  38 


Como:  a  +  20  =  90°  =>  mzBMA  =  mzBMC  =  90‘ 
I:  incentro  dél  AABC  =>  mzIBC  =  45° 

I:  ortocentro  dél  A\,B\2  x  =  45° 


AAGB  (exist.)  =>  c  <  26 

=>  a  +  b  +  c  <  104  =>  2p  <  104  .*.  2pmáx  =  103 
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68.  En un triánguIoABC;  mzA= 2(mzC). SiAB  =  a (aeZ). 
Calcular  la  diferencia  entre  el  máximo  y  mínimo  va- 
lor  entero  de  BC. 


B 


Resolución: 

Hacemos:  mzC  =  a  =>  mzA  =  2a 

Luego,  en  el  AABC,  como 

mzC  <  mzA  =*  a  <  x  ...(1) 

Trazamos  la  ceviana  interior  BD  con  la  condición: 

mzDBC  =  a 

Luego:  AB  =  BD  =  DC  =  a 

En  el  ABDC:  x  <  2a  ...(2) 

De(1)y(2):  a  <  x  <  2a 

Como  ael=>  xml„  =  a  +  1  A  xmá,  =  2a  -  1 

•••  xm4x.  -  xml„  =  2a-1-a-1=a-2 

69.  En  la  figura,  si  MC  =  BC,  halle  x 


B 


Resolución: 

ABCM:  isósceles  =>  BQ  =  QM  =  n 
T.  bisectriz  R 


kMPB  (30°  y  60°)  =*  mzPBM  =  30° 
AABC:  6x  +  30°  +  90°  -  x  +  3x  =  180° 
8x  =  60°  x  =  7,5° 


70.  En  la  figura,  AP  =  PC,  calcular  x. 


B 


Resolución: 


En  el  triángulo  isósceles  APC: 
mzPAC  =  mzPCA  =  40° 
mzACQ  =  10°  y  mzPQC  =  50° 

Por  ángulo  exteriőr  en  el  AAPC:  mzBPC  =  80° 

En  el  APCB: 

mzPBC  =  80°  =>  PC  =  BC 

En  el  triángulo  isósceles  QBC:  BQ  =  BC 
En  el  vértice  P:  mzRPC  =  70° 

En  el  ARCP: 

mzPRC  =  70°  =>  PC  =  RC 
El  triángulo  BCR  es  equilátero,  luego: 
mzRBC  =  mzBRC  =  60°;  mzQBR  =  20° 

En  el  triángulo  isósceles  QBR 
x  +  10°  =  80°  =>  x  =  70° 

71.  En  un  triángulo  acutángulo  DRA,  O  es  ortocentro  y 
C  circuncentro.  Halle  la  mzORC,  si: 
mzODC  +  mzOAC  =  38° 

Resolución: 


Dato:  a  +  p  =  38° 

ARCA:  isósceles 
=>  mzCRA  =  mzRAC  =  0 
Prop.:  mzDRQ  =  mzCRA  =  0 
mzOAR  =  mzDAO  =  0 
ADCA:  isósceles 
=>  mzCDA  =  0  +  p 
Prop.:  mzRDO  =  0  4-  p 
ARCD:  isósceles 
=>  0  +  x  =  0  +  p+  a 
=*  x  =  p  +  a  x  =  38° 


88  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


®  I  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  2010  -11) 

La  longitud  de  los  lados  de  un  triángulo  formán  una  pro- 
gresión  geométrica  de  razón  q  >  1.  Entonces  q  torna 
los  valores: 


A)  q  > 


1  +V5 


B)1^5  <q<  lW5 


C)  1  <  q  < 


1  +  V5 


D)  <  q  < 


2 

1  +V6 


E,liS<q<l 


Resolución: 


Las  longitudes  de  los  lados  dél  AABC  estén  en  pro- 
gresión  geométrica  de  razón  q  >  0.  Por  existencia  de 
triángulos: 

n-  —  <nq<-  +  n 

q  q 

De:  nq  <  —  +  n 

.q’-q-líO-  (q-i)!-|<0  .  (q-|)'<| 


Clave:  B 


PROBLÉMA  2  (LM  201 1  - 1) 

En  un  triángulo  ABC,  el  lado  AB  midé  2  cm,  mzA  =  30° 
y  mzB  =  45°.  Calcule  la  longitud  (en  cm)  de  la  mediana 
relativa  al  lado  AB. 


A)  Vll  -6V3  B)  Vll  -5V3 
D)  Vll  -3V3  E)  Vll  -  2/3 


C)  Vll  —  4/3 


kV3  +k  =  2  =>  k=  V3  -  1 
fc^MHC:  T.  Pitágoras 
x2  =  (1  -  k)2  +  k2  =>  x  =  V2k2  —  2k  +  1 
x  =  Vll  -6/3 

Clave:  A 

PROBLÉMA  3  (UNI  2012  -II) 

En  un  triángulo  ABC  se  tiene  que  mzC  =  2(mzA).  So- 
bre  el  lado  AB  se  traza  el  triángulo  ABP  recto  en  B  (P 
exteriőr  a  AB). 

Si  mzPAB  =  -ImzC  y  AP  =  12,  determine  el  valor  de 
BC. 

A)  3  B)  4  C)  5  D)  6  E)  8 

Resolución: 


P 


Piden:  x 

Se  prolongan  PB  y  AC 
AEAP  isósceles:  EA  =  AP  =  12 
kEBA:  mediana  BM  =  6  =>  ACBM  isósceles 
x  =  6 

Clave:  D 

PROBLÉMA  4  (UNI  2013  -  II) 

En  la  figura,  el  triángulo  ABC  recto  en  B,  BH  es  la  altura, 
BD  es  la  bisectriz  dél  ángulo  ABH  y  BE  es  la  bisectriz 
dél  ángulo  HBC.  Si  AB  =  7  y  BC  =  24,  calcule  el  valor 
dél  segmento  DE. 


B 


A)  4  B)  5  C)6 

D) 8  E) 9 
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Resolución: 

B 


25=b 


Piden:  x 

AABE:  isósceles: 

AB  =  AE  =  7  =>  EC  =  18 
ABCD:  isósceles: 

BC  =  DC  =  24  =>  x  +  18  =  24 
x  =  6 

Clave:  C 

PROBLÉMA  5  (UNI  2015  -  I) 

En  la  figura  se  muestra  el  triángulo  rectángulo  ABC 
recto  en  B.  Si  AB  =  5  cm  y  AD  =  3  cm,  entonces  la 
medida  (en  cm)  dél  segmento  EF  es: 


B 


A  D  F  C 


A)  2,14  B)  2,16  0  2,25 

D)  2,56  E)  2,82 

Resolución: 


Piden:  x 

t\BED  (53°  y  37°)  =>  DE  = 

o 

U3FE  (53°  y  37°)  x  =  =  2,56 

Clave:  D 
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PROBLÉMÁS 

_ 


PROPUESTOS 


1 .  Según  el  gráfico,  calcular  el  ángulo  formado  por  las 
rectas  y  L2. 


4. 


5. 


A)  80° 
D)  45° 


B) 120° 
E)  60° 


C)  90° 


2.  ^Cuántos  triángulos  existen  con  lados  de  longitu- 
des  enteras  de  40  cm  de  perímetro? 

A)  33  B)  22  C)  25 

D)  24  E)  34' 

3.  Según  el  gráfico,  calcular  x. 


D)  20° 


E)  30° 


En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD  mzBAD  =  50°, 
mzADC  =  140°  y  AD  =  DC  =  BC,  si  las  prolonga- 
ciones  de  BC  y  AD  se  intersecan  en  P,  calcular  la 
mzBPA. 


A)  60°  o  30° 
D)  60°  o  40° 


B)  60°  o  20° 
E)  20°  o  30° 


C)  40°  o  20° 


En  un  triángulo  isósceles  ABC,  de  base  AC,  la 
mzABC  =  80°;  se  ubica  un  punto  P  de  su  altura 
AH  que  equidista  de  A  y  B.  Calcular  la  mzPCA. 

A)  25°  B)  30°  C)  20° 

D)  16°  E)  37° 


D)  180° 


E)  270° 


7.  En  el  gráfico,  calcular  el  máximo  valor  entero  de 
QR,  si  CP  =  PQ  =  PE;  AB  =  4  yAC  =  5. 


A)  3 

8.  Según  el  gráfico,  calcular  x. 


E)  6 


A)  67°30’ 
D)  75° 


B)  60° 
E)  30° 


C)71°30’ 


9. 


En  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC)  se  traza 
la  ceviana  interior  AM,  tál  que  AM  =  AC.  Calcular  la 
diferencia  dél  valor  máximo  y  mínimo,  entero  que 
puede  tomar  la  medida  dél  ángulo  AMC. 

A)  26°  B)  28°  C)32°  D)61°  E)  89° 

10.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC  se  traza  las  me- 
diatrices  de  AB  y  AC  que  intersecan  a  BC  en  M  y 
N  respectivamente;  calcular  la  medida  dél  ángulo 
determinado  por  la  bisectriz  dél  ángulo  ANM  y  la 
recta  perpendicular  a  AM,  si  mzABC  +  mzACB  = 
115°  y  mzNAM  +  mzAMN  =  110°. 

A)  10°  B)  22°30’ 

D)  5°  E)  7°30’ 


6. 


Según  la  figura,  calcular  a  +  b  +  c-  d-  e  +  f  +  g  +  h 


C)  5°30’ 
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11.  Según  el  gráfico,  mzABC  +  mzACB  =  100°,  cal- 
cular  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  DPE  y 
DQE. 


A)  75°  B)  25°  015° 

D)  30°  E)  50° 

12.  Según  el  gráfico,  AN  =  AT,  BM  =  BR  y  CS  =  CP, 
calculara  +  p  +  0. 


A)  360°  B)  270°  C)  135° 

D)  180°  E)  300° 

13.  Según  el  gráfico,  a+b+c+d=  420°,  calcular  0. 


D)  18°  E)  20° 

14.  Según  el  gráfico,  calcular  x. 


A)  15°  B)  6°  C)9° 

D)  12°  E)  18° 


1 5.  Calcular  el  máximo  valor  entero  de  a. 
Si  x  +  y  +  z  >  300°. 


D)  25°  E)  26° 

16.  En  un  AABC  equilátero  se  ubica  el  punto_D  ex¬ 
teriőr  al  triángulo,  tál  que  el  segmento  BD  inter- 
seca  al  lado  AC.  Si  mzADC  >  90°,  AD  =  8  cm  y 
CD  =  15  cm. 

Calcular  el  menor  perímetro  entero  dél  AABC. 

A)  52  cm  B)  24  cm  C)  22  cm 

D)  46  cm  E)  48  cm 

17.  SeaelAABC,enelcualsecumplequemzABC  =  64°, 
mzACB  =  72°,  BM  y  CP  són  bisectrices  de  los  án¬ 
gulos  ABC  y  ACB  respectivamente;  dichas  bisectri¬ 
ces  se  intersecan  en  el  punto  I  (incentro).  Además, 
se  traza  la  altura  BH.  Calcular  la  medida  de  los  án¬ 
gulos  BIC  y  MBH. 

A)  112°  y  16°  B)  120°  y  12°  C)11°y14° 

D) 110°  y 12°  E) 112°  y 14° 

18.  Se  tiene  el  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B. 
En  BC  se  ubica  el  punto  M,  tál  que  BM  =  MC  =  2  y 
mzBCA  =  2(mzBAM).  Calcular  AC. 

A)  3  B)  4  C)  5  D)  6  E)  7 

19.  Según  el  gráfico,  los  triángulos  ABC,  AFE  y  CDE 
són  equiláteros.  SiAE  =  12,  calcular  el  menor  valor 
entero  de  BF  +  FD. 


F 


20.  Según  el  gráfico,  calcular  x  +  y  +  z. 
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22.  Según  la  figura,  p  +  <J>  =  90°.  Calcular  x  +  y. 


A)  220°  B)  210°  C)  250' 

D) 200°  E)  170° 


A)  50°  B)  45°  C)  30° 

D)  60°  E)  70° 

27.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  AB  =  6; 
se  traza  la  bisectriz  interior  BD.  Calcular  BD  si 
torna  su  máximo  valor  entero. 

A)  4  B)  5  C)6  D)  7  E)  8 

28.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  se  traza  las  al¬ 
turas  AH  y  CQ,  tál  que  mzABC  =  45°,  si  AC  =  6. 
Calcular  QH. 

A)  3  B)  3/2  C)3/3 

D)  4  E)  2/3 


23.  En  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC),  la  bisec¬ 
triz  exteriőr  dél  ángulo  A  interseca  a  la  prolonga- 
ción  de  BC  en  P  y  la  bisectriz  dél  ZAPC  interseca 
a  AC  en  R.  Si  AP  =  7  y  PC  =  5,  calcular  RC. 

A)  1  B)  1,5  C)  2 

D)  2,5  E)  3,5 

24.  Según  el  gráfico,  calcular  x,  si  m  +  n  =  105° 


A)  45°  B)  30°  C)  50° 

D)  20°  E)  60° 


29.  En  el  gráfico,  calcular  x. 


D)  80°  E)  90° 

30.  Según  el  gráfico,  calcular  x  en  función  de  a  y  p. 


25.  Según  el  gráfico,  m  +  n-  p-  q  =  20° 
Calcular  x  -  y. 
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A)  £+2a  B)  £+2a  Q  £  +  a 

Z  b  o 

D)  2P  +  ot  E)  2p  +  3ot 

3  6 

31.  En  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos  A, 
B  y  C.  Si  (AB)2  +  b(AC)  =  (AC)2  +  (BC)2,  calcular 
BC. 

A)  b  B)  2b  C)  b/2 

D)  b/4  E)  4b 


38.  Según  el  gráfico,  calcular  0,  si  AB  =  BC. 


E)  7° 


32.  En  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos  P, 
Q,  R  y  S,  tál  que  PQ  =  2(RS);  QR  =  2,  además: 
PQ  =  2(QR)r+s3(RS)  Ca|cu|arQS 

A)  4  B)  5  C)  6 

D)  7  E) 8 


33.  Sobre  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos 

A,  B,  C,  D  y  E,  tál  que  AB  =  CD  =  4,  AD  =  14  y  (AB 
+  DE)2  =  (AC  +  BD)CE.  Calcular  DE. 

A)  12  B) 14  C) 16 

D)  10  E)  6 

34.  En  una  recta  se  ubican  los  puntos  consecutivos  A, 

B,  C  y  D.  Si  BC  es  la  média  geométrica  de  AB  y 
CD;  además  AD  =  3(BC),  calcular  AB/CD. 

A)  1  B)  2  C)1/2 

D) 1/4  E) 3 

35.  En  un  triángulo  isósceles  ABC,  de  base  AC,  se 
trazan  las  cevianas  interiores  BM  y  CN,  tál  que 
mzMBC  =  50°  y  mzBCN  =  mzABM  =  30°. 
Calcular  mzMNC. 

A)  10°  B)  20°  0  30° 

D)  35°  E)  40° 


36. 


En  el  gráfico,  CD  =  3,  AP  =  7  y  AB 
HC. 


BC;  calcular 


A)  72  B)  75  C)  73 

D)  75/2  E)  73/2 


37.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  cevianas  interio¬ 
res  AQ  y  BP,  tál  que  mzBCA  =  48°;  mzCBP  =  30°, 
mzBAQ  =  18°  y  mzQAC  =  6°;  calcular  la  mzAQP. 

A)  28°  B)  32°  C)  30° 

D)  24°  E)  12° 


39.  Del  gráfico  mostrado,  calcular  a  +  b 


A) 200°  B) 250°  C) 240° 

D) 260°  E) 270° 


40.  Interiormente  a  un  triángulo  ABC  se  ubica  el  punto 
O,  tál  que  mzABO  =  60°  4-  0;  mzBAO  =  60°  -  20; 
mzOAC  =  mzACO  =  0. 

Calcular  0. 

A)  20°  B)  30°  C)12° 

D)  35°  E)  15° 

41 .  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  bisectriz  interior  BP 
en  cuya  prolongación  se  ubica  el  punto  D,  de  modo 
que  mzPAD  =  mzPDA  =  30°  y  mzACD  =  15°; 
calcular  la  mzBCA. 

A)  15°  B)  10°  0  30° 

D)  20°  E)  25° 

42.  En  el  triángulo  ABC,  los  lados  miden  2a  -  1 ;  6  -  a 
y  3a  -  1 .  Calcular  la  medida  dél  menor  ángulo  inte¬ 
rior,  si  se  sabe  que  “a”  es  un  número  entero. 

A)  30°  B)  37°  C)  45° 

D)  53°  E)  60° 

43.  Según  el  gráfico,  calcular  x  +  y,  si  la  medida  dél 
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44.  Según  el  gráfico,  AB  =  BC  y  AD  =  AC,  calcular  x. 


A)  40°  B)  60°  C)  42° 

D)  45°  E)  75° 

45.  Según  el  gráfico,  BP  =  PT  y  QP  =  PC,  calcular  x. 


46.  En  la  figura,  los  triángulos  ABC  y  DEF  són  equiláte- 
ros,  AM  =  MB.  Calcular  x. 


47.  En  un  triángulo  ABC,  la  suma  de  las  medidas  de 
los  ángulos  B  y  C  es  105°.  Si  la  medida  dél  ángulo 
Aexcede  a  la  medida  dél  ángulo  B  en  4°,  la  medida 
dél  ángulo  C  es: 

A)  34°  B)  35°  C)  75° 

D) 30°  E)  40° 

48.  Se  tiene  dós  rectas  oblicuas  (secantes)  L ,  y  l_2,  las 
cuales  se  intersecan  en  el  punto  Q.  Además,  una 
tercera  secante  o  transversal  las  intersecan  en  los 
puntos  A  y  B,  formando  con  ellas  ángulos  agudos 
correspondientes,  cuyas  medidas  són  85°  y  75° 
respectivamente.  Sea  X  un  punto  de  AB,  Y  un  pun¬ 
to  de  AQ  y  Z  un  punto  de  BQ,  tál  que  AY  s  AX  y 
BZ  =  BX.  Calcular  la  medida  dél  zXYZ. 

A)  75°  B)  80°  C)100° 

D) 85°  E)  95° 


49.  Dadas  dós  rectas  paralelas,  se  torna  en  una  de 
ellas  un  punto  A  y  en  la  otra  un  punto  B.  Se  torna 
otro  punto  C  en  el  segmento  AB;  se  consideran  en 
las  paralelas  a  un  mismo  lado  de  AB,  un  segmento 
AD  =  AC  y  otro  BE  =  BC.  Siendo  a  el  ángulo  CAD. 
Calcular  el  ángulo  DCE. 

A)  a/2  B)  a/3  C)  a/4 

D)  a/2  E)  a/3 

50.  En  la  figura,  las  medidas  de  los  ángulos  interiores 
dél  triángulo  ABC  están  dadas  en  grados  sexagesi- 
males.  Hallar  el  menor  valor  entero  (en  grado  sexa- 
gesimales)  que  puede  tomar  b. 


A)  45°  B)  46°  C)  40° 

D)  35°  E)  36° 

51.  Calcular  x,  si  AB  =  BC;  EF  =  FD. 


A)  20°  B)  15°  0  30° 

D) 18°  E)  25° 

52.  En  la  figura,  AB  =  AM,  CM  =  CR,  calcular  x. 


B 


A)  157°30’  B)  150°  C)  170° 

D) 140°  E) 125° 

53.  ABC  es  un  triángulo,  tál  que  la  medida  dél  ángulo 
A  es  40°.  Si  se  traza  la  bisectriz  interior  dél  ángulo 
ABC  y  la  bisectriz  exteriőr  dél  ángulo  C,  la  medida 
dél  ángulo  formado  por  las  dós  bisectrices  es: 
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A)  160°  B)  35°  0  70° 

D)  60°  E)  20° 

54.  En  la  figura,  AB  =  DC  =  CE.  ^Cuántos  valores  en- 
teros  puede  tomar  x? 


D) 4  E) 5 

55.  En  la  figura,  AP  =  PC;  BQ  =  MC,  el  triángulo  MBC 
es  equilátero.  Calcular  x. 


D)  70°  E)  80° 

56.  Del  gráfico,  calcular  a,  si:  p  +  q  =  216°. 


58.  En  la  figura,  AB  =  BC  y  AE  =  ED,  calcular  x. 


A)  135°  B)  60°  C)125° 

D)  90°  E)  120° 


59.  Calcular  x,  si  BC  =  AC. 


A)  30°  B)  45°  C)  37° 

D)  53°  E)  60° 

60.  En  la  siguiente  figura,  ^cuál  es  la  suma  de  las  me- 
didas  de  los  ángulos  senalados? 


61.  Enja  figura,  calcular  el  valor  dél  ángulo  x,  si  AD  y 
BC  són  bisectrices  de  los  ángulos  A  y  C  respectiva- 
mente. 


A)  8°  B)  10°  012° 

D) 14°  E)  16° 

57.  En^un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza  la  altura 
BH.  La  bisectriz  interior  dél  mzA  interseca  a  BH 
en  M  y  a  BC  en  P.  La  bisectriz  interior  dél  mZC 
interseca  a  BH  en  N  y  a  AB  en  Q.  Calcular  MN,  si 
BP  -  BQ  =  6. 

A)  6  B)  3  C)  4 

D)  1,5  E) 2 


A) 130° 
D)  70° 


B) 100°  C)120° 

E) 110° 
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62.  En  la  siguiente  figura,  si  a  <  p;  p  =  p;  y  <  co;  indicar 
cuál  de  las  siguientes  desigualdades  es  verdadera: 


A)  AP  +  PB  <  AQ  +  QB 

B)  AP  +  PB  =  AQ  +  QB 

C)  AP  +  PB  >  AQ  +  QB  >  AR  +  RB 

D)  AP  +  RB  <  AQ  +  QB  <  AR  +  PB 

E)  AQ  +  QB  <  AR  +  RB  aAQ  +  QB  <  AP  +  PB 

63.  Calcular  x,  sia  +  b  +  c  +  d  =  420° 


D)  20°  E)  25° 

64.  En  la  figura,  calcular  x. 


A)  18°  B)  20°  C)22° 

D)  25°  E)  30° 

65.  Según  el  gráfico,  el  triángulo  STV  es  equilátero. 
Calcular  x. 


A)  10°  B)  45°  C)36° 

D)  72°  E)  30° 


A)  60°  B)  45°  C)  36° 

D)  72°  E)  30° 

V 

67.  En  la  figura,  calcular  x. 


A)  115°  B)  125°  0135° 

D) 114°  E)  140° 

68.  Del  gráfico,  calcular  x  +  y  +  z. 


D)  90°  E)  180° 

69.  Sobre  el  lado  BC  de  un  triángulo  ABC,  se  ubica  el 
punto  D,  tál  que  la  mZADC  es  igual  a  la  semisuma 
de  los  ángulos  interiores  de  A  y  B.  Calcular  BD,  si 
además  AC  =  12  cm  y  BC  =  16  cm. 

A)  14  cm  B)10cm  C)  8  cm 

D)  4  cm  E)  6  cm 

70.  En  un  triángulo  ABC  (mzB  >  90°),  se  sabe  que 
BC  =  2  cm  y  AC  =  5  cm.  Hallar  el  valor  o  valores 
enteros  que  puede  adoptar  AB. 

A)  4  cm  B)  5  cm  C)  6  cm 

D)  4,5  cm  E)  4,5  cm  y  6  cm 

71 .  En untriánguIoABC, la mzBAC  =  80°, mzBCA= 40°. 
En  AC  se  ubica  un  punto  M,  tál  que  mzABM  =  50°. 
Calcular  la  mzBME,  siendo  E  un  punto  de  BC,  tál 
que  BE  =  AB. 

A)  50° 

D)  20° 


66.  En  la  figura,  calcular  x. 


B)  8CT 
E)  30’ 


C)  40' 
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72.  Según  el  gráfico,  calcular  a  si  mzABN  =  mzNBC  y 
mzBAC  -  mzBCA  =  40°. 


A)  62°  B)  66°  C)  63° 

D)  64°  E)  65° 


A)  160°  B)  40°  C)  70° 

D)  100°  E)  80° 

73.  Según  el  gráfico,  calcular  x. 


A)  8°30’  B)  20°30’  C)  15° 

D)  30°  E)  22°30’ 

74.  En  el  gráfico,  BH  es  altura  y  BD  es  bisectriz  dél 
ángulo  ABC.  Si,  además  mzBAC  -  mzBCA  =  60°. 
Calcular  la  mzHBD. 


D) 20°  E)  25° 

75.  Según  el  gráfico,  calcular  el  valor  de  0,  siendo: 
a+b+c+d=  360°. 


D)  36°  E)  22°30’ 

76.  Según  el  gráfico,  calcular  x,  sia  +  b  =  p+  0  +  50°. 


77.  Del  gráfico,  AB  =  BC  y  MN  =  AC,  calcular  x. 


78.  Calcular  x,  si  AM  =  NC. 


A)  40°  B)  60°  C)  80° 

D)  90°  E)  70° 

79.  En  la  figura  mostrada,  calcular  el  valor  de  x. 


D)  90°  E)  75° 
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80.  En_un  triángulo  ABC,  se  trazaja  bisectriz  exteriőr 
BM  (M  en  la  prolongación  de  AC),  en  AB  se  ubica 
el  punto  N  (AN  =  NC)  y  en  la  prolongación  de  CN 
se  ubica  el  punto  Q,  tál  que  CQ  =  QB.  Calcular 
mzCQB,  si:  mzBQC  +  mzAMB  =  60°. 

A)  10°  B)  15°  C)20° 

D)  25°  E)  40° 

81.  La  bisectriz  de  unó  de  los  ángulos  de  un  triángulo 
escaleno  forma,  con  el  lado  opuesto,  dós  ángulos 
que  són  entre  sí  como  7  es  a  13.  Determinar  el  me- 
nor  de  los  ángulos  dél  triángulo  asumiendo  que  la 
medida  en  grados  de  cada  unó  de  los  trés  ángulos 
es  un  número  entero  menor  que  80°. 

A)  24°  B)  25°  C)  26° 

D) 27°  E)  28° 

82.  En  el  gráfico,  calcular:  x  +  y  +  z 


A)  150°30’  B)  152°30’  C)  150° 

D) 120°  E) 200° 


83.  Del  gráfico  mostrado,  calcular  a  +  b. 


D)  260°  E)  270° 

84.  Según  el  gráfico,  calcular  el  valor  de  0,  si  MP  =  NP. 


D)  35°  E)  20° 

85.  En  el  gráfico  mostrado,  calcular  el  valor  de  0. 


A)  36° 
D)  32° 


E)  30° 


86.  Calcular  x. 


D)  30°  E)  35° 

87.  Calcular  x. 


D)  75°  E)  65° 

88.  En  el  gráfico,  si  p  -  a  =  45°,  calcular  (a  +  p). 


A)  88°  B)  90°  C)  92° 

D)  99°  E) 100° 

89.  Calcular  a,  si  OP  =  OR  y  OQ  =  OS. 


A)  10c 
D)  18' 


B)  12( 
E)  9° 


C)  15' 


97.  Calcularx. 
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90.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  ceviana  BT,  si 
AB  =  AT;  BC  =  AC.  Calcular  el  máximo  valor  ente- 
ro  de  la  mZCBT. 

A)  36°  B)  35°  C)  30° 

D)  45°  E)  44° 


91.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 
BM,  si  mZACB  =  p,  mZCAB  =  a  +  p  y  la  medida 
dél  ángulo  exteriőr  dél  ZA  es  a,  donde  AB  =  8  cm, 
MC  =  3  cm.  Calcular  BC. 

A)  10  cm  B)  11  cm  C)12cm 

D)13cm  E)14cm 

92.  En  un  triángulo  ABC,  sobre  AB  y  BC  se  ubican  los 
puntos  P  y  Q  respectivamente,  donde: 

mZPAQ  =  mZPQA  =  16°;  mZAQC  =  97°; 
mZQAC  =  30°.  Calcular  mZPCA. 

A)  18°  B)  20°  C)  30° 

D)  25°  E)  23° 

93.  ^Cuál  es  el  número  de  triángulos  escalenos  que 
tienen  todos  los  lados  enteros  y  de  perímetro 
22  cm? 

A)  5  B)  6  C)  4  D)  7  E)  8 

94.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  ceviana  BT,  si 
BC  =  AT;  mZBAC  =  60°-  2x;  mZCBT  =  x; 
mZBCA  =  2x.  Calcular  mZCBT. 

A)  5°  B)  8°  C)10°  D)  12°  E)  15° 

95.  Dado  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC),  so¬ 
bre  la  prolongación  de  BC  se  ubica  el  punto  P  y 
sobre  la  prolongación  de  BA,  el  punto  Q.  Calcular 
el  máximo  valor  entero  dél  ángulo  ABC,  si  las  me- 
didas  de  los  ángulos  CAP  y  CAQ  están  en  la  razón 
de  2  a  5. 

A)  84°  B)  77°  C)  53° 

D)  36°  E)  30° 

96.  Calcularx. 


D)  30°  E)  50° 


A) 100°  B) 110°  C) 120° 

D) 130°  E) 140° 

98.  Calcular  0. 


D)  55°  E)  60° 

99.  Los  catetos  de  un  triángulo  rectángulo  ABC  miden 
AB  =  16,  BC  =  30,  se  traza  la  altura  BH  y  las  bisec- 
trices  BP  y  BQ  de  los  ángulos  ABH  y  HBC  respec¬ 
tivamente.  Calcular  PQ. 

A)  12  B)  18  C)  24 

D)  36  E)  30 

100. En  un  triángulo  ABC,  la  medida  dél  ángulo  formado 
por  la  bisectriz  interior  dél  ángulo  A  y  la  bisectriz 
exteriőr  dél  ángulo  C  es  siete  veces  la  medida  dél 
ángulo  B.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  B. 

A)  12°  B)  18°  C)24° 

D)  36°  E)  30° 

101.  Del  gráfico,  calcular  x. 


A)  12°  B)  18°  C)  24° 

D)  36°  E)  60° 
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102.Calcular  la  suma  de  los  ángulos  a,  b,  c,  d,  e,  f. 


A)  540°  B)  180°  0)720° 

D) 360°  E)  320° 

103.  El  ángulo  CAD  es  igual  a  trés  veces  el  ángulo  CAB 
y  el  ángulo  BOA  es  mayor  al  ángulo  CBA,  Hallar  el 
mayor  lado  dél  triángulo  ABC. 


C 


A)  BC 

B)  ÁB 

C) ÁC 

D)  Puede  ser  AC  o  BC  dependiendo  de  la  forma 
dél  triángulo. 

E)  No  se  puede  determinar  los  datos. 

104.SÍ  dós  lados  de  un  triángulo  són  15  y  18,  el  tercer 
lado  puede  ser: 

A)  1  B)  2  C)12  D)  35  E)  3 

105.  El  triángulo  ABC  es  equilátero.  Si  BD  es  paralela  a 
AC.  <[,Cuánto  midé  el  ángulo  EBD? 


E 


D)  65°  E)  70° 

106.  Los  ángulos  de  un  triángulo  están  en  progresión 
aritmética  cuya  razón  es  10.  ^Cuál  es  el  valor  de 
cada  ángulo? 

A)  20°;  50°;  70°  B)  60°;  40°;  110° 

C)  60°;  70°;  80°  D)  50°;  60°;  70° 

E)  60°;  45°;  75° 

107. En  la  figura  adjunta,  AB  =  BC;  BC  1  DE  y  el  ángulo 
BEC  midé  35°.  Hallar  el  ángulo  a: 


A)  32°31’  B)  30°30’  C)  27°30’ 

D)  20°15’  E)  20°5’ 

108.En  la  figura,  el  punto  I  es  el  incentro  dél  AABC. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  PSQ. 


C)  45°  D)  60° 

E)  90°  -  mZ^AC 

109.En  el  triángulo  ABC,  mZA  =  80°,  mZB  =  60°. 

Si  AN  y  BM  són  alturas,  entonces  el  ángulo  x  midé: 


IIO.En  la  figura,  se  tiene  el  triángulo  isósceles  ABC, 
en  el  que  se  inseribe  el  triángulo  equilátero  DEF. 
Hallar  la  reláción  correcta  entre  a,  b  y  c. 


A)  a  =  (b  +  c)/2  B)a-b-c  =  0 

C)  b  =  (a  -  c)/2  D)  a  =  (b  -  c)/2 

E)  b  =  (a  -  c)/2 

111.  Los  ángulos  internos  de  un  triángulo  són  proporcio- 
nales  a  los  números  3;  4  y  5.  <j,Cuál  es  el  valor  de 
cada  ángulo? 
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A)  60°;  80°  y  100° 
C)  30°;  40°  y  50° 
E)  36°;  48°  y  60° 


B)  40°;  60°  y  80° 
D)  45°;  60°  y  75° 


112. Calcular  el  ángulo  formado  por  la  altura  y  la  bisec- 
triz  que  partén  dél  vértice  A  de  un  triángulo  ABC. 
Sabiendo  que  mZA  +  2(mZC)  =  100°. 

A)  20°  B)  30°  C)  40°  D)  50°  E)  60° 

113. En  la  figura,  calcular  a  +  b  +  c  +  d  +  e  +  f  +  g. 


C) 540° 


114. Dado  el  triángulo  ABC;  si  por  el  vértice  C  se  traza 
CH  perpendicular  a  AB  (interiormente),  además  de 
la  bisectriz  exteriőr  dél  ángulo  C  y  la  diferencia  de 
las  medidas  de  los  ángulos  A  y  B  es  26°.  El  ángulo 
que  forma  la  bisectriz  y  la  perpendicular  es: 

A)  110°  B)  123°  0103°  D)  77°  E)  96° 

11 5.  En  el  triángulo  ABC,  AD  es  la  altura  correspondien- 
te  al  lado  BC  y  BE  es  la  bisectriz  dél  ángulo  B,  las 
cuales  se  cortan  en  F.  Si  mZA  =  64°  y  mZC  =  42°. 
Determinar  el  ángulo  AFB. 


A) 127° 
D) 132° 


B) 150° 
E) 130° 


C) 170° 


116.Según  el  gráfico,  calcular  x. 


A) 135° 
D) 100° 


B)  95° 
E) 110° 


0150° 


117.Según  el  gráfico,  x  +  y  +  z  =  240°  y 
a  +  b  +  c  =  170°,  calcular  a  +  p  +  0. 


0100° 

118.  En  el  gráfico,  PA  =  2  y  BR  -  RC  =  3,  calcular  PQ. 


A)  60° 
D) 140° 


B)  80° 
E)  50° 


D)  3 


E)  7 


119.Según  el  gráfico:  AB  =  BC;  AP  =  PQ;  BQ  =  AB  +  3. 
Calcular  CR. 


D)  4 


E)  3 
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de 

triángulos 


Dávid  Hilbert  náció  el  23  de  ene- 
ro  de  1 862  en  Königsberg  (Prusia 
Orientál)  y  murió  el  14  de  febrero 
de  1943  en  Gotinga  (Alemania). 

Fue  un  matemático  alemán,  re- 
conocido  como  unó  de  los  más 
influyentes  dél  siglo  XIX  y  princi- 
pios  dél  XX.  Estableció  su  repu¬ 
táción  como  gran  matemático  y 
científico  inventando  o  desarro- 
llando  un  gran  abanico  de  ideas, 
como  la  teória  de  invariantes,  la 
axiomatización  de  la  geometria  y 
la  noción  de  espacio  de  Hilbert, 
unó  de  los  fundamentos  dél  aná- 
lisis  funcional.  Adoptó  y  defendió 
vivamente  la  teória  de  conjun- 
tos  y  los  números  transfinitos  de 
Cantor. 

El  texto  Grundlagen  dér  Geome- 
tríe  (Fundamentos  de  la  geome¬ 
tria)  que  Hilbert  publicó  en  1899,  sustituye  los  tradicionales  axiomas  de  Euclides  por  el  sistema 
formai  de  21  axiomas.  Este  sistema  evita  las  debilidades  identificadas  en  los  axiomas  de  Eu¬ 
clides,  cuya  obra  seguía  siendo  usada  como  libro  de  texto  en  aquel  momento.  El  enfoque  de 
Hilbert  marcó  el  cambio  al  sistema  axiomático  moderno.  Los  axiomas  no  se  tornán  como  ver- 
dades  evidentes.  La  geometria  puede  tratar  de  cosas  sobre  las  que  tenemos  intuiciones  pode- 
rosas,  pero  no  es  necesario  asignar  un  significado  explícito  a  los  conceptos  indefinidos.  Como 
dice  Hilbert,  los  elementos  tales  como  el  punto,  la  recta,  el  piano  y  otros,  se  pueden  sustituir 
con  mesas,  sillas,  jarras  de  cerveza  y  otros  objetos.  Lo  que  se  discute  y  se  desarrolla  són  sus 
relaciones  definidas. 


Fuente:  Wikipedia 
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<4  DEFINÍCIÓN 

Dos  triángulos  són  congruentes  si  sus  lados  correspon- 
dientes  tienen  la  misma  longitud  y  sus  ángulos  corres- 
pondientes  tienen  la  misma  medida. 


A  lados  congruentes,  unó  en  cada  triángulo,  se  oponen 
ángulos  congruentes  y  viceversa.  Para  que  dós  trián¬ 
gulos  sean  congruentes,  deben  cumplir  con  alguno  de 
los  casos  de  congruencia.  En  ellos  se  menciona  como 
requisito,  que  presenten  trés  pares  de  elementos  con¬ 
gruentes,  siendo  por  lo  menos  unó  de  ellos  un  lado. 


<4  CASOS  DE  CONGRUENCIA 

1.°  caso.  (Postulado  ALA):  Dos  triángulos  són  con¬ 
gruentes,  si  tienen  dós  ángulos  y  el  lado  común  a  ellos, 
respectivamente,  iguales. 


2.°  caso.  (Postulado  LAL):  Dos  triángulos  són  con¬ 
gruentes  si  tienen  dós  lados  y  el  ángulo  determinado 
por  ellos  respectivamente  iguales. 


3.°  caso.  (Postulado  LLL):  Dos  triángulos  són  con¬ 
gruentes  si  tienen  sus  trés  lados  respectivamente 
iguales. 


Existe  un  cuarto  caso  que  se  demuestra  teniendo  en 
cuenta  los  anteriores: 

4.°  caso.  (Postulado  LLA):  Dos  triángulos  són  con¬ 
gruentes  si  tienen  dós  pares  de  lados  y  el  ángulo 
opuesto  a  los  mayores  de  dichos  lados,  respectivamen¬ 
te  congruentes. 


Si:AB=DE  A  BC=EF,dondeBC>AB;ZA^ZD,entonces: 
AABC  =  ADEF 

Dos  triángulos  rectángulos  serán  congruentes  si  tienen 
dós  pares  de  elementos  congruentes  (aparte  dél  ángu¬ 
lo  recto),  los  cuales  pueden  ser: 

a)  Dos  lados  (caso  LL) 

b)  Un  lado  y  un  ángulo  agudo  (caso  LA) 

Ejemplos: 


<4  APUCACIONES  DE  CONGRUENCIA 

1 .  Teorema.  Los  segmentos  paralelos,  comprendidos 
entre  rectas  paralelas,  són  congruentes. 

.  B  C. 


Si:AB//DCy  BC//AD; 
Entonces:AB  =  DC  aBC  =AD 

A  D 

Demostración: 


Al  trazar  BD: 

ZCBD  ~  ZADB I  a,ternos  internos  entre  paralelas. 

Además,  por  tener  BD  común: 

AABD  s  ACDB  (ALA) 

Luego:  AB  =  DC  y  BC  =  AD 
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El  cuadrilátero  ABCD  es  un  paralelogramo 


2. 


Teorema  de  los  puntos  medios  (base  média).  La 

paralela  a  un  lado  de  un  triángulo,  trazada  por  el 
punto  medio  de  otro,  corta  al  tercero  en  su  punto 
medio.  El  segmento  determinado  se  llama  base 
média  o  paralela  média  y  midé  la  mitad  de  la  longi- 
tud  dél  lado  al  cual  es  paralelo. 


Si  AM  =  MB  y  MN  //  AC,  entonces  BN  =  NC  y 
MN  =  ^7p;  MN,  es  base  média  relativa  a  AC. 

Demostración: 


Sea  MQ  //  BC.  Luego  ZAMQ  =  ZMBN  y 
ZAs  ZBMN  (tienen  sus  lados  paralelos) 

AAMQ  ^  AMBN  (ALA)  =>  BN  =  MQ 
Pero:  NC  =  MQ,  entonces  BN  =  NC 
También:  MN  =  AQ,  siendo  QC  =  MN 
MN  =  AQ  =  QC  = 


MN  = 


AC 


Corolario.  En  todo  triángulo,  el  segmento  que  une 
los  puntos  medios  de  dós  lados  es  paralelo  al  ter¬ 
cero  y  midé  la  mitad  de  él. 


Si:  AM  =  BMy  BN  =  NC; 
entonces  MN  //AC  y 


MN  = 


AC 


3.  Teorema  de  la  bisectriz.  Todo  punto  situado  sobre 
la  bisectriz  de  un  ángulo,  equidista  de  sus  lados. 


Sea  P,  cualquier  punto  de  la  bisectriz  dél  ZA, 
PQ  y  PR,  són  perpendiculares  a  los  lados  dél  án¬ 
gulo.  Como:  AAQP  =  AARP  (LA) 

,  siendo:  AQ  =  AR 


PQ  =  PR 


Teorema  de  la  mediatriz.  Todo  punto  situado  en  la 
mediatriz  de  un  segmento,  equidista  de  sus  extre- 
mos. 


p 

/ 

/ 

y  r 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

M 

r  es  mediatriz  de  AB  y  P  es  cualquier  punto  de 
7.  Como:  AAMP  s  ABMP  (LL) 

el  AAPB  resulta  isósceles:  ZA=  ZB 


PA=  PB 


Caso  dél  triángulo  isósceles.  La  altura  relativa 
a  la  base  es  también  mediana,  bisectriz  y  porción 
de  mediatriz.  b 

Si:  AB  =  BC. 


BH  es 


-  altura 

-  mediana 

-  bisectriz 

-  porción  de  mediatriz.  A‘ 


5.  Teorema:  En  todo  triángulo  rectángulo,  la  mediana 
relativa  a  la  hipotenusa  midé  la  mitad  de  ella. 


BM  = 


AC 


BM  =  AM  =  MC 


Demostración: 

A 


Trazamos  MN // BC  =>  MN  1  AB 
Por  el  teorema  n.°  2:  AN  =  NB 
En  el  AAMB:  MN  es  altura  y  me¬ 
diana. 

.-.  Según  el  ítem  n.°  5:  BM  =  AM 


6.  Teorema.  Trés  o  más  rectas  paralelas  equidis- 
tantes,  determinan  sobre  cualquier  recta  secante, 
segmentos  congruentes. 

U 


Si  q  //  L2  //  q  //  L4  y  d,  =  d2  =  d3 
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<*  TRIÁNGULOS  RECTÁNGIJLOS  NOTABLES 


Triángulos  rectángulo  isósceles 


|b  =  aV2  I 


=>  longitud  de  la  hipotenusa 
=  (longitud  de  un  cateto)  x  /2 


longitud  de  un  cateto  =  '°ngitud dehipotenusa 

Triángulo  rectángulo  de  30°  y  60° 


Cateto  opuesto  a  30°  =  tonggud deMpotenusa 
Cateto  opuesto  a  60°  =  ( longitud deMpotenusa|xg 

Triángulo  rectángulo  de  15°  y  75° 


BH:  altura  hacia  la  hipotenusa  AC 


\ 

Existen  otros  aproximados,  cuya  reláción  de  longitudes 

de  lados  indicamos  a  continuación: 

4.  De  37°  y  53°: 

5.  De 

53° 

o26°30’: 

3n  53° 

a 

sáv 

r 

- 4n 

2a 

6.  De  ^  o  18°30’: 

2 

3 

a 

< _ 

3a 

Éjem  pl  o: 

En  un  AABC,  AB  =  8,  mZA  =  45°  y  mZC  =  30°. 
Hallar  BC. 

Resolución: 


Trazamos  la  altura  BH.  Luego: 

AAHB:  BH  =  =>  BH  =  4/2 

_  /2 

ABHC:  BHseoponea30°=>  =  BH  =>  ^p  =  4/2 
BC  =f  8/2 


Éjem  pl  os : 

1.  M  es  punto  interior  dél  AABC,  equilátero,  tál  que 
mZMAC  =  24°  y  mZMBC  =  28°.  Exteriormente  y  rela- 
tivo  a  AC,  se  torna  un  punto  R,  de  modo  que,  el  AARM, 
sea  equilátero.  Hallar  la  medida  dél  ángulo  MRC. 

Resolución: 


Completando  los  ángulos: 
mZABM  =  60°  -  28°  =  32°  y 
mZMAB  =  60°  -  24°  =  36°, 
además,  mZAMB  =  112°. 

También,  como  el  AARM  es  equilátero,  según  dato: 
mZMAR  =  60°  y  mZRAC  =  60°  -  24°  =  36°, 
entonces:  ARAC  =  AMAB 
(postulado  LAL:  ■  ■  ,  36°,  — . — ) 

Luego,  ZARC  =  ZAMB,  (se  oponen  a  lados  con- 
gruentes  de  triángulos  congruentes) 

=>  x  +  60°=  112°  x  =  52° 

2.  En  la  figura:  AB  =  BC;  AE  =  CD  y 

mZBED  s  mZBDE.  Hallar  el  valor  de  x. 


E 


Resolución: 
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Colocando  marcas  iguales  a  los  segmentos  con- 
gruentes,  se  observa: 

AABC  es  isósceles 
=>  mZACB  =  mZBAC  =  3x 
ABCD  s  AABE  (LLL) 

=>  mZBCD  =  mZBAE  =>  y  =  5x 
En  C:3x  +  y  =  180° 

3x  +  5x  =  180° 
x  =  22,5° 

3.  En  un  AABC,  AB  =  12,  mZA  =  78°  y  mZC  =  39°;  la 
mediatriz  de  BC  corta  a  AC  en  el  punto  E.  Hallar  EC. 

B 


Resolución: 

Incógnita:  EC  =  x 

Por  propiedad  de  la  mediatriz 

EB  =  EC  =>  EB  =  x 

Luego,  ABEC  es  isósceles:  mZEBC  =  mZC  =  39° 
y  mZAEB  =  mZEBC  +  mZC  ...(Zexterior) 

=*  mZAEB  =  78° 

Finalmente,  AABE  es  isósceles  =>  BE  =  BA 
x  =  12 

4.  En  un  triángulo  ABC,  isósceles,  recto  en  B,  hallar 
la  distancia  entre  los  pies  de  las  perpendiculares 
trazadas  desde  A  y  C,  a  una  recta  que  pasa  por  B 
y  corta  a  la  hipotenusa,  sabiendo  que  A  y  C  distan 
de  dicha  recta  5  y  12  unidades,  respectivamente. 

Resolución: 


Sean:  AQ  =  5y  CH  =  12 
(ÁQ  ±  7  y  CH  1  7 ) 

Incógnita:  HQ 

Si:  mZBAQ  =  a  y  mZABQ  =  p 
=>  a  +  p  =  90° 

Luego:  mZHBC  =  a  (complemento  de  p,  en  la 

mZABC  =  90°) 

y  mZBCH  =  p  (complemento  de  a,  en  el 

ABHC). 


Entonces: 

AAQB  =  ABHC  (hipotenusa  -  ángulo  agudo) 

=*  BH  =  AQ  =>  BH  =  5  I  HQ  =  BQ  -  BH 
BQ  =  CH  =>  BQ  =  12  HQ  =  12  -  5 
HQ  =  7 

5.  En  un  AABC,  recto  en  B,  el  ángulo  A  midé  64°,  M 
es  punto  medio  de  AC  y  E  un  punto  de  BC,  tál  que 
BE  =  MC.  Hallar  la  medida  dél  ángulo  MEB. 


Resolución: 


Dato:  BE  =  MCyAM  =  MC 
=>  BE  =  MC  =  AM 
Incógnita:  mZBEM  =  x 

Como,  al  trazar  BM,  es  mediante  hacia  la  hipote¬ 
nusa  dél  AABC. 

BM  =  AM  =  MC 

AAMB  es  isósceles:  mzABM  =  mZA  =  64° 

=>  mZMBE  =  26° 

AMBE  es  isósceles:  a  =  x  A  a  +  x  +  26°  =  180° 
2x  +  26°  =  180°  /.  x  =  77° 

6.  En  la  figura,  CM  =  MB  y  AB  =  8.  Hallar  CD. 


Resolución: 

Trazamos  BF  y  CE,  perpendiculares  a  AD.  Luego: 
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ACEM  =  ABFM  =>  CE  =  BF  =>  CE  =  4 
ACED(45°  y  45°):  CD  =  (CE)/2 
CD  =  4/2 

7.  En  un  triángulo  ABC,  la  mediatriz  de  AC  corta  a  BC 
en  el  punto  N.  Luego,  la  altura  BH  corta  a  AN  en  el 
punto  E.  Si  AE  =  3  y  BC  =  1 3;  hallar  BN 


Resolución: 


BN  =  x  (incógnita) 

Analicemos  los  ángulos: 

Por  propiedad  de  la  mediatriz:  NC  =  NA 
=>  AANC  es  isósceles:  mZNAC  =  mZC  =  a 

Si  en  el  AAER:  ZAEH  =  <\>  ...(a  +  <|>  =  90°),  enton- 
ces,  para  el  ABHC: 

mZHBC  =  90°  -  mZC  =  90°  -  a  =>  mZHBC  =  <J> 

Luego,  el  ABNE  es  isósceles:  EN  =  BN  =>  EN  =  x 
Por  último,  tenemos: 

BN  +  NC  =  BC;  BN  +  NA  =  BC 
=*  x  +  (3  +  x)  =  13  x  =  5 

8.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  la  altura  BH  corta 
a  la  bisectriz  interior  AD  en  el  punto  E.  Si  BE  =  8, 
hallar  la  distancia  dél  punto  medio  de  DC  a  AC. 

Resolución: 

B 


Sea  M,  punto  medio  de  DC  y  MQ  1  ÁC 
=>  incógnita:  MQ  =  x 

Sabemos  que,  para  todo  triángulo  rectángulo: 
mZABH  =  mZC 

Se  observa  que:  ABED,  isósceles  BD  =  BE 
=>  BD  =  8  _ 

Trazamos:  DP  1  AC 

Por  propiedad  de  la  bisectriz:  DP  =  DB  =>  DP  =  8 
En  el  ADPC  por  ser  base  média:  MQ  = 

=>  MQ  =  |  MQ  =  4 

9.  Dado  el  cuadrado  ABCD,  de  lado  L,  se  dibujan  los 
triángulos  equiláteros:  AAED  (interior)  y  ACFD 
(exteriőr).  Las  prolongaciones  de  AE  y  FC  se  inter- 
sectan  en  el  punto  P.  Hallar  la  distancia  de  P  a  EF. 

Resolución: 


P 


Del  gráfico,  el  AEDF  es  rectángulo  e  isósceles,  por 
lo  que  EF  =  LV2 

Además  en  el  AEPF,  donde  mZEFP  =  15°  y 
mZPEF  =  75°,  recto  en  P,  PQ  es  altura  relativa  a  la 
hipotenusa:  PQ  =  -^ 


10.  En  la  figura,  AADB,  AAFC  y  ABEC  són  triángulos 
equiláteros;  calcular  mZDFE  ,  si  el  ángulo  ABC  es 
recto. 


F 


Resolución: 


Incógnita:  mZDFE  =  60°  +  x  +  y  ...(1) 
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Como:  mZDAF  =  60°  -  mZFAB  y 
a  =  60°  -  mZFAB 

(ya  que  los  triángulos  ADB  y  AFC  són  equiláteros: 

mZDAB  =  60°  =  mZFAC) 

=>  mZDAF  =  a  =>  ADAF  s  ABAC(LAL) 

=>  X  =  (j) 

Análogamente:  mZFCE  =  60°  -  mZBCF  y 
4  =  60°  -  mZBCF 
=>  mZFCE  =  <f)  =>  AFEC  3  AABC  (LAL) 

=>  y  =  a 

Además,  en  el  AABC:  <{>  +  a  =  90° 

Finalmente,  en  (1):  mZDFE  =  60°  +  x  +  y 
mZDFE  =  60°  +  4>  +  a  =  60°  +  90°  =  150° 

11.  En  la  figura,  AE  =  EC  ;  ÁÉ  ±  EC;  ÁB  ±  BC  ; 
ED  1  DC~  Si  BC  =  3  y  ED  =  5,  hallar  AB. 

E 


D 

Resolución: 


Resolución: 


R  B  S 


Por  B,  trazamos  paralela  a  DN. 

=>  a  =  a\  <)>  =  <t>’  (lados  perpendiculares). 

AARB  =  ABSC:  RB  =  3,  BS=  6 

Luego:  DN  =  DE  +  EN 

DN  =  RB  +  BS  /.  DN  =  9 

13.  ABC,  es  un  triángulo  tál  que  mZA  =  24°  y 
mZC  =  29°.  Exteriormente,  relativo  a  AC  se  torna 
el  punto  E  siendo:  mZEAC  =  24°  y 
mZECA  =  21°.  Si  BC  =  5;  hallar  EC. 

Resolución: 

H 


Trazamos  AQ,  perpendicular  a  la  prolongación  de 
DE.  Entonces,  si  mZECD  =  4>  y 
mZCED  =  a;  (a  +  4>  =  90°),  se  obtienen: 
mZAEQ  =  <()  ...(complemento  de  a)  y 
mZQAE  =  a  ...(complemento  de  4>) 

AAQE  s  AEDC  (ALA) 

=*  AQ  =  ED  =>  AQ  =  5 

Además,  CD  =  BD  -  BC,  pero  BD  =  AQ  =  5 

=*CD  =  5-  3=>CD  =  2 

y  luego:  QE  =  CD  =>  QE  =  2 

Finalmente,  AB  =  QD  =>  AB  =  QE  +  ED 

AB  =  2  +  5  .  .  AB  =  7 

12.  Hallar  DN,  si  AB  =  BC,  AD  =  2  cm,  CN  =  5  cm  y 
BE  =  8  cm. 


Observando  los  ángulos  exteriores  en  B  y  E  de 
los  triángulos  ABC  y  AEC,  concluimos  que  són 
notcibles  y  para  usarlos  en  triángulos  rectángulos, 
trazamos:  CH  1  AB  y  CQ  1  AE 
Así:  ABHC(53°  y  37°)  =*  HC  =  4 
Por  propiedad  de  la  bisectriz,  para  el  ángulo  A: 

CQ  =  CH 
=*  CQ  =  4 

Finalmente,  en  el  AEQC(45°  y  45°):  EC  =  CQ/2 
.-.  EC  =  4  V2 

14.  En  la  figura,  *m7/7f  y  7//T.  Hallar  x,  si  PQ  =  12 
y  AB  =  5. 


n 
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Resolución: 


Prologamos  AB,  hasta  cortar  a  T  en  R  entonces 
BR  =  PQ  =>  BR  =  12. 

Trazamos  AT  1  *rf .  Por  propiedad  de  la  bisectriz: 
AT  =  AR 
=*  x  =  5  +  12 
x  =  17 


PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


1.  En  un  triángulo  ABC,  las  bisectrices  interiores  se 
intersecan  en  Q;  tál  que  AB  =  QC, 
mZBAQ  =  mZQAC  =  3a;  mZBCQ  =  mZACQ  =  2a. 
Hallar  mZABC. 

Resolución: 


Se  traza  BN,  de  manera  que  mZNBC  =  2a. 

NQBC  es  un  trapecio  isósceles. 

=*  mZQBN  =  mZQCN  =  2a 
Como  BQ  es  bisectriz: 

=>  mZABQ  =  mZQBC  =  4a 
AABC:  6a  +  8a  +  4a  =  180° 

=>  18a  =  180°  =*  a  =  10° 

.-.  mZABC  =  80° 

2.  En  un  triángulo  ABC  se  ubica  el  punto  externo  Q 
tál  que  el  segmento  BQ  interseca  al  lado  AC.  Si 
mZABQ  =  6a;  mZBAC  =  2a, 
mZBCA  =  a;  AQ  ss  QC  y 
mZBCA  =  mZACQ,  hallar  a. 

Resolución: 


Se  prolonga  AB  hasta  R,  de  manera  que  BR  =  BQ. 
=>  mZBRQ  =  mZRQB  =  3a. 

AAQR  es  isósceles:  AQ  =  QR 
Q:  circuncentro  dél  AARC 
=>  mZRQC  =  4a 

=>  P  es  circuncentro  dél  AQRC. 

ABRP  =  ABQP  (LLL) 

=>  mZQBC  =  mZRBC  =  3a 
Luego:  6a  +  3a  +  3a  =  180° 

=>  12a  =  180°  a  =  15° 

3.  En  un  triángulo  ABC  se  ubican  los  puntos  M  en  BC, 
Py  QenAC,  tál  queAPsPQyAB  =  QC.SiMes  punto 
medio  de  BC  y  mZBAC  =  2mZPMQ  =  2mZMCQ, 
hallar  la  mZPMQ. 


Resolución: 


ABAP  a  ACQM  (LAL)  =>  BP  =  MC  =  m 
APMC  es  isósceles:  PM  =  MC  =  m. 

=>  2a  =  60°  a  =  30° 

4.  Eli  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  ceviana  BQ  tál  que 
AB  3  QC.  Si  mZA  =  96°  y  mZC  =  30°,  hallar  la 
mZQBC. 

Resolución: 
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0:  circuncentro  dél  AABC. 

=>  AABO  equilátero;  ABOC  isósceles 
AAOQ  isósceles;  ABOQ  isósceles 
ABOQ  =  ABAQ  (LLL) 

=*  mZOBQ  =  mZABQ  =  x  +  6° 

AABC:  96°  +  x  +  6  +  x  +  30°  =  180° 

2x  =  180°  -  132°  =>  2x  =  48°  x  =  24° 

5.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  mediana  BQ  y 
en  el  triángulo  BQC  se  traza  la  mediana  CR.  Si 
mZBAQ  =  mZRCQ  =  a  y  mZRBC  =  2a,  hallar  a. 


Resolución: 


Si  CR  n  AB  =  {F} 

Se  traza  QE  //  CF 

Por  teorema.  de  los  puntos  medios:  AE  =  EF  =  FB  =  2n 

AAEQ  es  isósceles:  AE  =  EQ  =  2n 

Por  teorema  de  la  base  média:  AEBQ:  FR  =  n 

AAFC:  FC  =  4n  =>  RC  =  3n 

AFBC  =  AEQB  (LAL)  =>  mZEBQ  =  mZFCB  =  0 

QB  =  BC  =  2a 

AABC:  20  +  4a  =  180°  0  +  2a  =  90° 

AABC:  AQ  =  BQ  =  QC  =  2a 
Luego,  a=0  =>  a  +  a  +  a  =  90°  =>  3a  =  90° 
a  =  30° 

6.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  la 
bisectriz  dél  ángulo  exteriőr  A  interseca  a  la  pro- 
longación  de  la  altura  BH  en  F.  Si  AB  +  AH  =  4  y 
HF  =  3.  Hallar  BH. 

Resolución: 


B 


Dato:  c  +  n  =  4 

kBEF:  x  +  3  =  5  x  =  2 

7.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  mediana  BM,  lue¬ 
go  se  traza  ÁH  X  BM  (H  e  BM).  Si  AB  =  2(HM)  y 
mZMBC  =  19.  Hallar  la  mZABM 


Resolución: 

B 


MNBQ  es  romboidé:  mZBMN  =  19° 
ANHM  es  isósceles: 
mZHNM  =  mZHMN  =  19° 

Luego:  x  =  19°  +  19°  x  =  38° 


8.  En  un  triángulo  ABC,  AB_=  4,_BC  =  8  y  AC  =  1 0  por 
el  vértice  C  se  trazan  CE  y  CF  perpendiculares  a 
las  bisectrices  interior  de  A  y  exteriőr  de  B,  respec- 
tivamente.  Hallar  EF. 


Resolución: 


AAMC  es  isósceles: 

4  +  BM  =  10  =>  BM  =  6. 
ACBN  isósceles: 

6  + MN  =  8  =>  MN  =  2 
ACMN;  por  teorema  de 
los  puntos  medios: 

2 

X  =  A  .-.  X  =  1 


9.  En  la  figura  AB  =  BC,  AH  =  HC,  y  HM  =  ML;  hallar  x 


AALC;  se  traza  HQ  //  AL 

=>  LQ  =  QC  (teorema  de  los  puntos  medios) 

kHLC:  QM  n  BH  =  {T} 

Como:  QM  //ÁC  =>  QT 1  BH 
M:  ortocentro  dél  AHBQ 
Como:  HQ// ÁL  .\  x  =  90° 


112  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


10.  En  la  figura:  DA  =  BD,  mZAMD  =  50°  y 
AE  =  BC  +  EC,  Hallar  la  mZABC. 


Resolución: 


Resolución: 


I -  b=4n  - 1 

I - c - 1-  a  -  2n  H 

I - a - H 


De  la  figura:  c  +  a-2n  =  4n  =>  a  +  c  =  6n 
a  +  b  +  c  =  6n  +  4n  =>  a  +  b  +  c  =  lOn 


Luego: 


a  +  b  +  c 
PQ 


lOn 

n 


.  a  +  b  -i-  c 

PQ 


=  10 


AABF:  DE  es  base  média 
=*  mZADM  =  mZABF  =  x  +  0 
AADM.a  +  0  +  x=  130°  ...(1) 

AABF:  2a  +  20  +  x  =  1 80°  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  x  +  2(130°  -  x)  =  180°  x  =  80° 

11.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC  (mZB  =  90°,  AB  <  BC), 
D  e  BC  de  modo  que  DC  =  AB.  Si  AB  =  a,  hallar  la 
longitud  dél  segmento  que  une  los  puntos  medios 
de  AD. 


Resolución: 


Se  traza  AT,  de  modo  que  mZBAT  =  45° 

AABT  es  isósceles:  AB  =  BT  =  a 

En  BC:  BN  =  NC  =  a  +  n 

Luego:  TN  =  ND  =  n 

AATD:  TN  =  ND  y  AM  =  MD 

MN  es  base  média. 


12.  En  un  triángulo  ABC  acutángulo,  se  trazan  las  bi- 
sectrices  interiores  de  los  ángulos  A  y  C.  Desde  B 
se  trazan  las  perpendiculares  a  dichas  bisectrices 
PQ  1 

BP  y  BQ  respectivamente.  Si  =  z,  hallar  la  ra- 

zón  entre  el  perímetro  dél  triángulo  ABC  y  la  longi¬ 
tud  dél  segmento  PQ. 


13.  Dado  el  triángulo  ABC,  sobre  AC  se  tiene  un  punto 
F  de  modo  que  AF  ==  3FC.  En  el  triángulo  ABF  se 
traza  la  mediana  AM  cuya  prolongación  interseca  a 
BC  en  N.  Si  AM  =  17,  hallar  MN. 

Resolución: 


Dato:  AF  =  3FC  =  3n 

Se  traza  FE//ÁN  =>  Ü  =  4 
NE  3 

AFBE:  BN  =  NE  =  32 

MN  es  base  média,  por  teorema:  FE  =  2x 

Luego:  .-z2x—  =  =*  8x  =  x  +  17  .  \  x  =  4^- 

3  17  +  x  4n  7 

14.  En  un  triángulo  ABC  (recto  en  B)Ja  mZC  =  15°,  se 
traza  la  altura  BH  y  la  mediana  BM.  Por  H  se  traza 
HF  1  BM  que  al  prolongarse  interseca  en  P  a  BC. 
Si  AC  =  b,  hallar  FP 


Resolución: 


AABC,  por  propiedad:  BH  = 

AHFM  notable:  HF  =  |/3 
Pero:  BH  =  HP 

b  =  b/3+x  X=|(2-V3) 

15.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  la  altura  BH  midé 
16  y  Q  es  un  punto  de  BC,  tál  que  AQ  =  19  y 
mZBAQ  =  mZACB.  Hallar  la  distancia  de  Q  a  AC. 

Resolución: 


QF  1  AC  (distancia  de  Q  a  AC) 

Incógnita:  QF 

Prolongamos  AB  y  FQ,  hasta  R. 

Sea:  mZACB  =  a  =*  mZBAQ  =  a 
y  sea  p,  complemento  de  a  en  AQFC. 

Luego,  mZBQR  =  p  y  mZR=  a 

AAQR  es  isósceles. 

entonces:  QR  =  AQ  =  19  y  AB  =  BR 

Finalmente,  observamos  que  BH  es  base  média 

relativa  a  RF,  en  el  AAFR. 

Así:  RF  =  2(BH)  =*  19  +  QF  =  2(16)  QF  =  13 

16.  En  la  figura,  AB  1  BC;  AB  =  BC 

ÁE  1  EB;  ZEAB  s  ZECA.  Hallar  EC,  si  BE  =  2 
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Se  observa:  mZEBC  =  mZEAB  =  a 
A  fin  de  obtener  un  triángulo  congruente  al  AAEB, 
trazamos  CH  1  BE. 

Luego:  ABHC  =  AAEB 
=*  CH  =  BE  =>  CH  =  2 
De  otro  lado:  mZACH  =  mZEAB  =  p 
Siendo:  mZBAC  =  a  +  p  =  45°; 

Entonces:  mZECH  =  a  +  p  =  45° 

Así,  en  el  AEHC,  tendremos:  EC  =  CH/2 
EC  =  2V2 

17.  En  la  figura  mostrada  AB  =  BC;  AB  1  BC,  AC  1 AE 
y  AC  =  AE.  Hallar  el  valor  de  x. 


Sea  AB  =  BC  =  a.  Trazamos  EH  1  AB 
AAHE  ^  AABC:  Luego:  AH  =  HE  =  a 


En  el  triángulo  rectángulo  BHE,  los  catetos  són  en- 

cqo 

tre  sí  como  1  a  2  =>  a  =  =  26°30’ 

45°  +  x  =  90°  -  a  =*  45°  +  x  =  90°  -  26°30’ 

.\x  =  18°30’ 

18.  En  la  figura,  AABC  y  ACDE  són  equiláteros, 
BD  =  18  y  BM  =  EM.  Hallar  CM. 

B 
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Resolución: 


Por  E  trazamos  ER  //  CM,  a  fin  de  aprovechar  el 
dato  BM  =  EM. 

Luego,  por  el  teorema  de  los  puntos  medios,  en  el 
ABRE:  CR  =  BC  y  ER  =  2(CM)  =*  ER  =  2x 

Se  observa  que  AECR  ^  ADCB  (LAL) 

=>  ER  =  BD  =>  2x  =  18  x  =9 

19.  En  la  figura,  los  triángulos  ABC  y  CDE  són  equilá- 
teros,  M  biseca  AD  y  N  biseca  BE.  Demostrar  que 
el  triángulo  MCN  es  equilátero. 

Resolución: 


Bastará  probar  que:  CM  =  CN  y  p  +  <j>  =  60° 

Así  tenemos:  mZBCE  =  mZACD  =  120° 

ABCE  =  AACD  (LAL) 

Entonces  BE  =  AD  y  CN  =  CM,  por  ser  CN  y  CM 
medianas  relativas  a  lados  congruentes  BE  y  AD. 
También:  AM  =  BN  =*  AAMC  =  ABNC  (LLL) 
a  =  <|> 

y  como  (3  +  a  =  60°  =»  p  +  <j>  =  60° 
y  esto  es  suficiente,  porque  el  AMCN,  isósceles, 
tiene  mZMCN  =  60°,  resultando  equilátero. 

20.  En  la  figura:  BC  =  3;  Hallar  CE. 


Resolución: 


Sea  CH,  perpendicular  aja  bisectriz  dél  mZCAD  y 
que  prolongada  corta  a  AD  en  F. 

Luego,  por  propiedad  de  la  bisectriz:  CH  =  BC  =  3. 
En  el  ACAF,  AH  es  altura  y  bisectriz. 

=>  HF  =  CH  =  3  y  CF  =  6 
Por  tener  lados  perpendiculares: 
mZFCD  =  mZBAH  =>  mZFCD  =  2a 
Por  el  teorema  dél  ángulo  externo: 

AAEC:  mZCEF=  2a  +  4>  . 

ACFD:  mZEFC  =  2a  +  <J> 

=*  mZCEF  =  mZEFC  =*  el  AECF  es  isósceles 
(CE  =  CF) 

.*.  CE  =  6 

21.  En_  un  AABC,  se  traza  la  mediana  AM  y  luego 
BH  1  AM  (H  en  AM).  Si:  mZABH  =  a, 
mZMAC  =  2a  yAB  =  2HM. 

Hallar  el  valor  de  a. 

Resolución: 


Sea  HM  =  a  =>  AB  =  2a 

Para  lograr  que  HM  sea  base  média  en  algún  trián¬ 
gulo,  aprovechando  que  BM  =  MC,  trazamos  CQ, 
perpendicular  a  BH. 

Luego, ene[ABQC:BH  =  HQ  y  QC  =  2HM^QC  =  2a. 
Al  trazar  AQ,  el  ABAQ  resulta  isósceles  ya  que  AH 
es  altura  y  mediana. 

=*  mZAQB  =  mZABH  =  a  y  AQ  =  AB  =  2a 
Finalmente,  el  AAQC  es  isósceles: 
mZQAC  =  mZACQ  =  2a 
=*  2a  +  (90°+  a)  +  2a  =  180° 

.-.  a  =  18° 

22.  En  la  figura  adjunta:  AE  =  FC  y  mZEBF  =  90°. 
Hallar  el  valor  de  x. 
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B 


Trazamos  CR  1  AB 
mZCBR  =  mZBCR  =  45° 

Entonces:  BR  =  RC 
Sea  M  punto  medio  de  AC. 

Como  AE  =  FC,  por  dato;  entonces  AM  =  MC. 
Trazamos  las  medianas  BM  y  RM  en  los  triángulos 
rectángulos  EBF  yARC,  respectivamente. 

Luego:  EM  =  BM  =  MF  y  AM  =  RM  =  MC  (pro- 
piedad) 

El  AMRC  resulta  equilátero  =>  RC  =  RM  =  MC 
(propiedad). 

ABMF  es  isósceles  mZMBF  =  mZMFB  =  a. 

Por  ser  ángulo  externo  en  AFBC: 
a  =  x  +  15°  ...(1) 

Finalmente,  en  el  ABRM  es  isósceles: 
mZMBR  =  mZBMR  =  75°  =>  a  +  x  +  45°  =  75° 
=*  a  +  x  =  30° 

Con  (1):  x  +  15°  +  x  =  30°  x  =  7,5° 

23.  En  la  figura,  AE  =  BC;  hallar  x. 


Resolución: 


Tomamos  el  punto  O,  tál  que  mZOAE  =  x  y 
mZOEA  =  2x,  para  obtener  el  AAOE  congruente  al 
BEC  (postulado  ALA) ,  entonces  OE  =  EC  y  OA  =  BE 
Además,  como  mZBAE  =  3x  =  mZBEA. 

En  el  AABE:  AB  =  BE 

Al  trazar  OC,  resulta  al  AOEC  isósceles. 

También  el  AAOC:  OC  =  OA. 

ABOE  =  AOEC  (LAL)  =*  mZOBE  =  x 
En  el  cuadrilátero  no  convexo  AEBO: 
p  =  x  +  3x  +  x  =>  (3  =  5x 
Finalmente,  en  el  AAOB. 

2p  +  2x  =  180°  x  =  15° 

24.  Del  gráfico,  hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 


AAND  es  isósceles:  AN  =  ND. 

Trazamos  AE,  perpendicular  a  CD. 

Propiedad  de  la  bisectriz,  para  ZBCD:  AE  =  AB 

También  BN  =  EN,  mZNEC  =  mZNBC  =  3x  y 

mZANE  =  4x 

Además,  a  =  90°  -  3x  =  p 

Luego,  AAHEes  isósceles:  AH  =  HE  y  como  HE  =  HD 

=>  AH  =  HD 

Entonces,  el  AAND  es  isósceles:  NH  1  AD 
AAHN:  2x  +  4x  =  90°  .*.  x  =  15° 

25.  Calcular:  0  si  AP  =  BC  y  BP  =  PC 
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Resolución: 


En  el  triángulo  isósceles  BPC: 
mZPBC  =  mZPCB  =  20 

Construimos  el  triángulo  AQP  congruente  el  trián¬ 
gulo  BPC,  luego:  AQ  =  QP  =  BP  =  PC 
mZQAP  =  mZQPA  =  20  y  mZBAQ  =  0;  mZBPQ  =  20 
En  el  cuadrilátero  no  convexo  ABPQ,  por  propie- 
dad:  mZABP  =  120-0 
Finalmente  en  el  DABP: 

30  +  120°  -  0  =  180°  .*.  0  =  10° 

26.  En  el  gráfico,  el  AABC  es  equilátero,  AD  =  BC  y 
BE  =  ED.  Calcular  el  valor  de  x. 


ABCE  =  AACE  (LAL)  =>  AE  =  EB 
AAEB  es  isósceles  a  =  x  ...(1) 

AAEB  =  AAED  (LLL)  =>  a  =  0  +  16°  ...(2) 

Como:  a  +  0  =  60°  =>  con  (2):  0  +  16°  +  0  =  60° 

0  =  22° 

En  (2):  a  =  22°  +  16°  =  38° 

.\  En  (1):  x  =  38° 

27.  En  la  figura,  QC  =  FB  y  EF  //  QD,  Calcular  el  valor 
de  x. 


AFEB  s  AQBC  (ALA)  =>  EB  =  BC 
AEBC,  isósceles  =>  p  +  30°  =  70°  =>  p  =  40° 
Ángulo  exteriőr  AECD:  x  =  70°  +  p  =>  x  =  70°  +  40° 
/.  x  =  110° 

28.  En  un  AABC  mZA  =  78°.  La  mediatriz  de  AC  inter- 
seca  a  BC  en  el  punto  D.  Calcular  la  mZC,  sabien- 
do  que  AB  =  DC. 

Resolución: 


Incógnita:  mZC  =  x 

Como  T  es  mediatriz  de  AC,  entonces  por  el  teore- 
ma  para  esta  línea: 

DC  =  DA 

AADC  es  isósceles  =>  mZDAC  =  mZC  =  x 
y  por  ángulo  externo:  mZADB  =  mZDAC  +  mZC 
=>  mZADB  =  2x 

El  AABD  también  es  isósceles:  mZB  =  mZADB 
=>  mZB  =  2x 

Finalmente,  en  el  AABC:  mZA  +  mZB  -f  mZC  =  180° 
78°  -f  2x  +  x  =  180° 
x  =  34° 

/.  mZC  =  34° 
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29.  En  un  AABC,  mZB  =  72°  y  mZC=  42°.  Las  me- 
diatrices  de  AC  y  BC  se  intersecan  en  el  punto  0. 
Calcular  la  mZOAC. 

Resolución: 


En  el  gráfico,  mZOAC  =  x  (incógnita). 

Por  el  teorema  de  la  mediatriz: 

Para  AC  =>  OA  =  OC  =»  mZOCA  =  mZOAC  =  x 
Para  BC  =>  OB  =  OC  =>  mzOCB  =  mZOBC  =  a 
Luego,  el  AAOB  también  es  isósceles: 
mZABO  =  mZOAB  =  p 

Escribiendo  la  suma  de  medidas  de  los  trés  ángu- 
los  en  el  AABC: 

2a  +  2p  +  2x  =  180°  =>  a  +  p  +  X  =  90°  ...(1) 

Pero,  en  el  vértice  B:  a  +  p  =  72°  ...(2) 

Sustituyendo  (2)  en  (1):  72°  +  x  =  90°  =>  x  =  18° 
.-.  mZOAC  =  18° 

30.  En  la  figura  ABCD  es  un  cuadrado  y  a  =  20°,  hallar 
el  valor  de  0. 

B  C 


Resolución: 

Piden  0. 


P 


Se  formán  triángulos  congruentes. 
C^BMA  s  C^BRC  =  fc^CLD  s  L^DPA 
=>  MRLP  es  un  cuadrado. 

En  el  cuadrilátero  MRCO  se  cumple: 
45°  +  0  +  45°  +  70°  +  90°  =  360° 

.-.  0  =  110° 


31.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  ceviana  interior  BD, 
las  rectas  mediatrices  de  BD  y  AC  se  intersecan 
en  O.  Si:  AB  =  DC  y  mZDCO  =  25^  calcular  la 
mZAPC  siendo  P  la  intersección  de  AB  y  CO. 

Resolución: 


k - - k 


Incógnita:  mZAPC  =  x 
Dato:  mZDCO  =  25° 

Se  observa:  AAOB  =  ADOC  (L.L.L.) 
=*  m  +  BAO  =  25° 

Luego:  AAPC:  x  +  75°  =  180° 

.-.  x  =  105° 

32.  En  la  figura,  halle  ^  : 


Al  prolongar  BA  se  formán  triángulos  congruentes 
caso  (ALA) 

Pero  el  triángulo  formado  en  isósceles. 
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Resolución: 


Se  prolonga  EH  hasta  O,  tál 
que:  HE  =  HO 

Los  triángulos  sombreados 
són  congruentes  debido  a  que 
AH  es  mediatriz  de  OE,  caso 
ALA 

.*.  x  =  2k 


Al  trazar  BQ  1 AC  se  determina  el: 

LJ3QC  de  30°  y  60°  donde:  BQ  =  a 
kAQB  =  LPHC(ALA)  =*  AB  =  PC 
En  el  triángulo  BAP  (isósceles) 

.*.  x  =  80° 

36.  En  un  triángulo  ABC,  mZABC  =  80°  y  mZACB  =  30°, 
E  e  AC  tál  que  AB  ^  EC.  Las  mediatrices  de  AE  y 
BC  se  intersectan  en  R.  Halle  la  mZACR. 


34.  Si  BE  es  bisectriz,  calcule  x: 


Resolución: 


El  AABE  s  ABEN 
Caso  ALA 
=*  AB  =  BN  =  b 
a  =  b  +  x  .-.  x  =  a  -  b 


35.  Calcular  x,  si  AP  =  PC 


B 


Resolución: 


T 


Trazamos  CT  perpendicular  a  la  prolongación  de 
AP  en  H  (T  en  la  prolongación  de  AB)  luego: 
mZATC  =  mZACT  =  70°  y  TH  =  HC  =  a 
El  triángulo  BCT  es  isósceles  =>  BC  =  TC  =  2a 


Resolución: 


37.  Calcular  0,  si  AB  =  QC,  AP  =  PQ  y  BM  =  MC. 


B 


Resolución: 


En  el  triángulo  isósceles  ABQ,  BP  es  altura. 

En  el  kBPC:  PM  es  mediana  PM  =  BM  =  MC  y 
mZMPC  =  mZMCP  =  0 

Por  Z  exteriőr  en  el  APQM:  mZMQC  =  0  +  0  =  20 
En  el  triángulo  isósceles  BQC:  QM  1  BC 
20  +  0  =  90°  .-.  0  =  30° 


38.  E  es  un  punto  contenido  en  el  interior  dél  triángulo 
equilátero  ABC.  Si  la  mZEAC  =  0,  mZABE  =  30  y 
mZECB  =  20.  Calcular  0. 


Resolución: 

AAEC  =  ABEC 
=*  mZEBC  =  0 
Luego: 

40  =  60° 

0  =  15° 
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39.  Sea  el  triángulo  ABC,  obtuso  en  B,  mZC  =  20°, 
M  gAC  tál  que  AM  =  BC  y  la  mZMBC  =  60°.  Halle 
la  mZBAC 

Resolución: 


B 


ANBC  s  AMBA  (L.A.L.)  /.  x  =  20° 

40.  En  un  triángulo  ABC  recto  en  A,  se  ubica  el  punto  R 
en  su  interior  de  manera  que: 

mZABR  =  mZACR  =  ^mZRAC  =  ^mZRBC, 
calcule  la  mzABR 

Resolución: 


En  primer  lugar  se  traza  AN,  de  modo  que: 

mZNAC  =  0 

El  ARAN  es  isósceles: 

mZRAN  =  mZRNA  =  26 

Ahora  observa:  mZMRN  =  90°  -  40  +  20 

mZMRN  =  90°  -  20  =>  BM  1  AN 

Luego  el  ABAN  es  isósceles. 

Por  teorema  de  la  bisectriz  de  un  ángulo: 

MN  =  NQ  =  a 

L.NQC  es  notable  (30°  y  60°) 
mZNCQ  =  30° 

kAPC:  30  +  0  +  30°  =  90°  =>  40  =  60°  0  =  15° 

41 .  El  ángulo  A  de  un  triángulo  ABC  midé  30°.  Se  traza 
la  ceviana  BF  con  la  condición  que: 

AF  =  BC  y  BF  =  FC.  Calcular  la  mZFBC. 

Resolución: 

Consideremos  dós  casos: 

1.°  Caso 


P 


Si:  mZABF  >  90°  A  mZAFB  =  2x  <  60° 

Y  al  construir  el  triángulo  equilátero  APF,  el  lado  PF 
no  interseca  a  AB; 

Luego:  AP  =  PF  =  AF  y  mZPAB  =  mZBAF  =  30°; 
APAB  s  ABAF  (LAL)  =>  PB  =  BF 
APBF  s  ABFC  (LLL)  =>  mZBFP  =  mZBCF  =  x 
Finalmente:  x  +  2x  =  60°  x  =  20° 

2.°  Caso 


Si  mZABF  <  90° 

Construimos  el  triángulo  equilátero 
APF  con:  AP  =  PF  =  AF, 
mZPAB  =  mZBAF  =  30° 

APAB  =  ABAF  (LAL)  =>  PB  =  BF 

APBF  =  ABCF  (LLL)  =>  mZPFB  =  mZBCF  =  x 

En  el  AFBC:  60°  +  x  =  x  +  x 

.*.  x  =60° 

42.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  cevianas  AE  y 
BF  de  modo  que: 

AE  =  EC,  AB  =  BF,  mZFBC  =  45°  mZACB  =  15°. 
Calcular  la  mZBFE. 

Resolución: 


B 


Construimos  el  triángulo  equilátero  ATE, 
Luego:  AE  =  AT  =  ET  y  mZFAT  =  45° 
AAFT  =  AABE  (LAL) 

=>  mZATF  =  30°  y  mZFTE  =  30° 
AATF  s  AFTE  (LAL):  AF  =  FE 

En  el  ABFE:  mZE  -  mZFBE  =  45° 

45°  +  45°  +  x  =  180°  .-.  x  =  90° 

43.  En  la  figura:  AB  =  TC  =  SC.  Calcular  x 
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Resolución: 


_ a 

a 


Trazamos  la  ceviana  BE  con  la  condición: 
mZTBE  =  48° 

Luego:  el  triángulo  ABE  resulta  ser  isósceles 
mZABE  =  mZAEB  =  66° 

Donde:  AB  =  AE  =  a,  también  el  AEBT  es  isósce¬ 
les  donde:  BE  =  BT 
AABE  =  ATBC  (LAL) 

=>  AB  =  BC  =  a; 

además  mZACB  =  48°  y  mZEBC  =  18° 

En  el  triángulo  isósceles  BCS: 

mZBSC  =  mZSBC  =  84°  y  mZBCS  =  12° 

De  donde:  mZSCT  =  48°  -  12°  =  36° 

Finalmente  en  el  triángulo  isósceles  LCT 
x  +  66°  =  72° 
x  =  6° 


44.  Calcular  0,  si  BP  =AC  y  ZBAP  s  ZPAC 


B 


B 


BC),  con  la  condición  que:  mzCAQ  =  40 
Luego:  mZCQA  =  90  y  ABAQ  isósceles:  AB  =  AQ 
Los  triángulos  ABP  y  CAQ  són  congruentes  (LAL); 
=*  mZBAP  =  mZAQC  =  90  =>  mZPAC  =  90 
AABC:  180  +  90  +  130  =  180°  0  =  4,5° 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  m 


PROBLÉMA  1  (UNI  2007  - 1) 

En  el  interior  de  un  triángulo  ABC  (AB  =  BC),  se  torna  el 
punto“P”talquePB=AC,mZPBA=  10°  y  mZPBC  =  30°. 
Halle  mZPAB. 

A)  10°  B)  15°  C)20° 

D)25°  E) 30° 

Resolución: 

Sea: 


B 


Hemos  construido  un  triángulo  equilátero  (AABQ),  ade¬ 
más  tenemos  un  triángulo  isósceles  (ABCQ)  cuyos  án- 
gulos  de  igual  medida  són  de  80°. 

Del  gráfico  tenemos  dós  triángulos  congruentes: 


AABP  ^  AACQ  (caso  LAL) 
x  =  20° 


Clave  C 


PROBLÉMA  2  (UNI  2012  -  II) 

En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD,  la  mediatriz  de  AD 
pasa  por  C. 

Si:  mZCBD  =  30°,  mZBDA  =  40°  y  mZDAB  =  70°, 
calcule  la  mZCDB 

A) 8°  B) 10°  C)12° 

D)  15°  E)  17° 

Resolución: 


Piden:  x 
BD  =  AD  =  2n 

kBDF  (NŐT  30°  y  60°)  =*  DF  =  n 


Resolución: 
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kCMD  ^  kCFD  =»  x  +  40°  +  x  =  60° 
x  =  10° 

Clave:  B 


PROBLÉMA  3  (UNI  2012  -  II) 

<j,Cuál  es  el  menor  valor  entero  que  puede  tomar  “k” 
siendo  “a”  constante? 


A)  1 
D)  4 

Resolución: 


Piden:  !<„, 

DH  =  DB  =  a 
kCHD  aK  >  a 

Kminent  =  2 


E)  5 


K  >  1 


lak 


Clave:  B 


PROBLÉMA  4  (LM  2014  - 1) 

En  la  figura,  BF  =  3  y  ED  =  4. 

Calcule  el  valor  dél  segmento  CF  (en  u). 


Piden:  x 

Se  prolonga  CE  =*  CE  =  EF 
kCDE  =  kEMF  =>  EM  =  4 
x  +  3  =  8 
x  =  5 


Clave:  B 


PROBLÉMA  5  (LM  2014  -11) 

En  un  triángulo  equilátero  ABC,  sobre  la  altura  AH 
(H  e  BC)  se  tonna  el  punto  E  y  en  la  prolongación  de 
AC  se  torna  el  punto  d(Ce  AD),  tál  que  EC  =  CD  y 
AC  =  ED.  Halle  mZHED. 

A)  40°  B)  45°  C)  48° 

D)  50°  E)  52° 

Resolución: 


Piden:  x 

AEHC  =  AMCD  (LLL) 

=>  mZECH  =  0 
luego:  20  +  0  =  60° 

=>  0  =  20°  =>  x  +  20°  +  20°  =  90 
x  =  50° 


A)  4,5 
D)  6 


B)  5 
E)  6,5 


C)  5,5 


Clave  D 
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1. 


2. 


3. 


PROBLÉMÁS 


En  la  figura,  calcular  el  ángulo  a. 


En  la  figura,  calcular  el  perímetro  dél  triángulo. 


PROPUESTOS 

A)  45“ 

B)  30° 

C)  60° 

D)  75° 

E)  15° 

6.  En  la  siguiente  figura,  calcular  a. 


D)  22,5°  E)  30° 


A)  22  +  V8  B)  22  +  V47  C)  22  +  V63 

D)  22  +  2^31  E)  22  +  ff 

En  la  siguiente  figura,  se  tiene:  a  =  30°,  p  =  60°, 
DC  =  5  m.  Calcular  la  longitud  de  AB. 


7.  En  el  triángulo  ABC  de  la  figura,  BM  es  mediana. 
Hallar  el  valor  dél  ángulo  ^ . 

B 


A)  10°  B)  12°  C)5°  D)  15°  E)  18° 

8.  En  la  figura:  AB  =  1  y  AB  =  BC/2,  calcular  el  perí- 
metro  dél  triángulo  ABC. 


A)  2/3  +  1  B)  2fZ  C)3+V3 

D)  V3+  1  E)  4/3 


4.  En  un  triángulo  ABC,  la  medida  dél  ZABC  es  igual 
a  128°.  Las  mediatrices  de  AB  y  BC  cortan  a  AC 
en  los  puntos  R  y  S,  respectivamente.  Calcular,  la 
suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  ABR  y  SBC. 

A)  40°  B) 48°  C)  50° 

D)  52°  E)  64° 

5.  Calcular  el  ángulo  x,  (donde  TM:  mediana). 


9.  PQR  es  un  triángulo  equilátero  de  lado  16.  Por  A 
punto  medio  de  PQ,  se  traza  AB  perpendicular  a 
PR;  por  B  se  traza  BC  perpendicular  a  QR.  ^Cuán- 
to  midé  BC? 


A)  3V3 
D)  6V3 


Q 


B)|V3 
E)  9-Í3 


R 

C)  |V3 
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10.  En  un  triángulo,  dós  ángulos  consecutivos  miden 
60°  y  45°  y  el  lado  adyacente  a  estos  ángulos,  midé 
10  m.  Calcular  la  medida  dél  lado  opuesto  al  ángu- 
lo  de  60°. 

A)  12 -376  B)  15/2  -576 

012/3-3/2  D)  75  -  72 

E)  5/2  -2/3 

11.  En  la  figura,  SV  «  16  m,  Calcular  SP. 


A)  9  m  B)  12  m  C)4m 

D)  10  m  E)  8  m 

12.  En  un  AABC  se  traza  la  ceviana  BD,  tál  que: 

AB  ^  CD  y  D  esté  en  el  lado  AC.  Además, 
mZABD  =  60°  y  mzBAC  =  20°.  Calcular  la 
mZBCA. 

A)  15°  B)  30°  0  25° 

D)  22°30’  E)  20° 

13.  En  la  figura,  AT  =  5,  BC  =  10;  L  es  una  recta  or- 
togonal  a  la  bisectriz  dél  ángulo  B.  Si  AM  =  MC, 
determinar  la  medida  de  TB. 


A)  11  B) 12  C) 13 

D)  14  E) 15 

14.  El  perímetro  de  un  triángulo  rectángulo  es  20  m  y 
unó  de  sus  ángulos  agudos  midé  37°.  Calcular  la 
longitud  de  la  altura  relativa  a  la  hipotenusa. 

A)  8  m  B)  3  m  C)  4  m 

D)  5  m  E)  6  m 

15.  En  el  gráfico,  ABC  es  un  triángulo  isósceles 
(AB  =  BC).  PQ  //  ÁC;  PE  =  3  cm;  PF  =  5  cm  y 
NQ  =  7  cm.  Calcular  QD. 


A)  12  cm  B)13cm  C)14cm 

D)15cm  E)16cm 

16.  Calcular  x. 


T 


A)  22°30’  B)  20°30’  C)  18°20’ 

D)  18°30’  E)  20°18’ 


17.  En  la  figura,  AB  =  BC;  calcular  QC,  si  AQ  =  8 
PC  =  2 


A)  20°  B)  25°  C)  30° 

D)  45°  E)  37° 


19.  Calcular  0. 


D)  30°  E)  15° 
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20.  Calcular  x,  si  los  triángulos  ABR  y  PBC  són  equi- 
láteros. 


D)  53°  E)  60° 


A)  14°  B)27°30’  C)18°30' 

D)  37°  E)  45° 

25.  Del  gráfico,  calcular  AE,  si:  BC  =  36  y  EC  =  24. 
Además,  AB  =  AC. 


21.  En  la  figura  mostrada,  BD  =  DC,  calcular  x. 


A)  10°  B)  12°  C)  15° 

D)  18°  E)  20° 

22.  El  triángulo  ABC  ha  rotado,  calcular  x,  si 
mZA  =  37°. 


D)  6572  E)  28° 

23.  Del  gráfico,  calcular  9. 


A)  15°  B)  18°30’  C)  26°30’ 

D)  22°30’  E)  16° 


D) 66  E)  60 

26.  Calcular  x.  Si:  AP  =  1 ;  PB  =  2;  PC  =  3  y  AB  =  BC 


A)  100°  B)  110°  C)  120° 

D)  135°  E)  150° 

27.  Del  gráfico,  calcular  x,  si:  AB  =  AD  +  DC. 

B 


24.  Si  AP  =  BC  y  AM  =  MB,  calcular  x. 


A)  10‘ 
D)  18' 


B)  12' 
E)  36' 


C)15' 
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28.  Calcular  x,  en  función  de  0. 


A)  29  B)  0  00  +  15° 

D)  0  +  30°  E)  60°  +  0 

29.  Calcular  x. 


A)  9°  B)  18°  0  30° 

D)  36°  E)  54° 

30.  Del  gráfico,  calcular  DP,  si:  AB  =  5,  BC  =  4  y 
AD  =  DE 


A)  1°  B)  2°  C)4° 

D)  3°  E)  5° 

31.  En  la  figura  mosfrada,  AB  =  CD  calcular  x. 


A)  8°  B)  10°  C)12° 

D)  15°  E)  18° 

32.  En  la  figura  mosfrada,  AB  =  CD  calcular  a. 


D) 20°  E)  25° 

33.  Se  ubica  un  punto  P  en  el  interior  de  un  triángulo 
ABC,  fal  que:  AP  =  AB  =  BC  Si  mzACP  =  30°  y 
mZCAP  =  10°,  calcular  la  mZBAP. 

A)  20°  B)  40°  C)  30° 

D)  10°  E)  15° 

34.  Calcular  x. 


D)  15°  E)  18° 

35.  Del  gráfico,  calcular  RM,  si  (BD)2  +  (BE)2  =  100. 


D)  8  E) 6 

36.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  altura  BH  en  la 
cual  se  ubica  el  punto  P,  tál  que  mzABH  =  18°  y 
mZPAB  =  12°.  Si  BC  =  AB  +  AP,  calcular  la  mZACB. 

A)  18  B)  15  C)32 

D)  16  E)  36 

37.  En  el  triángulo  ABC  se  traza  la  bisectriz  interior  AF 
(F  en  BC)  y  la  ceviana  BD  que  són  perpendicula- 
res.  Si  el  punto  D  pertenece  a  la  mediatriz  de  FC  y 
AF  =  FC,  calcular  la  mZFCD. 

A)  18°  B)  20°  0  30° 

D)  36°  E)  45° 
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38.  Si  DC  =  2DH,  calcular  el  valor  de  0. 


D)  18°  E)  48° 


39.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B, 
se  traza  la  altura  BH  y  la  ceviana  AP  que  se  inter- 
secan  en  Q.  Si  mZBAP  =  mZBCAy  la  mediatriz  de 
HP  contiene  al  vértice  B,  calcular  BQ/BC. 


A)  1/2 


B)  1/3 


C) 


75-1 

2 


40.  Según  el  gráfico,  ^  =  £§•  =  1,  Calcular  PB/RQ. 
ML  ÜK 


44.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC  se  ubica  un  punto 
interior  P,  tál  que  AP  =  BC,  mZBAC  =  mZPCA  y 
mZBAP  =  mZBCP.  Calcular  mZBAC. 

A)  15°  B)  60°  C)37°  D)  30°  E)  45° 

45.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra- 

za  la  bisectriz  interior  AF  y  la  ceviana  interior  C|M, 
tál  que  mZNCB  =_mZBAF.  Si  CN  =  8,  calcular  la 
distancia  de  C  a  AF. 

A)  1  B)  5  C)3  D)  6  E)  4 

46.  En  un_triángulo  ABC  se  traza  la  altura  BH  y  la  ce¬ 

viana  CD,  tál  que:  BC  =  CD.  Calcular  la  mZCDH, 
si  mZBAC  =  60°  y  mZDCA  =  15°. 

A)  15°  B)  45°  0  30° 

D)  20°  E)  60° 

47.  De  la  figura  mostrada,  calcular  el  valor  de  x. 


D)  40°  E)  35° 

48.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  la  me¬ 
diatriz  de _AC  y  la  bisectriz  dél  ZBAC  se  intersecan 
en  P.  Si  PH  1  BC  (H  en  BC)  y  50(PH)  =  11  (AC), 
calcular  mZACB. 


41.  En  los  lados  BC  y  AC  de  un  triángulo  rectán¬ 
gulo  ABC,  recto  en  B,  se  ubica  P  y  Q,  respec- 
tivamente  de  modo  que  mZPAC  =  2(mZPAB), 
mZAPQ  =  mZACB  y  BP  =  3  cm.  Calcular  PQ. 

A)  3  cm  B)  3/2  cm  C)  3/3  cm 

D)  1  cm  E)  6  cm 

42.  En  un  AABC  se  traza  la  mediana  AM  y  en  el 
AABM  se  traza  BP  1  AM  (P  e  AM),  tál  que 
mZABP  =  3(mZMAC).  Calcular  la  mZMAC,  si 
AP  =  2PM 

A)  18°  B)  20°  C)15° 

D)  36°  E)  24° 

43.  Exteriormente  a  un  triángulo  rectángulo  isósceles 
ABC,  recto  en  B,  y  relativo  a  AC  se  ubica  el  punto 
P  de  modo  que  la  mZAPC  =  135°;  luego  las  me- 
diatrices  de  AP  y  PC  intersecan  a  AC  en  M  y  L, 
respectivamente  calcular  la  mZMBL. 


A)  14°  B)  37°  C)15° 

D)  18°  E) 16° 

49.  Si  r  es  mediatriz  de  AC,  AM  =  PC  y  QM  =  PQ, 
calcular  el  valor  de  x. 


C 

A)  60°  B)  80°  C)  50° 

D)  65°  E)  70° 

50.  Se  tiene_un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  A, 
se  traza  AH  perpendicular  a  la  bisectriz  interior  dél 
ángulo  B  (el  punto  H  ubicado  en  dicha  bisectriz).  Si 
AC  =  2(BH),  calcular  la  mZC. 


C)  15° 


A)  10°  B)  25° 

D)  30°  E)  36° 


A)  37£ 
D)  45' 


B)  53' 
E)  35' 


C)  22,5' 
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51.  Se  tiene  los  triángulos  equiláteros  ABC  y  PMQ,  tál 
que  PQ  c  AC  y  M  es  punto  de  la  región  interior 
dél  triángulo  ABC,  además  P  pertenece  a  AQ.  Si 
AC  =  2(PQ)  =  4  L,  calcular  la  longitud  dél  segmen- 
to  que  une  los  puntos  medios  de  AM  y  BQ. 

A)  2  L  B)  L  C)Í3L 

D)  2V3  L  E)  3  L 

52.  En  el  triángulo  ABC,  la  distancia  de  B  al  excentro  E 
relativo  a  BC  es  el  doble  de  la  distancia  de  B  al  lado 
AC.  Si  BC  =  CE,  calcular  la  mZACB. 


A)  30° 
D)  36° 


B)  40° 
E)  37° 


060° 


53.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  ceviana  interior  AD 
de  modo  que  AB  =  DC,  además: 

mZDAC  =  ÍÜ^ACD  _  mZBAC  calcular  la  mZDAC. 
2.  5 


A)  12° 
D)  10° 


B)  16° 
E)  15° 


C)  18° 


54.  Calcular  el  valor  de  x,  si  4(BM)  =  9(MN)  y 
AB  =  AM  =  MC. 


D)  53° 


E)  75° 


55.  En  la  figura,  AP  =  PB.  Calcular  el  valor  de  x. 
A 


A)  26,5° 
D)  30° 


B)  18,5° 
E)  22,5° 


015° 


56.  En  la  figura,  ABCD  es  un  romboidé,  si  R  dista  3  y 
10  de  AD  y  AB  respectivamente,  calcular  PQ. 


A)  3 


57.  En  la  figura,  mzBCO  =  mZDCE  =  37°,  AB  =  15; 
BO  =  OD,  calcular  OE  (ABCD:  paralelogramo). 


A)  8 


E)  12 


58.  En  la  figura,  ABCD  y  DEFG  són  cuadrados,  B  y  F 
distan  de  ÁS  7  cm  y  2  cm  respectivamente,  cal¬ 
cular  AG. 


A)  5  cm 
D)  8  cm 


B)  6  cm 
E)  9  cm 


C)  7  cm 


59.  En  la  figura,  ^  ^  =  1  y  MN  =  15,  calcular  AB. 

MD  LC 


60.  Según  el  gráfico,  calcular  BC,  si  AD  =  2  y  MD  =  DC 


A)  1 
D)  4 


E)  5 


61.  En  un  triángulo  ABC,  sobre  BC  se  ubica  el  punto  P. 
Si:  BC  =  AP,  3mZBAP  =  15mZPAC  =  ömZBCA, 
calcular.  mzPAC 


A)  7°30’  B)  8° 


C)  10° 


D)  12°  E) 15° 


62.  En  un  triángulo  isósceles  ABC,  AB  =  BC  exte- 
riormente  y  relativo  al  lado  AC,  se  ubica  un  punto 
D.  Si:  AC  =  CD  y  AC  biseca  a  BD  en  el  punto  P, 
calcular:  mzCAD,  donde  2mZBAC  =  3mZACD. 

A)  45°  B)  50°  C)  60° 

D)  75°  E)  80° 


B)  2 


C)2,5  D)  1,5  E)  1 
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63.  En  un  triángulo  ABC,  se  ubica  un  punto  interior 
P.  Si:  mZPBC  =  60;  mZPCA  =  mZPAC  =  20, 
mZBCP  =  30;  mZBAP  =  50,  calcular0. 

A)  4°  B)  5°  C)  9° 

D)  10°  E)  6° 

64.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  ceviana  BF. 
Si  AB  =  FC,  mZBAC  =  30°,  mZFBC  =  45°;  calcu- 
lar  mZBCA. 

A)  12°  B)  15°  C)20° 

D)  30°  E)  22°30’ 

65.  Por  el  punto  medio  D  dél  lado  AC  de  un  triángulo 
ABC,  se  levanta  una  perpendicular  a  dicho  lado, 
la  cual  interseca  en  E  a  BC.  Sobre  DC  se  ubica  el 
punto  F,  tál  que:  AB  =  FC,  las  prolongaciones  de 
FE  y  AB  se  intersecan  perpendicularmente  en  P 
Si:  EP  =  ED  calcular  mZBFE. 

A)  10°  B)  12°  C)15°  D)  20°  E)  18° 

66.  Calcular  x. 


A)  30°  B)  32°30’  C)31° 

D)  26°30’  E)  37° 

67.  Calcular  x. 


69.  Calcular  x. 


D)  60°  E)  53° 

70.  Si  AC  =  BD,  calcular  x. 

B 


A)  50°  B)  38°  C)40°  D)  45°  E)  53* 

71.  Calcular  x. 


T 


A)  31°  B)  37°  C)  40°30’ 

D)  45°  E)  34°30’ 


D)  53°  E)  37° 

68.  Calcular  x. 


A)  30°  B)  37°  C)45°  D)  53°  E)  60' 


72.  Calcular  x. 


D)  30°  E)  31° 

73.  Si  M,  N  y  P  puntos  medios  de  BC,  AB  y  AC  respec- 
tivamente.  Calcular  x,  si  además  BE  =  2  y  BD  =  4. 
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A)  30°  B)  35°  0  31° 

D)  36°  E)  37° 


74.  De  la  figura,  calcular  x.  Si  BP  =  AC  y  AD  =  DP. 


D) 120°  E) 150° 

75.  Si  BC  =  CD,  calcular  x. 


D) 22°30'  E)  18° 

76.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si:  AB  =  CD. 


D)  15°  E)  18° 


77.  En  la  figura,  calcular  a,  si  AB  =  CD. 


D)  12°  E)  15° 

78.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 
AM,  AB  =  BC  y  BM  =  AC  -  AM.  Calcular  mZMAC. 

A)  10°  B)  15°  C)20° 

D)  25°  E)  30° 


79.  En  la  figura  mostrada,  calcular  x. 


80.  En  la  figura  mostrada,  DE  =  1 8,  FC  =  24,  GC  =  16. 
Calcular  MN,  si  M  y  N  puntos  medios  de  EF  y  DG, 
respectivamente. 


82.  Si  BE  =  1  cm;  EC  =  2  cm;  BF  =  3  cm,  calcular  EF. 


D)  /7 cm  E)  2/5  cm 


A)  12* 
D)  18' 


B)  15( 
E)  20' 
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84.  En  el  gráfico,  BC  =  AD,  calcular  0. 


D)  18°  E)  20° 

85.  En  ia  figura,  calcular  a. 


D)  15°  E)  18° 


C)  10° 


89.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  AD  =  BC. 


90.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  AD  =  DC. 


86.  En  la  figura,  calcular  x. 


D)  30°  E) 22°30’ 

87.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  AD  =  BC. 
B 


88.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  AD  =  BC. 


91.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si:  AB  =  DC. 


D) 4572  E) 1572 

92.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  AD  =  BC. 


93.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  AD  =  BC. 


94.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  ST  =  DV 


D)  18°  E)  20° 

95.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  AD  =  DC. 


96.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  AD  =  DC. 


D)  15°  E)  30° 

97.  Interiormente  a  un  triángulo  ABC  se  ubica  el  punto 
P,  tál  que  mZPAB  =  mZPAC  =  20°,  mZABP  =  30° 
y  mZPCA  =  10°.  Calcular  la  mZPCB. 

A)  10°  B)  20°  C)30° 

D)  45°  E)  37° 

98.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B, 
AB  =  6  cm,  BC  =  8  cm,  se  traza  la  altura  BH,  las 
bisectrices  exteriores  de  los  ángulos  A  y  C  interse- 
can  a  la  prolongación  de  BH  en  P  y  Q,  respectiva- 
mente.  Calcular  PQ. 

A)  6  cm  B)  3  cm  C)  24  cm 

D)12cm  E)18cm 

99.  En  un  triángulo  ABC,  se  ubica  un  punto  interior  P, 
tál  que  la  mZPAB  =  2(mZPAC),  AB  =  AP  y  CP  es 
bisectriz  dél  ZBCA.  Calcular  la  mZAPC. 

A)  120°  B)  100°  0150° 

D) 140°  E) 135° 
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100. En  un _ triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en 

B;  en  BC  se  ubica  los  puntos  M  y  N  tál  que 
mZBAM  =  mZMAN  =  mZNAC;  luego  se  traza 
NH  perpendicular  a  AC  (H  en  AC)  de  modo  que 
MC  =  2(HC).  Calcular  la  mZBCA. 

A)  36°  B)  18°  0  54° 

D)  72°  E)  31° 

101. En  un  triángulo  isósceles  ABC,  la  mZABC  =  120°, 
en  BC  y  AB  se  ubican  los  puntos  M  y  N,  respec- 
tivamente;  si  AM  =  b,  CN  =  c,  MN  =  a,  calcular 
la  medida  dél  ángulo  que  determinan  AM  y  CM  si 
en  el  triángulo  PQR  (PQ  =  a;  QR  =  b;  PR  =c)  la 
mZPRQ  =  20°. 

A)  20°  B)  40°  C)  30° 

D)  60°  E)  45° 

102. En  la  región  interior  de  un  triángulo  equilátero  ABC 
se  ubica  el  punto  P,  tál  que  mZAPC  =  90°;  luego 
se  traza  exteriormente  al  triángulo  APC  los  trián- 
gulos  equiláteros  APE  y  PCF.  Calcular  la  mZEBF. 

A)  90°  B)  100°  0120° 

D) 150°  E) 180° 

103. En  un  triángulo  ABC,  la  mZACB  =  143°;  exterior¬ 
mente  y  relativo  a  AB  se  ubica  el  punto  P,  de  modo 
que  PA  =  AB  y  mZPAB  =  53°;  luego  se  traza  PH 
perpendicular  a  AC  (H  en  AC).  Si  AH  =  6  cm,  cal¬ 
cular  HC. 

A)  4  cm  B)  5  cm  C)  3  cm 

D)  2  cm  E)  2,5  cm 

1 04.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  bisectrices  interiores 
AN  y  BM,  si  AB  +  BN  =  AM  +  BM  y  la  mZBAC  =  60°. 
Calcular  la  mZBCA. 

A)  30°  B)  50°  C)  40° 

D)  80°  E)  60° 

105. En  un  triángulo^  acutángulo  ABC  se  trazan  las 
alturas  AM  y  BN,  las  cuales  se  intersecan  en  H, 
en  las  prolongaciones  de  AM  y  BN  se  ubican  los 
puntos  A’  y  B’,  respectivamente,  tál  que  AA’  =  BC; 
BB’  =  AC.  si  A’B’  interseca  a  HC  en  P  y  PC  =  AB, 
calcular  la  mZAPB. 

A)  60°  B)  45°  C)  53° 

D)  37°  E)  90° 

106. En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra¬ 
za  la  bisectriz  interior  BD  y  CH  perpendicular  a  la 
prolongación  de  BD  (H  en  dicha  prolongación),  si 
BD  =  HD,  calcular  la  mZHAC. 

A) 22°30’  B)  37°  C)  53° 

D)  5372  E)  3772 

107. En  el  gráfico  se  muestra  un  cuadrado  ABCD;  si 
EG  //  CF  y  AE  =  CF,  calcular  el  valor  de  x. 
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D)  26°30’  E)  30’ 

108. Se  tiene  los  triángulos  equiláteros  ABC  y  PMQ,  tál 
que  PQ  c  AC  y  M  es  punto  de  la  región  interior 
dél  triángulo  ABC,  además  P  pertenece  a  AQ.  Si 
AC  =  2(PQ)  =  4  L,  calcular  la  longitud  dél  segmen- 
to  que  une  los  puntos  medios  de  AM  y  BQ. 

A)  L/2  B)2L  C)L/5 

D)  L  E)  L/3 

109. En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra- 
za  la  altura _BH  y  la  bisectriz  dél  ángulo  ABH  que 
interseca  a  AH  en  P,  luego  se  traza  la  bisectriz  dél 
ángulo  APB  que  interseca  á  la  prolongación  de  CB 
en  Q  y  además  se  traza  la  bisectriz  dél  ángulo  PQB 
que  interseca  a  PB  en  R.  Calcular  BR  si  PQ  =  a  y 


BQ  =  b. 

A)  a  2  b 

B)  a  -  b 

C)a  +  b 

D)a  +  b 

E)  VIb 

IIO.Exteriormente  a  un  triángulo  rectángulo  isósceles 
ABC,  recto  en  B  y  relativo  a  AC,  se  ubica  el  punto 


P  de  modo  que  la  mZAPC  =  135°,  luego  las  me- 
diatrices  de  AP  y  PC  intersecan  a  ÁC  en  M  y  L, 
respectivamente,  calcular  la  mZMBL. 

A)  37°  B)  53°  C)15° 

D)  45°  E)  35° 

111.  Interiormente  a  un  triángulo  isósceles  ABC  don- 
de  la  mzABC  =  100°  se  ubica  el  punto  M;  tál 
que  mZMCA  =  20°  y  mZMAC  =  30°,  calcular  la 
mZMBA. 

A)  22°  B)  30°  C)  1 0°  D)  20°  E)  1 8° 

112.  En  la  figuraa  +  p  =  37°;  AE  =J0  y  PQ  =  4/2 .  Py 
Q  són  puntos  medios  de  AE  y  DC  respectivamente. 
Calcular  DC. 


D)  17  E) 18 

113.En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  en  AC 
y  BC  se  ubican  los  puntos  P  y  Q,  respectivamen¬ 
te,  de  modo  que  AB  =  PC;  mZBAQ  =  mZQCP  y 
PQ  1  AC,  calcular  mZQAP. 

A)  40°  B)  30°  C)  25° 

D)  27°  E)  36° 
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Charles  Hermite  náció  en  Dieu- 
ze  el  24  de  diciembre  de  1822  y 
murió  en  Paris  el  1 4  de  enero  de 
1901.  Fue  un  matemático  francés 
que  investigó  en  el  campo  de  la 
teória  de  números  sobre  las  for¬ 
más  cuadráticas,  polinomios  or- 
togonales  y  funciones  eíípticas,  y 
en  el  álgebra.  También  es  cono- 
cido  por  la  interpoláción  polinó- 
mica  de  Hermite.  Además,  fue  el 
primero  que  demostró  que  «e»  es 
un  numero  trascendente  y  no  la 
raíz  de  una  ecuación  algebraica 
o  polinómica  con  coeficientes 
racionales.  Varias  entidades  ma- 
temáticas  se  llaman  hermitianas 
en  su  honor. 


Fue  titular  de  la  cátedra  de  Ál¬ 
gebra  superior  en  la  Facultad  de 
Ciencias  de  Paris,  sucediendo  a 
Jean-Marie  Duhamel  de  1871  a 
1898,  y  profesor  de  Análisis  en  la  École  Polytechnique  de  1869  a  1878.  Charles  Hermite  entró 
a  formar  parte  de  la  Academia  de  Ciencias  Francesa  en  1856  en  sustitución  de  Jacques  Binet  y 
pasó  a  presidirla  en  1890.  Fue  nombrado  gran  oficial  de  la  Légión  de  Honor  y  recibió  la  Gran 
Cruz  de  la  Estrella  Polar  de  Suecia.  Se  casó  con  la  hermana  dél  matemático  Joseph  Bertrand  y 
fue  suegro  dél  matemático  Emilé  Picard  y  dél  ingeniero  Georges  Forestier.  La  mayor  parte  de 
sus  obras  fueron  recopiladas  y  publicadas  después  de  su  muerte  por  Emilé  Picard. 


Fuente:  Wikipedia 
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<ü  DEFINÍCIÓN 

Polígono  es  la  figura  que  resulta  de  unir  trés  o  más 
puntos  no  colineales  mediante  segmentos  de  recta  no 
secantes  y  además  deben  de  estar  unidos  en  forma 
consecutiva  y  en  cada  vértice  solo  deben  de  concurrir 
dós  lados. 


AB  u  BC  u  CD  u  DE 


Elementos: 

•  Vértices  (A;  B;  C;  ...) 

•  Lados  (ÁB;  BC) 

•  Ángulos  interiores  (ZA;  ZB; ...) 

•  Ángulo  exteriőr  (e). 

•  Diagonal  (BE) 


Un  polígono  convexo  se  origina  de  una  poligonal  con- 
vexa  (como  en  el  gráfico  anterior).  Su  contorno  no  pue- 
de  ser  cortado  más  que  en  dós  puntos,  por  una  recta 
que  no  sea  un  lado.  Un  polígono  no  convexo  o  cóncavo 
se  obtiene  de  una  poligonal  no  convexa,  su  contorno 
puede  ser  cortado  en  más  de  dós  puntos  por  una  recta 
que  no  sea  un  lado. 


Hexágono  no  convexo 
Según  el  número  de  lados,  un  polígono  se  llama: 


Triángulo 

Cuadrilátero 

Pentágono 

Hexágono 

Heptágono 

Octógono 

Nonágono 

Decágono 

Endecágono 

Dodecágono 

Icoságono 


3  lados 

4  lados 

5  lados 

6  lados 

7  lados 

8  lados 

9  lados 

10  lados 

11  lados 

12  lados 
20  lados 


Otros  se  mencionan  según  su  número  de  lados. 
Por  ejemplo,  polígono  de  19  lados. 


<♦  CLASIFICACIÓN  DE  LOS  POLÍGONOS 
Equilátero 

Tiene  todos  sus  lados  congruentes. 


Equiángulo 

Tiene  todos  sus  ángulos  congruentes. 


Regular 

Sus  lados  y  ángulos  són,  respectivamente,  congruen¬ 
tes.  Todo  polígono  regular  puede  ser  inscrito  y  circuns- 
crito  a  dós  circunferencia  que  tienen  el  mismo  centro. 
(Ver  figura). 


c:  ángulo  Central 


Si  “n”  es  el  número  de  lados  dél  polígono: 

c  =  560! 


Alabeado 

Sus  lados  están  contenidos  en  diferentes  planos. 

Ejemplo: 

Hexágono  alabeado  ABCDEF:  (AD  es  una  diagonal) 


Estrellado. 

Se  origina  al  prolongar  los  lados  de  un  polígono  con¬ 
vexo.  El  pentágono  es  el  polígono  estrellado  de  menor 
número  de  lados. 

Ejemplo: 

Pentágono  estrellado  ABCDE. 

Lados:  AC;  CE;  ... 

Vértices  o  puntas:  A;  B;  ... 
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<4  PROPIEDADES  Y  FÓRMULAS 

1.  En  todo  polígono  el  número  de  lados  es  igual  al 
número  de  vértices  e  igual  al  número  de  ángulos 
interiores. 


2. 


3. 


En  todo  polígono,  de  n  lados,  desde  cada  vértice, 
se  pueden  trazar  (n  -  3)  diagonales. 

El  número  totál  de  diagonales,  es: 

D  _  n(n-3) 


La  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  interiores 
es: 


Si=  180°(n  -  2) 


(Válida  para  todo  polígono  convexo  y  no  convexo, 
a  excepción  de  los  estrellados  y  alabeados). 


Éjem  pl  os : 

•  Sj=  180°(5  -  2) 
S|=  540° 


•  Sj=  180°(6  -  2) 

Sj=  720° 


4. 

5. 

6. 


En  todo  polígono  convexo,  las  medidas  de  los 
ángulos  exteriores,  unó  por  vértice,  suman  360°. 

La  medida  de  un  ángulo  Central  en  un  polígono 


regular  es: 


En  polígonos  equiángulos,  cada  ángulo  interior 


midé:  i 


180°(n  -  2) 
n 


y  cada  ángulo  exteriőr: 


7. 

8. 
9. 


En  un  polígono  estrellado,  los  ángulos  interiores 
suman  180°(n  -  4)  y  los  exteriores  720°. 


Número  de  diagonales  médiás: 


Dm  = 


n(n  ~  1) 
2 


Número  de  diagonales  que  se  pueden  trazar  desde 
vértices  consecutivos  (v): 


Ejemplos: 

1.  ^Cuántos  lados  tiene  aquel  polígono  convexo  en 
el  cual,  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos 
interiores  es  5  veces  la  suma  de  las  medidas  de 
los  ángulos  exteriores 

Resolución: 

n:  número  de  lados. 

Según  el  enunciado:  Sj  =  5(Se) 

=*  180°(n  —  2)  =  5(360°) 

=»  (n  -  2)  =  5(360°)  =»  n  -  2  =  10  n  =  12 
180° 

2.  El  número  de  diagonales  de  un  polígono  regular 
es  igual  a  la  suma  dél  número  de  vértices,  número 
de  lados  y  número  de  ángulos  centrales.  Hallar  el 
número  de  lados  de  dicho  polígono. 

Resolución: 

n:  número  de  lados. 

Según  el  enunciado,  planteamos  la  ecuación: 
n.°  diagonales  =  n.°  vértices  +  n.°  lados  + 

n.°  ángulos  centrales. 


n(n  -  3) 
2 


=  n  +  n  +  n 


n(n  -  3) 
2 


=  3n 


n  —  3  _ q 

2""  * 


n  =  9 


3.  En  un  polígono  regular  se  cumple  que  la  suma  de 
las  medidas  de  un  ángulo  Central,  un  ángulo  exte¬ 
riőr  y  un  ángulo  interior  es  21 0°.  Calcular  el  número 
totál  de  diagonales. 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados.  Según  el  enunciado, 
planteamos  la  ecuación: 

360“  ,  360°  ,  180J(n-2)  _21Q. 

n  n  n 

De  donde:  n  =  12 

12(9) 

Entonces,  el  número  de  diagonales  es  — ^ —  =  54 

4.  Trés  ángulos  consecutivos  de  un  octógono  convexo 
midé  90°  cada  unó.  Hallar  la  medida  de  cada  unó 
de  los  restantes,  sabiendo  que  són  congruentes 
entre  sí. 

Resolución: 


a:  incógnita. 

La  suma  de  medidas  de  los  ángulos  interiores: 
5a  +  3  X  90°  =  1 80°  (8  -  2) 

Según  gráfico  Por  fórmula 

=>  5a  +  270°  =  1080°  a  =  162° 
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5.  Calcular  el  número  de  diagonales  de  un  polígono 
convexo  equiángulo,  en  el  cual  la  medida  de  un 
ángulo  interno  es  la  novena  parte  de  la  suma  de 
medidas  de  los  ángulos  internos  de  un  polígono 
estrellado,  cuyo  polígono  base  es  un  dodecágono. 


Resolución: 


Sí  Y  es  la  medida  de  un  ángulo  interno  dél  polígono 
convexo  de  “n”  lados,  según  enunciado: 


i  =  l[180‘(12-4)] 


suma  de  las  medidas  de  los 
ángulos  internos  dél  polígono 
estrellado  de  12  lados. 


=>  i  =  160° 


De  otro  lado,  por  formula  para  el  polígono  convexo 

180°(n  -  2) 
equiángulo:  i  = - — - - 

4  180°(n  -  2) 

Entonces: - - - -  =  160  =>  n  =  18 

n 

N.°  de  diagonales:  n =  135 


Resolución: 


Sí  “n”  es  el  número  de  lados;  entonces,  el  número 
de  triángulos  obtenidos,  según  condición  dél 
probléma,  será:  n  -  1 
Por  dato:  n-1=9=*n  =  10 

Luego,  el  número  de  diagonales:  1  =  35 

8.  Cada  lado  de  un  polígono  regular  midé  6  cm  y 
el  perímetro  equivale  al  número  que  expresa  el 
totál  de  diagonales  en  cm.  Hallar  la  medida  de  un 
ángulo  Central. 

Resolución: 


6.  Se  tiene  un  decágono  regular  ABCDE...;  hallar 
la  medida  dél  menor  ángulo  que  formán  las 
prolongaciones  de  AB  y  ED. 

Resolución: 


Incógnita: 

i :  medida  de  un  ángulo  interior 
e:  medida  de  un  ángulo  exteriőr 

Se  tiene:  e  =  -^§0-  =*  e  =  =  36° 

n  10 

Luego:  i  =  180°  -  e 

i  =  180°  -  36°  =  144° 

Entonces,  en  el  cuadrilátero  no  convexo  BXDC: 
x  +  2e  =  i 

x  +  2(36°)  =  144°  x  =  72° 

7.  En  cierto  polígono  convexo,  el  número  de  triángulos 
obtenidos  al  unir  un  punto  de  unó  de  sus  lados  con 
los  vértices  es  9.  Hallar  el  número  de  diagonales 
de  dicho  polígono. 


Según  enunciado: 

6  +  6  +  ....  =  =>  6n  =  .QÍÜJli) 

n  veces 

De  donde:  n  =  15 

Medida  de  un  ángulo  Central:  c  =  =  24° 

15 

9.  ABCDEF  es  un  hexágono  regular.  Sobre  BC  se 
torna  un  punto  R,  que  al  ser  unido  con  F,  determina 
un  segmento  secante  a  AD  en  el  punto  Q. 

Si  ZABQ  =  4a  y  ZFRC  =  9a,  hallar  el  valor  de  a. 

Resolución: 


E 

Vemos  que  AAQF  s  AAQB  (Postulado  LAL) 

=>  mZAFQ  =  mZABQ 

Es  decir,  mZAFQ  =  4a 

Además,  el  ZZFA,  exteriőr,  midé  =  ^§9- 

=>  mZZFA  =  60° 
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Luego,  por  ser  alternos  internos: 

mZQRC  =  mZQFZ  =>  9a  =  mZQFA  +  mZAFZ 

=>  9a  =  4a  +  60°  a  =  12° 


10.  Si  el  número  de  lados  de  un  polígono  regular  au- 
menta  en  10,  cada  ángulo  dél  nuevo  polígono  es 
3°  mayor  que  cada  ángulo  dél  original.  ^Cuántos 
lados  tiene  el  polígono  original? 


Polígono  de  “n”  de  lados 
Incógnita:  n 

Polígono  de  n  lados:  a  = 


180°(n  -  2) 
n 


Por  condición:  p  -  a  =  3° 

^  |180°(n  +  8) j  |180B(n-2)j  _3, 

=>  n(n  +  10)  =  1200  n  =  30 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 


1.  Si  el  ángulo  interno  de  un  polígono  regular  se  le 
disminuye  en  10°,  resulta  otro  polígono  cuyo  nú¬ 
mero  de  lados  es  2/3  dél  número  de  lados  dél 
polígono  anterior.  Calcular  el  número  de  lados  de 
ambos  polígonos. 

Resolución: 

Medida  dél  ángulo  interno  dél  polígono  de  n  lados. 

,80'<n-2|-io-  ...(1, 

n 

Medida  dél  ángulo  interno  dél  polígono  de  2n/3  lados. 


Igualando  (1)  y  (2)  se  obtiene:  n  =  18  lados. 

2 

El  otro  polígono  tiene:  —  x  18  =  12  lados 
3 

2.  Si  en  un  polígono  convexo  se  trazan  todas  las  dia- 
gonales  de  un  vértice,  dicho  número  de  diagonales 
más  el  número  de  triángulos  formados  es  igual  a 
5/18  dél  número  totál  de  diagonales.  Hallar  el  nú¬ 
mero  de  lados  dél  polígono. 

Resolución: 


Si  “n”  es  el  número  de  lados  dél  polígono  en 
mención:  (n  -  3)  diagonales  trazadas  desde  A. 

(n  -  2)  triángulos  formados. 


Por  tanto: 

(n  -  3)  +  (n  -  2)  = 


5  [n(n  -  3)1 

1 8  L  2  J 


Efectuando:  5n2  -  87n  +  180  =  0 
=*  (5n  -  12)(n  -  15)  =  0  n  =  15 

3.  Si  el  número  de  lados  de  un  polígono  convexo  dis¬ 
minuye  en  2,  el  número  de  diagonales  dél  nuevo 
polígono  es  menor  en  15.  Calcular  la  suma  de  las 
medidas  de  ángulos  internos  original. 

Resolución: 

{n  lados 
n(n  -  3) 

— ^ — -  diagonales 


Segundo  polígono 


(n  -  2)  lados 
(n  -  2)(n  -  2  -  3) 


2 


diagonales 


Según  enunciado,  planteamos  la  ecuación: 
(n  -  2)(n  -  2  -  3)  n(n  -  3) 

- 2  “  2  10  n_ 


Se  pide  la  suma  de  las  medidas  de  ángulos 
internos:  180°(10  -  2)  =  1440° 


4.  Si  un  polígono  de  “n"  lados  tuviera  (n  -  3)  lados, 
tendría  (n  +  3)  diagonales  menos.  <j,Qué  polígono 
es? 


Resolución: 

Ségún  enunciado  tenemos  la  ecuación: 

N.°  de  diagonales  dél  polígono  de  “n”  lados 
n(n  -  3) 


-  -(n  +  3) 


(1) 


N.°  de  diagonales  dél  polígono  de  (n  -  3)  lados 
(n-3)(n-3-3)  (2) 

Igualando  (1)  y  (2)  se  obtiene  n  =  6 

5.  Si  a  un  polígono  regular  se  le  aumenta  dós  lados, 
su  ángulo  externo  disminuye  en  9°,  ^cuántos  án¬ 
gulos  centrales  tiene  dicho  polígono? 
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Resolución: 

n  lados 

(medida  delZextemo) 

(n  +  2)  lados 

33°2  (medida  delZextemo) 

Según  dato:  360  =  -55ÍL  _  g° 
y  n  +  2  n 

Efectuando:  n(n  +  2)  =  80  =>  n  =  8 

Número  de  ángulos  centrales:  8 

6.  Hallar  el  número  de  lados  un  polígono  convexo, 
cuyo  número  de  diagonales  excede  en  26  al  de 
otro  polígono.  Además,  el  equivalente  en  ángulos 
rectos  de  la  suma  de  ángulos  internos  dél  prime- 
ro  excede  en  8,  al  número  de  ángulos  rectos  que 
contiene  la  suma  de  las  medidas  de  ángulos  inter¬ 
nos  dél  otro. 

Resolución: 

Sean:  n:  N.°  de  lados  dél  primer  polígono. 
m:  N.°  de  lados  dél  segundo  polígono. 

Se  plantean,  según  enunciado,  las  relaciones: 
n(n  -  3)  m(m  -  3)  „e 

—  2— = - 2 - +  26 

2(n  -  2)  =  2(m  -  2)  +  8 
De  (2),  resulta:  m  =  n  -  4 
Reemplazando  esto  último,  en  (1): 
n(n-3)  =  (n-4Kn-7)  +  8  .  n  =  1Q 

7.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  interno  dél  polígono 
regular,  en  el  cual  se  pueden  trazar  51  diagonales 
desde  8  vértices  consecutivos. 

Resolución: 


Considerando  el  gráfico  dél  polígono  de  V  lados: 
Desde  A1  :  (n  -  3)  diagonales 
Desde  A2  :  (n  -  3)  diagonales 
Desde  A3  :  (n  -  4)  diagonales,  porque  Á^Á3 
ya  se  contó. 

Desde  A4  :  (n  -  5)  diagonales,  ya  contamos 

AAyÁA. 

Desde  A5  :  (n  -  6)  diagonales,  porque  ya  se 
contaron  A^;  A2A5  y  Á^A5 
Desde  Ag  :  (n  -  7)  diagonales 


Desde  A7  :  (n  -  8)  diagonales 

Desde  A8  :  (n  -  9)  diagonales 

Por  dato,  la  suma  de  estas  cantidades  parciales, 

es  51.  Luego,  8n  -  45  =  51  =*  n  =  12 

Se  pide  la  medida  de  un  ángulo  interno: 

180°(n  -  2)  ^  180°(10)  15Qe 

8.  Las  medidas  de  los  ángulos  interiores  de  un  po¬ 
lígono  convexo  están  en  progresión  aritmética  de 
razón  5°,  siendo  la  medida  dél  menor  120°.  Hallar 
el  número  de  lados  dél  polígono. 

Resolución: 


120°+3x5° 


n:  N.°  de  lados. 

Las  medidas  de  los  ángulos  serán  como  se  indica 
en  la  figura. 

El  mayortendrá  medida:  120°  +  (n  -  1)5° 

La  suma: 

120°  +  (l20°  +  2  x  5°)  +  (l20°  +3x5°)+  ...  +  (l20°  +  (n  -  l) x  5°) 
Según  gráfico 

=  180°(n  -  2) 
Fórmula  generál 

Escribiendo  el  primer  miembro  de  modo  conve- 
niente: 

120°(n)  +  [1  +  2  +  3  +  ...  +(n  -  1)](5)  =  180°(n  -  2) 
Es  decir: 

120“(n)  +  [^n~1^n2~1+1)](y)  =  180”(n  -  2) 

=>  120n  +|(n)(n  -  1)  =  180(n  -  2) 

De  donde: 

n(25  -  n)  =  144  =>  n(25  -  n)  =  16  x  9 
n  =  9 

9.  ^Cuántos  lados  tiene  aquel  polígono  en  el  cual  el 
número  de  diagonales  es  igual  al  doble  de  la  suma 
dél  número  de  lados,  vértices  y  ángulos  interiores? 

Resolución: 

n:  número  de  lados 

_  n(n  -  3) 

Tenemos:  — — -  =  2(n  +  n  +  n) 

=>  n(n  -  3)  =  12n  n  =  15 


Polígono  original 
Segundo  polígono 


~.(1) 

—(2) 
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10.  Calcular  el  número  de  diagonales  de  un  polígono 
convexo,  sabiendo  que  la  suma  de  las  medidas  de 
los  ángulos  interiores  excede  a  la  suma  de  las  me¬ 
didas  de  los  ángulos  exteriores  en  1800°. 


Resolución: 

Del  enunciado: 

180°(n  -  2)  -  360°  =  1800°  =>  n  =  14  lados 
Luego,  el  número  de  diagonales: 

14(14-3) 


D  =  - 


=  77 


11.  En  un  polígono  regular,  las  medidas  de  un  ángulo 
Central  y  un  ángulo  interior  són  entre  sí  como  1  es 
all.  Calcular  el  número  de  lados. 


Resolución: 

Si  “n"  es  el  número  de  lados: 
Medida  de  un  ángulo  Central: 


Medida  de  un  ángulo  interior: 

360° 

Del  enunciado  — —  = 

180  (n  -  2) 


180°(n  -  2) 
n 

± 

11 


n 

De  donde:  — ^  .*.  n  =  24 

n  -  2  11 


12.  Dos  ángulos  consecutivos  de  un  hexágono  con¬ 
vexo  miden  90°  cada  unó  y  el  resto  són  congruen- 
tes  entre  sí.  Hallar  unó  de  estos  ángulos. 

Resolución: 


Tenemos:  S,  =  180°(n  -  2)  =  180°(6  -  2) 

=*  Sj=  720° 

Luego,  con  el  gráfico: 

x  +  x  +  x  +  x  +  90°  +  90°  =  720°  .*.  x  =  135° 

13.  ABCDEF  es  un  hexágono  convexo,  mZA  =  22° 
y  mZF  =  34°.  Si  los  otros  ángulos  interiores  són 
congruentes  entre  sí,  calcular  la  medida  dél  me- 
nor  ángulo  que  determinan  las  bisectrices  de  los 
ángulos  C  y  E. 

Resolución: 


En  el  hexágono  ABCDEF: 

22°  +  34°  +  8a  =  180°(6-2)  =>  a  =  83° 

En  el  cuadrilátero  CDEP:  x  +  4a  =  360° 
x  =  28° 

14.  En  un  polígono  regular  de  18  lados,  ABCDEF... 
las  prolongaciones  de  AB  y  FE  se  intersecan  en  el 
punto  Z.  Calcular  mZAZE 

Resolución: 


z 


Cada  ángulo  exteriőr  dél  polígono  regular  de  18 
lados,  midé: 


Luego,  por  el  teorema  dél  ángulo  externo  en  un 
triángulo: 

a  =  2e  =>  a  =  40°  y  p  =  e  +  a  =>  p  =  60° 
x  +  e  +  p  =  180°  =*  x  +  20°  +  60°  =  180° 

.*.  x  =  100° 

15.  ABCDEF  es  un  hexágono  convexo. 

mZA  _  mZB  _  mZF  _  45°.  mZD  _  mZE  _  150-; 

AB  =  3/2;  BC  =  5;  CD  =  6  y  DE  =  4/3  . 

Calcular  EF. 

Resolución: 


p 


Prolongamos  los  lados  como  indica  la  figura  y, 
además,  trazamos  por  Q,  perpendicular  a  DE. 

Para  el  hexágono,  las  medidas  de  los  ángulos 
suman:  180°(6  -  2)  =  720° 

Luego:  mZBCD  =  150° 

Se  observa:  PF  =  PR 

x  +  4  +  5  =  6  +  5+ 5/3  x  =  2  +  5V3 


P 


16.  ABCDE...  es  un  polígono  regular  de  “n”  lados  y  de 
centro  O.  Calcular  “n”,  si  mZACO  =  66° 
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Resolución: 


Por  ser  O,  centro  dél  polígono  regular: 

OA  =  OB  =  OC 

AAOC  es  isósceles:  mZOAC  =  66° 

0  es  la  medida  dél  ángulo  Central 

Énei  AAOC:  20  +  2(66°)=  180°  ^0  =  24° 

Luego,  de:  0  =  «*  24°  =  ^51  ...  n  =  15 

a  n  n 

17.  El  perímetro  de  un  polígono  regular  equivale  al  nú- 
mero  totál  de  diagonales,  expresado  en  centíme- 
tros.  Además,  el  número  de  grados  que  expresa  la 
medida  dél  ángulo  Central  es  cuatro  veces  el  nú¬ 
mero  que  indica  la  longitud  de  cada  lado  (en  cm). 
Calcular  el  número  de  lados. 

Resolución: 


Sea  “n”  el  número  de  lados. 

Perímetro  =  Número  de  *  nL  =  n(-  ~  3-} 
diagonales  1 

Además:  a  =  4L  ...(2) 

Sustituyendo  en  (2)  lo  de  (1)  y  a  =  -550_: 

De  donde:  n(n  -  3)  =  180  =>  n(n  -  3)  =  15(12) 

.-.  n  =  15 

18.  ABCDEF  es  un  hexágono  regular  y  G  un  punto  de 
BC.  Se  trazan  FG  y  AD,  cortándose  en  el  punto  R. 
Calcular  mZABR,  si  mZFGC  =  110° 

Resolución: 


Incógnita:  mZABR  =  x 
El  ángulo  exteriőr  HFA  midé: 

mZHFA  =  ^fSl  =  60° 
b 

Por  ser  alternos  internos: 
mZHFG  =  mZFGC. 

60°  +  a  =  110°  =>  a  =  50° 

Los  triángulos  ABR  y  AFR  són  congruentes  (LAL); 
luego:  x  =  a  .*.  x  =  50° 


19.  Se  tiene  un  polígono  regular  cuyo  perímetro  es  p 
y  en  el  cual  el  número  que  expresa  su  número  de 
diagonales  es  igual  al  perímetro.  Además,  su  ángu¬ 
lo  interior  es  p  veces  su  ángulo  exteriőr.  ^Cuánto 
midé  el  lado  dél  polígono  regular? 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados  dél  polígono  regular. 
Por  condición  dél  probléma: 

n(n2~3)  =  P  =*  n(n  -  3)  =  2p  ...(1) 


e(p  +  1)  =  180° 


=>  ~  (  P  +  1)  =  180°  3n  =  2(p  +  1)  ...(2) 
(2)  en  (1):  2(p  +  1)(2p  +  2  -  3)  =  2p 

(p+1)(2p-1)  =  p 

2P2  —  1=0  =,p2  =  l=>p=-^ 

Pero:  nL  =  p  =>  L  =  — 
n 


„  L  =  P—  =,  L  = _ L 

2<P+1)  2(±+lj 


20.  En  un  polígono  regular  ABCDEFG...  de  “n”  lados 
mZACF  =  150°.  Hallar  el  número  de  diagonales 
médiás. 


Resolución: 


De  la  figura:  5a  +  150°  =  180°  =>  5a  =  30° 
=>  a  =  6° 


Pero:  2a  =  ^§01 
n 


=  360° 
12° 


n  =  30 


El  número  de  diagonales  médiás  es: 


Dm  = 


_  n(n  -  1)  30(30  -  1) 


Dm  =  435 
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21.  Se  tienen  dós  polígonos  regulares  cuyos  números 
de  diagonales  se  diferencian  en  27  y  cuyos  ángulos 
centrales  están  en  la  reláción  de  3  a  4.  Calcular  la 
diferencia  de  las  medidas  de  sus  ángulos  centrales. 


Resolución: 


Sean:  polígono  1:  m  lados 
polígono  2:  n  lados 
Por  condición  dél  probléma: 
m(m  -  3)  n(n  -  3) 

2  2 
360 

m  _  3  n  _  3 
360  4  m  4 
n 


De  donde:  (m  =  4k  A  n  =  3k) 
Se  pide  hallar: 


Y  _  360  360 

n  m 


360 


(m-n) 

mn 


-(1) 


...(2) 


(2)  en  (1): 


4k(4k  -  3) 
2 


3k(3k  -  3) 2? 


Simplificando:  7k2  -  3k  -  54  =  0 
7k-v^+18 
k^^-3 


De  donde:  k  =  3 

En  (3):  x  =  36C)íg^  x  =  10 


22.  Hallar  el  número  de  lados  de  un  polígono  de  “m” 
diagonales 

Resolución: 

Sea  n  el  número  de  lados  de  un  polígono  de  m 
diagonales. 

Por  teória:  n  foy  =  m  =>  n2  -  3n  -  2m  =  0 
Por  formula: 

3  +  V(-3)2-4(1)(-2m) 

2 

n  =  1(3  +  V9  +  8m) 


23.  Los  ángulos  de  un  pentágono  convexo  se  encuen- 
tran  en  progresión  aritmética.  Hallar  el  máximo  va- 
lor  entero  de  la  razón. 


Por  lo  tanto,  el  máximo  valor  entero  de  la  razón  se 
obtiene  cuando  a  =  3  y  r  =  35 

24.  ^Cuánto  debe  medir  unó  de  los  ángulos  obligato- 
riamente  de  un  nonágono  conociendo  que  todos 
sus  ángulos  interiores  se  encuentran  en  progresión 
aritmética? 

Resolución: 

La  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  interiores 
de  un  nonágono,  cuyos  ángulos  interiores  se  en¬ 
cuentran  en  progresión  aritmética  es: 

9a  +  [(r+29r)](9)=  180°(7) 

9a  +  (5r)(9)  =  180° (7)  =>  a  +  5r  =  140° 

Por  lo  tanto,  este  valor  es  la  medida  dél  quinto  án- 
gulo  dél  nonágono. 

25.  Si  el  ángulo  interior  y  el  ángulo  exteriőr  de  un  po¬ 
lígono  regular  midé  a  y  ka.  Cuáles  són  los  valores 
enteros  que  puede  tener  k  para  que  el  polígono 
exista. 


Resolución: 


26.  Cuál  es  máximo  número  de  ángulos  obtusos  que 
$e  pueden  tener  en  un  polígono  convexo  de  “n”  la¬ 
dos,  cuyo  número  es  mayor  a  4. 

Resolución: 

Cuando  el  polígono  convexo  es  equiángulo  o  regu¬ 
lar,  cuyo  número  de  lados  es  mayor  a  4,  es  decir,  a 
partir  dél  pentágono  convexo,  las  medidas  de  sus 
ángulos  internos  es  mayor  que  90°  y  menor  que 
180°,  es  decir,  sus  ángulos  són  obtusos;  enton- 
ces  el  máximo  número  de  ángulos  obtusos  que  se 
pueden  tener  en  un  polígono  convexo  de  “n”  lados 
cuyo  número  mayor  a  4  es  “n”. 


Resolución: 


De  la  figura:  5a  +  15r  =  540° 
a  +  3r=  108°  ^  3r  =  108°  -  a 
-r-36-f 


27.  Calcular  el  valor  dél  ángulo  agudo  que  hacen  las  dia¬ 
gonales  AC  y  BD  de  un  polígono  regular  ABCDE... 
de  “n”  lados. 

Resolución: 
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Sí  el  polígono  de  “n”  lados  es  regular,  se  cumple: 


e=  M  „ 

2a  =  M  | 

í  / 

v  n.° 

n 

n 

J  /  \  1 

\  n  ° 

De  la  figura: 

x  =  a  +  a  =  2a  =>  x  =  2§2. 

n 

\  1 

28.  Cuál  es  el  polígono  en  el  que  se  pueden  trazar  21 
diagonales  desde  4  vértices  consecutivos. 

Resolución: 

Desde  cuatro  vértices  consecutivos,  el  número  de 
diagonales  que  se  pueden  trazar  es: 
n-3  +  n-  3  +  n-  4  +  n-  5  =  4n-15 
Por  dato:  4n  -  15  =  21  =>  4n  =  36  =>  n  =  9 
Por  lo  tanto,  el  polígono  es  el  nonágono. 

29.  En  un  polígono  regular,  el  número  de  diagonales 
que  se  pueden  trazar  de  los  6  últimos  vértices,  es 
al  número  de  diagonales  que  se  pueden  trazar  de 
los  4  primeros  vértices  como  2  es  a  5.  Determinar 
la  medida  dél  ángulo  dél  vértice  de  la  estrella  que 
se  forma  al  intersecarse  las  prolongaciones  de  sus 
lados  de  dicho  polígono. 

Resolución: 

En  un  polígono  regular  de  “n”  lados,  el  número  de 
diagonales  que  se  pueden  trazar  de  los  6  últimos 
vértices  es: 

d  =  0  +  0  +  1  +2  +  3  +  4=  10 

De  los  cuatro  primeros  vértices:  D  =  4n  -  15 

Por  condición  dél  probléma:  4  \ 

U  o 


10 


4n-  15 
=>  4n  =  40  =>  n  =  1 0 


=  #  =>  4n-15  =  25 


_  360  _ _ oco 

e  “  lü"  -  8  - 36 


x  =  180°  -  72°  =  108° 


30.  En  un  polígono  convexo  de  “n”  lados,  sobre  cada 
lado  se  ubica  un  punto.  Si  se  unen  entre  sí  todos 
los  puntos  ubicados,  hallar  el  número  de  segmen- 
tos  que  se  obtienen. 

Resolución: 

Analizgndo 


n.°  s  =  3 


n.°  s  =  n.°  d  +  n 
n.°  s  =  5  +  5  =  10 


n-3)  n(n  -  1) 
2  +  1  “  2  ' 


31. 


Treinta  veces  la  medida  dél  ángulo  interior  de  un 
polígono  equiángulo  es  igual  al  cuadrado  de  la  me¬ 
dida  de  su  ángulo  exteriőr.  Calculgr  el  número  de 
diagonales  de  dicho  polígono. 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados  dél  polígono  equiángulo 
Dato:  30  x  l80°^  -~— 

n(n  -  2)  =  6(6  -  2)  =>  n  =  6 
(6-3) 


Piden:  x  =  6- 


x  =  9 


32. 


33. 


Los  ángulos  de  un  pentágono  convexo  se  encuen- 
tran  un  progresión  aritmética.  Halle  el  máximo  va- 
lor  entero  de  la  razón. 

Resolución: 

Suma  de  ángulos  internos: 

5a  +  i0r  =  540° 

=>  a  +  2r  =  108°  ...(1) 

Por  ser  convexo: 
a  +  4r  <  180°  ...(2) 

(1)  en  (2):  108  -  2r  +  4r  <  180° 

2r  <  72  =>  r  <  36° 

f"máx  entero  “35 

Cuál  es  el  polígono  en  el  que  se  pueden  trazar  21 
diagonales  desde  4  vértices  consecutivos. 

Resolución: 

(N.°  diagonales  trazadas 
desde  k  vértices) 


=  nk  - 


(k  +  1)(k  +  2) 


21  =  n(4)  - 


(4  +  1)(4  +  2) 


n  =  9 


34. 


Por  lo  tanto,  es  el  nonágono 

En  un  polígono  equiángulo  se  conoce  que  lg  suma 
entre  el  número  de  diagonales  trazadas  desde  un 
vértice,  el  número  de  diagonales  médiás  que  de- 
terminan  al  trazarlas  desde  un  lado  y  el  número 
de  triángulos  que  se  obtienen  al  trazar  diagonales 
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desde  1  vértice  es  48.  ^Cuánto  midé  el  ángulo  ex¬ 
teriőr  de  este  polígono. 


Resolución: 

Dato: 

n  -  3  +  n  -  1  +  n  -  2  =  48 
=>  n  =  18 

Piden  ángulo  exteriőr: 

360{ 

18 


9  = 


=  20° 


35.  En  una  estrella  la  suma  de  las  medidas  de  sus  án- 
gulos  internos  convexos  es  1980°.  Hallar  la  suma 
de  las  medidas  de  los  ángulos  internos  dél  polígo¬ 
no  convexo  que  da  origen  a  la  estrella. 

Resolución: 


a^  a2;  a3;  ...an  Medidas  de  los  ángulos  interio- 

res  convexos  de  la  estrella. 

a,;a2;a3;  ...,an  ->  Medidas  de  los  ángulos  interio- 

res  dél  polígono  convexo 

Dato:  a,  +  a2  +  a3  +  ...  +  an  =  1980° 

»  =  i9aa° 

k  =  1 

Por  teória:  £  ak  =  180°(n  -  4) 

k=l 

=*  180°(n  -  4)  =  1980°  =>  n  =  15 

Si  “x”  es  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos 

interiores  dél  polígono  convexo,  entonces: 

n 

x  =  a,;  a2;  a3;  ...;  an  =*  x  =  £  ak 

k=  1 

Pero:  X  ak  =  180°(n  “  2) 

k  =  1 

Luego:  x  =  180°(n  -  2)  =*  x  =  180°(15  -  2) 
x  =  2340° 


3(S.  En  un  polígono  el  número  de  diagonales  excede  al 
número  de  lados  en  la  mitad  dél  número  de  vérti- 
ces.  Halle  el  número  de  diagonales  médiás. 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados  dél  polígono. 

Por  condición:  ^  =  n  +  i(N.°  V) 


Donde:  N.°  L  =  N.°  V  =  N.°  Zi  =  N.°  Ze  =  n 
Luego:  n(n~  3>  =  n  +  ^  =»  =  | 


Se  pide:  N.°  dm  = 


n(n  -  1)  _  6(6-1) 
2  “  2 


=  15 


37.  De  4  lados  consecutivos  de  un  polígono  equiángu- 
lo  se  han  trazado  50  diagonales  médiás.  <j,Cuánto 
midé  un  ángulo  exteriőr  dél  polígono? 

Resolución: 


Dato:  N.°  dm(n,4)  =  50 
4(4  +  1) 

4n - — -  =  50 


Luego:  n  =  15 

Piden:  a  =  =>  a  =  24° 


38.  En  un  polígono  regular  GRETA  ...  se  sabe  que  el 
menor  ángulo  formado  por  las  diagonales  RT  y  EA 
es  45°.  Calcular  el  número  de  lados. 

Resolución: 


ARET  =  AETA  (L.A.L) 

Es  decin  ( •  -  a  -  • ) 

Entonces:  mZRTE  =  mZTEA  =  4> 

Luego,  en  el  AJET:  2<(>  =  45° 

Como  2<j>  =>  medida  dél  z  exteriőr  dél  polígono  re¬ 
gular,  se  tiene:  2<)>  =  -^2- 

Por  lo  tanto:  45°  =  =*.  n  =  8 


39.  En  un  polígono  se  sabe  que  el  cociente  de  dividir 
la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  interiores  y 
la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  exteriores 
es  8.  Hallar  el  mínimo  número  de  ángulos  obtusos 
que  puede  tener  dicho  polígono. 


Resolución: 


Sea  “n”  el  número  de  lados  de  polígono  y  “x”  el  mí¬ 
nimo  número  de  ángulos  obtusos  que  puede  tener 
dicho  polígono. 

Entonces:  x  =  n  -  3 


Dato: 

.-.  x  = 


180°(n  -  2) 
360° 

18  -  3  =  15 


=  8  =>  n  =  18 


=*  n  =  6 


n-3  _  3 
2  2 
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40.  En  un  polígono  convexo,  la  suma  de  las  medidas 
de  sus  ángulos  interiores  y  exteriores  es  3960°. 
Calcular  el  mínimo  numero  de  ángulos  interiores 
obtusos  que  puede  tener  dicho  polígono. 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados  dél  polígono  y  “x”  la 
incógnita. 

Entonces:  x  =  n  -  3 
Dato:  180°(n  -  2)  +  360°  =  3960° 
n  =  22 

Finalmente:  x  =  22  -  3 
.*.  x  =  19 


41.  Hallar  la  suma  de  los  números  de  lados  de  dós  po- 
lígonos  equiángulos,  sabiendo  que  las  medidas  de 
sus  ángulos  internos  difieren  en  4.°  y  la  suma  de 
sus  exteriores  es  76°. 

Resolución: 


O 


oc  +  (3  =  180°  ...(I) 


O 

a -4°  +  p,  =  180°  ...(II) 


(I)  =  (II):  a  +  p=  a—  4°  +  p, 

Dato:  Ü1  ~  ü  =  *  \  P,  =  40°  A  p  =  36° 
p!  +  P  =  76  J  M 

Si:  p,  =  40°  =  2221  =>  m  =  9 
K1  m 

Si:  p  =  36°  =  2221  =>  n  =  10 
K  n 

Luego:  m  +  n  =  19 

42.  ^Cuál  es  el  polígono  convexo  cuyo  número  de  dia- 
gonales  excede  al  número  de  vértices  en  18? 

Resolución: 

N.°  diagonales  -  N.°  de  vértices  =  18 


n2  -  3n  -  2n  =  36 
n  -9  =*  n  =  9  (cumple) 

n-^^^+4  =>  n  =  -4  (no  cumple) 
.*.  El  polígono  es  el  nonágono 


43.  Calcule  la  cantidad  de  ángulos  externos  de  dós 
polígonos  convexos,  sabiendo  que  la  suma  de  los 
números  de  sus  vértices  es  30  y  la  suma  de  los 
números  totales  de  sus  diagonales  es  205. 

Resolución: 

Sean  n  y  m,  números  de  lados  de  los  polígonos. 
m  +  n  =  30  ...(1) 

N.°  D,  +  N.°  D2  =  205 


n(n  -  3)  m(m  -  3) 
2  +  2 


=  205 


Desarrollando: 

m2  +  n2  -  3(m  +  n)  =  410 

m2  +  n2-  3(30)  =  410 

m2  +  n2  =  500  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  m  =  20  A  n  =  10 


44.  En  un  polígono  regular  de  “n"  lados  TOSEPK  ... 
Calcular  la  medida  del_menor  ángulo  que  formán 
las  diagonales  OE  y  SK 


Resolución: 

mZPEN  =  20  y  mZSKP  =  20  (propiedad) 
En  el  ASER: 


x  =  30  =>  0  =  |  ...(1) 


Se  sabe  que:  20 
~e  =  1221 


=  360° 
n 

...(2) 


(i)  =  (2):  1  =  122! 
.  „  _  540° 


.N 


n 


45.  Calcule  el  ángulo  interno  de  un  polígono  equián- 
gulo,  sabiendo  que  la  diferencia  que  existe  entre 
el  número  totál  de  sus  diagonales  y  el  número  de 
ángulos  rectos  a  que  equivalen  la  suma  de  sus  án¬ 
gulos  internos  es  igual  19. 


Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados  dél  polígono. 

N.°  diag.  -  N.°  Zs  rectos  =  Suma  Zs  int.  =  19 
n(n  -  3) 

o  '  -2(n-2)  =  19 


n2  -  7n  -  30  =  0  =>  (n  -  10)(n  +  3)  =  0 

n  =  10 

180°(n  -  2)  180°(10  -  2) 

mZi  = - 1 = - V* - -  =  144° 

n  10 


46.  Dados  dós  polígonos  regulares  cuya  diferencia  de 
ángulos  centrales  es  6°  y  la  suma  de  sus  ángulos 
interiores  es  4140°,  ^cuántos  lados  tiene  el  polí¬ 
gono  mayor. 


Resolución. 


De  (2):  180°(n  -  2)  +  180°(m  -  2)  =  4140° 
m  +  n  =  27  ...(4) 

De  (3)  y  (4):  n  =  15 
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47.  En  un  polígono  regular  TOSEPK. . .  de  “n”  lados,  hallar 
el  número  de  diagonales  médiás,  si  mZTSP  =  150° 


Luego:  N.°  D  = 


15(15-3) 

2 


.-.  N.°  D  =  90 


Resolución: 


Sea  “x”  el  número  de  diagonales  médiás. 

_  ,  n(n  -  1) 

Entonces:  x  =  — z__ — l 

ATOS  =  ASEP  (L.A.L.)  - 

Es  decir:  (•  -  a  -  •) 

mzASO  =  20  (propiedad) 

Luego  se  tiene:  40  +  150°  =  180° 

=>  20  =  15°  (20  =*  medida  dél  Z  exteriőr) 

Por  lo  tanto:  15°  =  ^22  =>  n  =  24 
n 

Finalmente:  x  =  24  ^  =*  x  =  276 

48.  En  un  polígono  regular  las  mediatrices  de  dós 
lados  consecutivos  formán  un  ángulo  que  midé 
22,5°.  Determinar  la  medida  de  su  ángulo  externo. 

Resolución: 


En  el  o  sombreado: 

0t  +  02  =  p  (propiedad  Zs) 

Dato:  0,  +  02  =  22,5°  .\  p  =  22,5° 


49.  En  un  polígono  convexo  de  “n”  lados,  desde  (n  -  1 0) 
vértices  consecutivos  se  pueden  trazar  3n  +  9  dia¬ 
gonales.  Entonces  el  número  totál  de  diagonales 
dél  polígono,  es: 


Resolución: 

N°  d(n;v)  =  n(v) 


(v+  1)(v  +  2) 


Expresión,  que  nos  permite  hallar  el  número  de 
diagonales  trazadas  desde  “v”  vértices  consecuti¬ 
vos  de  un  polígono  convexo  de  “n"  lados. 

Por  condición  dél  probléma: 

o  n  ,  (n  -  10  +  1)(n  -10  +  2) 

3n  +  9  =  n(n  -  10)  -  - - ^ - - 

De  donde:  n  =  15 


50.  En  un  polígono,  hallar  la  reláción  entre  el  máximo 
número  de  ángulo  internos  agudos  y  el  mínimo  nú¬ 
mero  de  ángulos  internos  obtusos,  si  el  número  de 
diagonales  trazadas  desde  5  vértices  consecutivos 
es  69. 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados  dél  polígono  y  “x”  la 
incógnita,  entonces:  x  =  n  3  ^ 

5n_(8-HX».2).a, 


Dato:  N.°  d(n;5)  =  69 
Luego:  n  =  18 
Finalmente:  x  = 


3  .  X=1 

18-3  '  5 


51.  En  un  polígono  convexo  ABCDEF  ....  las  prolonga- 
ciones  de  BAy  EF  se  intersecan  en  P,  si  mZAPF  =  60, 
halle:  mZB  +  mZC  +  mZD  +  mZE. 

Resolución: 


Piden:  á+p+0=w=? 

ABMC:  a  +  a  +  p  =  360°  ...(1) 

ADNE:  b  +  0  +  w  =  360°  ...(2) 

(1)  +  (2):  a  +  b  +  á  +  0  +  p  +  w  =  720° 

AMNP:  a  +  b  =  120° 
cx  +  0  +  P+  w  =  600° 

52.  En  un  nonágono  ABCDEFGHI  regular  se  traza  la 
bisectriz  interior  BJ  (J  en  FG)  de  ella  se  torna  el 
punto  Q.  Hallar  mZQFG,  si:  QF  =  AB 

Resolución: 


2k 


Sea  “2k”  la  longitud  dél  lado  dél  nonágono  ABCDE¬ 
FGHI  regular. 

Luego:  mZCBF  =  mZABG  =  0  y  BF  =  BG  =  •••• 

Además:  mZQBF  =  mZQBG  =  a  por  simple  ins- 
pección. 
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En  el  AGBF  isósceles  BM  =>  mediana  y  altura 
(propiedad  AJ 

Finalmente  en  el  kQMF  notable:  x  =  60° 

53.  Se  tiene  un  polígono  regular  DILO  de  “n”  lados 
y  otro  polígono  regular  DIME  de  “n  -  1”  lados. 
Interior  al  primero,  calcular  “n”  si:  mZLIM  =  4° 

Resolución: 


Para  el  polígono  regular  de  “n"  lados,  la  medida  de 
sus  ángulo  interior  será: 

180°(n  -  2) 


v|/  +  4°  = 


...(I) 


Para  el  polígono  regular  de  “n  -  1”  lados  la  medida 
de  su  ángulo  interior  será: 

Luego:  (II)  -  (I) 
r  _  180°(n  -  2)  _  180°(n  -  3) 


=>  4°  =  180 


n  n  - 1 

(n  -  1)(n  -  2)-  n(n  -  3) 


n(n  - 1) 

n(n  -  1)  =  45(n2  -  3n  +  2  -  n2  +  3n)  =  45  x  2 
n(n  —  1)  =  10(10  -  1) 
n  =  10 

54.  Calcular  el  número  de  lados  de  un  polígono 
equiángulo  VERANO  si  las  mediatrices  de  VE  y 
NO  formán  un  ángulo  de  medida  36°. 

Resolución: 


En  el  polígono  PERANDI 
4a  4-  180°  +  36°  =  180°(7  -  2) 
 180°(n  -  2) 
n 


a  =  171° 


Pero:  a  = 


180°(n  -  2)  ^40 

Luego:  - - - -  =  171 


55.  Hallar  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  inter- 
nos  cóncavos  de  una  estrella  regular,  si  el  ángulo 
interno  en  las  puntas  es  170°. 

Resolución: 


Entonces:  x  =  C  +  C  +  C  +  ...  +  C  =Cn 


Pero:  C  =  180° <n  ~  =.  Cn  =  180°(n  +  2) 


Luego:  x  =  180°(n  +  2) 

Qa.,:170--  180>*4» 
n 


n  =  72 


Finalmente:  x  =  180°(72  +  2)  .-.  x  =  13  320° 

56.  El  ángulo  interno  convexo  de  una  estrella  regular 
es  160°.  Hallar  el  ángulo  interno  dél  polígono  que 
da  origen  a  la  estrella. 

Resolución: 


Se  sabe:  a  = 


180°(n  -  2) 


Dato:  160°  =  180°íl — 11  =>  n  =  36 
n 


Finalmente:  a  =  180' 


(36  -  2) 
36 


.-.  a  =  170° 


57.  En  un  polígono  regular  ABCDEF  ....  de  “n”  lados, 
la  medida  dél  ángulo  ACE  midé  135°.  Calcular  el 
número  de  diagonales  médiás. 

Resolución: 


De  la  figura:  4c  =  90' 
=*  c  = 


360°  45  _  360 

2  “  n 


n 


c  =  22,5° 
n  =  16 


n 


.*.  n  =  40 


N.°dm  =  120 


Geometría  ■  147 


58.  Calcular  la  suma  de  todos  los  ángulos  internos  de 
un  polígono  estrella  que  se  forma  al  prolongar  los 
lados  de  un  polígono  regular  cuyo  numero  de  dia- 
gonales  es  170. 

Resolución: 


Dato:  n^2  =  170  =»  n(n  -  3)  =  20(20  -  3) 

Por  analógia:  n  =  20 

Nos  piden:  x  =  360°(20  -  1)  .*.  x  =  6840° 

59.  En  un  polígono  regular  su  ángulo  interior  es  160°. 
Calcular  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  in¬ 
ternos  convexos  de  la  estrella  formada  al  prolongar 
en  ambos  sentidos. 

Resolución: 


Sea  R  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  inter¬ 
nos  convexos  de  la  estrella,  entonces: 

„  180°(n  -  4) 

R  =  x  +  x  +  x  +  ...  +  x  =  nx;  x  =  — . — - - - 

' - - -  n 

n"  veces 

xn  =  180°(n  -  4)  »  R  =  180°(n  -  4) 

180°(n  -  2) 

Dato:  160°  =  — i - }-  =*  n  =  18 

n 

.-.  R  =  180°(18  -  4)  =  2520° 

60.  En  un  polígono  regular  su  ángulo  interno  es  165°  al 
prolongar  en  ambos  sentidos  los  lados  dél  polígo¬ 
no  se  forma  una  estrella  cuyo  ángulo  en  las  puntas 
es  x.  Hallar  x. 


Finalmente: 

x  =  180°— ^  4  *  x  =  150° 

24 

61 .  Cuántos  polígonos  cumplen  que  al  aumentar  el  nú- 
mero  de  lados  en  2a  su  número  totál  de  diagonales 
médiás  aumentan  en  13a. 

Resolución: 

(n  +  2a)(n  +  2a  -  1)  n(n-1)  , 

2  _  ~~2~  + 

(n  +  2a)2  -  (n  +  2a)  =  n(n  -  1)  +  26a 
Simplificando:  n  =  7  -  a 
Valores  de  a  =  {1 ;  2;  3;  4} 


CD 

II 

C 

ff 

T— 

II 

CD 

hexágno 

a  =  2  =>  n  =  5 

pentágono 

a  =  3  =>  n  =  4 

cuadrilátero 

a  =  4  =>  n  =  3 

triángulo 

Por  lo  tanto,  cumplen  4  polígonos 


62.  Sobre  el  lado  AB  de  un  hexágono  regular  ABCDEF 
se  construye  el  cuadrado  ABHI.  Calcular  mZFME. 
Si  M  es  punto  medio  dél  El 


Resolución: 


Sean  “2n”  la  longitud  dél  lado  dél  hexágono 
ABCDEF,  entonces  la  longitud  dél  cuadrado  tam- 
bién  es  “2n” 

En  el  segmento  IE,  se  tiene  IA  <  AE.  Entonces  “M” 
punto  medio  dél  IE  se  ubica  en  el  AE  (propiedad) 
En  el  AAFE  isósceles  se  traza  la  altura  FQ 
Donde:  AQ  =  QE  =  n  /3 ;  AM  =  n  /3  -  n;  MQ  =  n 
En  el  kAQF  de  30°  y  60°:  FQ  =  n 
Finalmente  el  kMQF  es  isósceles:  0  =  45° 


Resolución: 


Se  sabe:  x 


180°(n  -  4) 
n 

180°(n  -  2) 


63.  En  un  octógono  equiángulo  ABCDEFGH. 
Calcular  mZBDA,  si:  4AB  =  2CD  =  Í2  BC 

Resolución: 


Dato:  165' 


n 


n  =  24 


H 
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Dato:  4AB  =  2CD  =  V2BC. 

Si:  AB  =  k,  entonces:  BC  =  2  /2  k  y  CD  =  2k. 

Al  prolongar  AB  y  DC  se  tiene  el  kBOC  isósceles 
(BO  =  OC  =  2k), 

Luego,  se  tiene  el  E^BOD.  Donde  la  reláción  de  sus 
catetos  es  de  1  a  2. 

Entonces:  mZODB  =  26,5° 

En  el  kAOD  de  catetos  3k  y  4k 
se  tiene  mZODA  =  37° 

Luego:  x  =  37°  -  26,5°  x  =  10,5° 

64.  De  las  siguientes  proposiciones,  cuales  són  verda- 
deros  y  falsas: 

I.  En  todo  polígono,  ningún  pár  de  segmentos  de 
la  poligonal  se  intersecan  excepto  en  sus  extre- 
mos. 

II.  Toda  recta  que  pase  por  un  punto  interior  a  un 
polígono  convexo  intersecta  al  contorno  o  en 
dós  puntos,  y  solo  en  dós. 

III.  En  todo  polígono,  ningún  pár  de  segmentos  són 
colineales. 

Resolución: 

I.  Verdadero  (por  definíción) 


.-.  WF 

65.  Si  el  octógono  mostrado  es  regular.  Calcular  “x” 


Resolución: 


Entonces:  mZODI  =  mZRDO  =  30°  y  Dl  =  DR 
Luego  el  ADIR  es  equilátero  Dl  =  IR  =  DR 
AAMI  s  AROI  (L.A.L.)  =>  (Al  =  IR) 

Finalmente  en  el  AADI,  isósceles:  x  =  75° 


66.  Hallar  el  numero  de  diagonales  en  un  polígono  re¬ 
gular  TALDIR  ...  de  “n”  lados,  si  TI  y  AR  formán  un 
ángulo  de  160°. 

Resolución: 


Sea  “x”  el  número  de  diagonales:  x  =  n(n  ^ 

mZTQA  =  mZQIL  =  20°  (AR  II  Ll  propiedad) 
Luego:  mZPAL  =  mZTIL  =  20°  (propiedad) 

Por  ángulo  exteriőr:  20°  =  ^3-  n  =  18° 
n 

18(18-3) 

Finalmente:  x  =  — z_ - l  •  x  =  135 


67.  Cuántos  lados  tiene  el  polígono  regular  cuyo  ángulo 
interno  es  (x  +  11)  veces  el  ángulo  exteriőr  y  ade- 
más  se  sabe  que  el  número  de  diagonales  es  110x 


Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados  dél  polígono: 


180°(n  -  2) 


n  -  24 


n(n-3)  


=  110x 


n(n  -  3)  _  ,. 
220 


=  x  ...(I) 
...(II) 


(I)  =  (II): 


.  n  -  24  n(n  -  3) 


220 


=>  110(n  -  24)  =  n2  -  3n 
0  =  n2  -  11 3n  +  2640 

n  -80  =>  n  =  80 

n  -33  =>  n  =  33 

n  =  80  V  33 


M 


mZPOl  =  mZPOR  =  67,5°  (propiedad) 
Luego  se  tiene:  ADRO  =  ADIO  (L.A.L). 
Es  decir  ( . -  67,5°  -  • ) 


68.  Al  multiplicar  por  “k”  al  número  de  lados  de  un  po¬ 
lígono  convexo,  su  número  de  diagonales  queda 
multiplicada  por  7k.  Hallar  el  número  de  diagonales 
de  dicho  polígono. 


Resolución: 


N.°  de  lados 

Número  de  diagonales 

n 

n(n  -  3) 

2 

nk 

nk(nk  -  3) 

2 
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Dato: 


nk(nk  -  3)  =  ?k|n(n-3) 


=*  nk  -  3  =  7(n  -  3) 
18  =  n(7  -  k) 


1  x  18 

2x9 

3x6 


no  cumplen  (n  >  4) 

Si:  n  =  3  no  tiene  diagonales 


6x3 

9x2  si  cumplen 
18  x  1 

Pero  cuando:  n  =  9v7-k  =  2=) 
Nos  piden:  N.°  D  =  9^9  ^  =  27 


k  =  5 


69.  Se  tienen  dós  polígonos  regulares  cuyos  números 
de  diagonales  se  diferencian  en  27,  y  cuyos  ángu- 
los  centrales  estén  en  la  reláción  de  3/4.  Calcule 
la  diferencia  de  las  medidas  de  sus  ángulos  cen¬ 
trales. 

Resolución. 

Dato:  N.°  D,  -  N.°  D2  =  2F 
ni(ni  ~  3)  _  n2(n2  —  3)  _ 


2  2 
=>  n^n,  -  3)  -  n2(n2  -  3)  =  54 

360° 

Dato  1  J2l_  -  1 

Dat  mZc,  ”  4  360°  "  4 


...(1) 


üi  =  3k 
^  r\,  4k 

(2)  en  (1):  4k(4k  -  3) 

=>  7k2  -  3k  -  54  =  0 
7k  18 

k  -3 

Zc2  =  40°  A  Zc,  =  30° 
=»  ZCj  -  Zc,  =  10° 


-  (2) 

3k(3k  -  3)  =  54 


-3íí; 


=  12 
9 


70.  En  un  polígono  regular  cuyo  número  de  lados  es 
impar.  Si  el  máximo  número  de  diagonales  que  se 
pueden  trazar  de  todos  los  vértices  no  consecuti- 
vos  es  18,  calcular  la  medida  de  un  ángulo  Central 
de  dicho  polígono. 

Resolución: 

Sea  “n”  el  número  de  lados  dél  polígono 

Dato:  18  =  ~..1Xn  ~  3)  =>  6  x  8  =  (n  -  1)(n  -  3) 

O 

(9  -  1)(9  —  3)  =  (n  -  1)(n  -  3)  =>  n  =  9 

oRn° 

Luego,  ángulo  Central:  0  = 

.-.  0  =  40° 

71.  Se  tienen  dós  polígonos  regulares  cuyos  números 
de  diagonales  difieren  en  342  y  cuyas  medidas  de 
sus  ángulos  centrales  estén  en  la  reláción  como  2 


es  a  3.  Hallar  la  diferencia  de  efectuar  la  sustrac- 
ción  de  sus  ángulos  centrales. 

Resolución: 


N.°  lados 

N.°  diagonales 

4s  centrales 

n 

n(n  -  3) 

2 

360° 

n  >  m  y  = 

3  n 

m 

m(m  -  3) 

2 

360° 

n 

Dato: 


360° 

n 

360° 

n 


2  ^  m  n  k 


m  =  2k 
n  =  3k 


Dato: 


n(n  -  3)  m(m  -  3)  _ 


=  342 


=*  n2  -  m2  -  3(n  -  m)  =  2  x  342 
(n  -  m)[(n  +  m)  -  3]  =  2  x  342 
Reemplazando:  k(5k  -  3)  =  12(5  x  12  -  3) 

=>  k  =  12 

Luego:  m  =  24  A  n  =  36 

Nos  piden:  x-y=  ^1-^!  ...  x  -  y  =  5° 


36 


72.  El  número  de  lados  de  un  polígono  regular  excede 
en  2  al  número  de  lados  de  otro  polígono  regular,  y 
la  medida  dél  ángulo  externo  de  unó  de  ellos  exce¬ 
de  en  15°  a  la  medida  dél  ángulo  externo  dél  otro 
polígono.  Hallar  la  suma  dél  número  de  diagonales 
de  dichos  polígonos. 

Resolución: 


N.°  lados 

Z  exteriőr 

N.°  diagonales 

n 

360° 

n 

n(n-3) 

2  "X 

n  -  2 

360° 

n  -  2 

(n  -  2)(n  -  5) 

2  y 

Nos  piden:  x  +  y 

360°  360; 

n 

2)]  =  n(n  -  2) 


Dato: 


=  15° 


n  -  2 

=*  24 [n  -  (n 

(8)(8  -  2)  =  n(n  -  2);  por  analógia:  n  =  8 

8(8-3)  (8  -  2)(8  -  5) 

Luego:  x  +  y  =  — -  +  - ^ - 

.-.  x  +  y  =  29 

73.  Si  el  ángulo  interior  y  el  ángulo  exteriőr  de  un  polígo¬ 
no  regular  midé  a  y  ka.  Cuáles  són  los  valores  ente- 
ros  que  puede  tener  “k”  para  que  el  polígono  exista. 

Resolución: 


i  =  k  =  18a 


(n  ~  2) 


e  =  ka  = 


360° 

n 


(1)^(2):  1  =  ^ 


•(1) 


...(2) 


n  =  f  +  2 


Resolución: 
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Pero:  n  >  3 

=>  |  +2>3  =>  ..  k  <  2 

74.  En  un  polígono  cuyo  número  de  lados  es  pár,  si 
el  máximo  número  de  diagonales  trazados  desde 
todos  los  vértices  no  consecutivos  es  39.  Calcular 
el  número  de  diagonales  trazados  desde  los  3  pri- 
meros  vértices  no  consecutivos. 

Resolución: 

Sea  “n"  el  número  de  lados  dél  polígono 
Dato:  39  =  ?l3n  ~  10>  „  39  x  8  =  n(3n  -  10) 

O 

12(3x12- 10)  =  n(3n- 10)  =>  n  =  12 
Se  pide:  N,(12;3)  =12x3-  x  3 

Nd(12;  3)  =  24 

75.  En  un  polígono  regular  ABCDEFG  ...  de  “n”  lados, 
mZACF  =  150°.  Halle  el  número  de  diagonales 
médiás. 


Por  ser  polígono  regular  DE  //  CF 
=>  mZDCF  =  2a 
Se  nóta: 

a  +  150°  +  2a  +  2a  =  180°  =>  a  =  6° 


m/e  =  2a  =  12°  =  ^21  =»  n  =  30 
n 


N.°  Dm  = 


n(n  -  1)  30(30  -  1) 


N.°  Dm  =  435 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  2006  -  II) 

La  suma  de  las  medidas  de  cinco  ángulos  internos  de 
un  polígono  convexo  es  760°.  Calcule  la  suma  de  las 
medidas  de  los  ángulos  externos  correspondientes  a 
los  vértices  restantes. 

A)  190°  B)  200°  C)  210°  D)  220°  E)  230° 

Resolución: 

Graficando  el  polígono  de  “n”  lados: 


Con  los  datos  dél  enunciado  podemos  concluir  lo  si- 
guiente:  i,  +  i2  +  i3  +  i4  +  i5  =  760° 

De  aquí  deducimos  que  la  suma  de  las  medidas  de  los 
5  ángulos  exteriores  correspondientes  es  140°.  Por 
consiguiente,  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos 
externos  restantes  será: 

360°  -  140°  =  220°, 

Dado  que:  Xei  =  360° 

i= i 

=  360° 

i  =  1  i  =  6 

140°+  Xei  =  360°  =>  Zei  =  220° 

i  =  6  i  =  6 


PROBLÉMA  2  (LNI  2008  - 1) 

Dados  dós  polígonos  regulares  convexos,  cuyos  núme- 
ros  de  diagonales  se  diferencian  en  4  y  cuya  medida  de 
sus  ángulos  centrales  están  en  reláción  5  a  6.  Determi- 
ne  la  diferencia  entre  la  medida  dél  ángulo  interior  dél 
polígono  regular  convexo  que  tiene  menor  número  de 
lados  y  la  medida  dél  ángulo  exteriőr  dél  polígono  de 
mayor  número  de  lados. 

A)  48°  B) 70°  C)  90° 

D) 100°  E) 114° 

Resolución: 

Sean:  n  y  m  los  números  de  lados  de  los  polígonos. 
n(n  -  3)  m(m-3)_j, 

2  2  •••'' 

360° 

n  5  I  n  =  6k 

360°  6  ~  }m  =  5k 

m 

Reemplazando  en  (I):  k  =  1 

*  —  ^^-ípentágono  —  ^^®hexágono 

x  =  108°  -  60° 

.* *.  x  =  48° 

Clave  A 


PROBLÉMA  3  (LM  2009  - 1) 

En  un  polígono  convexo  equiángulo  ABCDEF  se  tiene 
AB  =  7;  CD  =  6  y  DE  =  8.  Calcule  BF. 


A)  1/3 
D)  7/2 


C)  5/3 


Clave  D. 


B)7 
E)  7/3 


Resolución: 
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En  el  polígono  sombreado:  (suma  de  ángulos  externos) 
a  +  ct  +  ex  +  90°  +  90°  +  120°  =  360° 

3a  +  300°  =  360°  =>  a  =  20° 

Por  mzext  =  20°  =  =,  n  =  18 


N.°  diagonales 


n(n  -  3)  18(15) 

2  “  2 


135 


Clave  D 


Dato: 

ABCDEF  hexágono  equiángulo 

Del  gráfico:  APAF  y  AEDT:  equiláteros 

PA  =  AF  =  PF;  DE  =  DT  =  ET  =  8;  PB  =  CT  =  14 

=>  AP  =  AF  =  AB  =  7 

JPFB  notable  de  30°  y  60°:  x  =  7/3 

Clave  E 


PROBLÉMA  5  (UNI  2013-1) 

Trés  de  las  diagonales  de  un  polígono  regular  formán 
un  triángulo  equilátero.  Determine  la  suma  de  los  án¬ 
gulos  internos  si  se  sabe  que  la  medida  de  su  ángulo 
interno  es  mayor  que  140°  pero  menor  que  156°. 

A) 1440°  B)  1620°  C)  1800° 

D) 1980°  E) 2160° 


PROBLÉMA  4  (UNI  201 1  - 1) 

Hallar  el  numero  de  diagonales  de  un  polígono  regular 
ABCDE...  sabiendo  que  las  mediatrices  de  los  lados  AB 
y  DE  formán  un  ángulo  de  60°. 

A)  90  B)  105  C)120 

D) 135  E) 150 

Resolución: 


Resolución: 


El  único  que  cumple  las  condiciones: 

a=3§l  =  3<r 

140°  <9  <  156°  =»  e  =  150° 


El  polígono  es  un  dodecágono 
Suma  M  =  180°(12  -  2)  =  1800° 


120* 


Clave  C 
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PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 


lé 


1.  La  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  interiores 
de  un  polígono  ABCD...,  es  el  doble  de  la  suma 
de  las  medidas  de  los  ángulos  interiores  de  otro 
polígono  A’B’C’D’...  Calcuiar  la  razón  entre  el  nú- 
mero  de  diagonales  médiás  de  dichos  polígonos, 
si  el  número  de  lados  de  ABCD...  es  mínimo  y  el 
número  de  lados  de  A’B’C’D’...  es  pár. 

A)  2  B)  3  C)  4 

D)  5/2  E)  7/2 

2.  En  un  polígono  equiángulo  ABCDE...,  cuyo  número 
de  lados  es  n,  las  prolongaciones  de  AB  y  ED  se 
intersecan  en  M,  tál  que  el  ángulo  AME  es  obtuso, 
calcuiar  el  mínimo  valor  de  “n”. 

A) 10  B) 11  C) 12 

D)  13  E) 15 

3.  En  la  figura,  el  polígono  ABCDE...  es  equiángulo. 
Calcuiar  el  número  de  lados  de  dicho  polígono. 


D)  32  E)  36 

4.  En  un  polígono  equiángulo,  la  diferencia  entre 
el  número  de  diagonales  médiás  y  el  número  de 
diagonales  es  10.  Calcuiar  la  medida  dél  ángulo 
exteriőr. 

A)  32°  B)  35°  C)  36° 

D)  30°  E)  45° 

5.  En  la  figura  se  muestra  un  polígono  regular.  Cal¬ 
cuiar  el  número  de  diagonales  de  dicho  polígono. 


A)  125  B)  140  C)142 

D) 135  E) 148 

6.  En  un  polígono,  el  número  de  diagonales  es  igual 
al  número  de  ángulos  rectos  a  que  equivale  la 
suma  de  medidas  de  ángulos  exteriores  aumenta- 
do  en  1 .  Calcuiar  el  número  de  diagonales  médiás. 

A)  8  B)  9  C)10 

D)  12  E) 14 


7.  En  las  siguientes  proposiciones,  indicar  si  es  ver- 
dadero  (V)  o  falso  (F). 

I.  En  un  polígono  regular,  las  diagonales  tienen 
igual  longitud. 

II.  En  un  pentágono,  el  número  de  diagonales  es 
igual  al  número  de  lados. 

Ili.  En  un  polígono,  el  número  de  diagonales  mé¬ 
diás  siempre  es  mayor  que  el  número  de  diago¬ 
nales.  IV.  En  un  pentágono  equilátero,  la  me¬ 
dida  dél  ángulo  exteriőr  es  72°. 

A)  VVW  B)  VFFV  C)  FWF 

D)  FVFV  E)  VFVF 

8.  En  las  siguientes  proposiciones,  indicar  si  es  ver- 
dadero  (V)  o  falso  (F). 

I.  La  diferencia  entre  el  número  de  diagonales 
médiás  y  el  número  de  diagonales  en  un  polí¬ 
gono  es  igual  al  número  de  lados  de  dicho  polí¬ 
gono. 

II.  Si  el  número  de  diagonales  en  un  polígono  es  el 
doble  dél  número  de  lados,  entonces  el  número 
de  diagonales  médiás  es  el  triple  dél  número  de 
lados. 

III.  En  todo  polígono  equilátero,  la  suma  de  las  me¬ 
didas  de  los  ángulos  externos  es  igual  360° 

A)  VW  B)  VFF  C)  WF 

D)  FW  E)  FFV 

9.  Si  el  número  de  lados  de  un  polígono  es  igual  al 
número  de  diagonales.  Calcuiar  la  suma  de  las  me¬ 
didas  de  los  ángulos  internos. 

A)  180°  B)  360°  0  540° 

D)  720°  E)  1080° 

10.  Si  el  número  de  lados  de  un  polígono  es  disminui- 
do  en  2;  el  número  de  diagonales  disminuye  en  15. 
Calcuiar  el  número  de  lados  de  dicho  polígono. 

A)  7  B)  8  C)  9 

D)  10  E) 12 

11.  En  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 
(V)  o  falso  (F). 

I.  Todo  polígono  tiene  diagonales. 

II.  En  un  polígono  regular  las  diagonales  són  de 
igual  longitud. 

III.  En  todo  polígono,  la  suma  de  las  medidas  de 
los  ángulos  externos  es  360°. 

IV.  El  número  de  diagonales  médiás  en  un  polígo¬ 
no  siempre  es  mayor  que  el  número  de  lados. 

A)  VWF  B)  WFV  C)  VVFF 

D) FFFV  E) FFFF 

12.  Los  números  de  lados  de  dós  polígonos  convexos 

están  representados  por  dós  números  consecuti- 
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vos  y  sus  números  de  diagonales  se  diferencian  en 

12.  Calcular  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos 
interiores  de  dichos  polígonos. 

A)  4000°  B)  4120°  C)4140° 

D) 4410°  E) 4420° 

13.  En  un  polígono  ABCDE,  AE  =  ED  =  5, 
mZABC  =  mZBCD  =  mZAED  =  90°  y  BC  =  7. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  determinado  por  BC 
y  ED. 

A)  15°  B)  30°  0  36° 

D)  37°  E)  45° 

14.  En  la  figura,  ABC...  y  ABP...  són  polígonos  regu- 
lares.  Calcular  la  razón  entre  los  perímetros  de  las 
regiones  poligonales. 


B  C 


A)  2  B)  3  C)  | 

D)  f  E)  f 

15.  Si  el  número  de  lados  de  un  polígono  aumenta  en 
3,  entonces  la  diferencia  dél  número  de  diagonales 
es  15.  Calcular  la  suma  de  las  medidas  de  los  án¬ 
gulos  internos  de  dicho  polígono. 

A)  640°  B)  720°  C)  600° 

D)  360°  E)  540° 

16.  En  un  hexágono  equiángulo  ABCDEF,  BC  inter- 
seca  a  las  prolongaciones  de  ED  y  FA  en  M  y  N 
respectivamente,  FE  interseca  a  las  prolonga- 
ciones  de  BA  y  CD  en  P  y  Q,  respectivamente, 
AB n CD  =  {L}  y  AF n DE  =  {R}. 

Calcular  la  razón  entre  los  perímetros  de  las  regio¬ 
nes  PLQ  y  NMR. 

A)  1  B)  2  C)3 

D)  3/2  E)  2/3 


19.  Si  la  medida  de  los  ángulos  externos  de  trés  po¬ 
lígonos  són  proporcionales  a  1 , 2  y  3  y  el  número 
de  diagonales  dél  polígono  de  menor  número  de 
lados  es  54.  Calcular  la  diferencia  entre  el  nú¬ 
mero  de  diagonales  médiás  de  los  otros  2  po¬ 
lígonos. 

A)  428  B)  477  C)  468 

D)  460  E)  482 

20.  En  un  polígono  regular  ABCDEFG...  las  prolonga¬ 
ciones  de  BC  y  GE  se  intersecan  en  P,  tál  que  la 
mZCPE  =  90°.  Calcular  el  número  de  lados  dél 
polígono. 

A)  10  B)  12  C)14  D)  16  E)  18 

21.  En  un  octógono  equiángulo  ABCDEFGH,  el  perí- 
metro  de  la  región  que  limita  dicho  polígono  es 
40  m  y  ACEG  es  un  cuadrado.  Calcular  AB  +  GF. 

A)  5  m  B)  8  m  C)  10  m 

D)  12  m  E)  20  m 

22.  Se  tiene  un  polígono  regular  de  n  lados  ABCDE... 
y  otro  polígono  regular  de  (n  -2)  lados  ABPQR... 
interior  al  primero,  si  mZCBP  =  6°,  calcular  n. 

A)  10  B)  12  C)15  D)  18  E)  20 

23.  Se  tiene  los  polígonos  regulares  ABCDEF...  y 
ADMNP...,  tál  que  C,  D  y  M  són  colienales,  calcu¬ 
lar  la  razón  entre  los  números  de  lados  de  dichos 
polígonos. 

A)  1  B)  2  C)3 

D)  2/3  E)'3/2 

24.  Se  tiene  el  polígono  regular  ABCDEF...,  el  ángulo 
determinado  por  AD  y  CE  midé  60°.  Calcular  el  nú¬ 
mero  de  diagonales  de  dicho  polígono. 

A)  18  B)  21  C)25  D)  27  E)  32 

25.  En  un  hexágono  regular  ABCDEF,  se  ubica  el  pun- 
to  medio  M  de  EF;  AC  n  BE  =  {N}  y  AB  =  4  m. 
Calcular  MN. 

A)  2)3  m  B)  2-Í2  m  C)2V7m 

D)  2V5  m  E)2i6m 


17.  En  un  polígono  equiángulo  ABCDEFGH,  ACEG  es 
un  cuadrado.  Calcular  la  razón  entre  los  perímetros 
de  las  regiones  ACEG  y  BDFH. 


A)  1 

B)  1/2 

C)2 

D)  3/2 

E)  2/3 

En  un 

pentágono 

convexo 

mZBAE  =  mZBCD  =  90°,  AB  =  AE;  BC  =  CD  y 
AC  =  10._Calcular  la  distancia  dél  punto  medio  de 
ED  hacia  AC. 


A)  4 
D)  8 


0  6 


26.  Según  el  gráfico,  los  polígonos  ABCDEF  y  HBCPQ 
són  equiángulos.  Calcular  x. 


B)  5 
E)  10 


A)  15°  B)  12°  018°  D)  20°  E)  30‘ 
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27.  Calcular  el  numero  de  diagonales  de  un  polígono 
equiángulo,  si  al  disminuir  en  30°,  la  medida  de  su 
ángulo  interior,  se  obtiene  la  medida  dél  ángulo  in- 
teriorde  otro  polígono  equiángulo;  además,  la  me¬ 
dida  dél  ángulo  externo  dél  segundo  es  a  la  medida 
de  su  ángulo  interno  como  1  es  a  2. 

A)  16  B)  20  C)  30 

D) 40  E)  54 

28.  Si  al  número  de  diagonales  de  un  polígono  regular 
se  le  disminuye  el  número  de  ángulos  rectos  a  que 
equivale  la  suma  de  medida  de  los  ángulos  inter- 
nos  se  obtiene  el  número  de  lados  aumentado  en 
9,  calcular  la  medida  dél  ángulo  Central  de  dicho 
polígono. 

A)  20°  B)  32°  C)  40° 

D)  36°  E)  60° 

29.  En  un  polígono  equiángulo,  la  suma  de  medida  de 
10  ángulos  externos  es  igual  a  200°.  Calcular  la 
diferencia  entre  el  número  de  diagonales  médiás  y 
el  número  de  diagonales. 

A)  20  B)  25  '  C)  30 

D) 18  E) 17 

30.  Se  tienen  3  polígonos  equiángulos,  tál  que  el  nú¬ 
mero  de  diagonales  dél  primer  y  tercer  polígono 
están  en  la  reláción  de  1  a  6,  la  suma  de  las  medi- 
das  de  los  ángulos  internos  dél  segundo  y  primer 
polígono  se  diferencia  en  360°  y  las  medidas  de 
los  ángulos  externos  dél  tercer  y  segundo  polígono 
están  en  reláción  de  2  a  3.  Calcular  la  medida  dél 
ángulo  interno  dél  primer  polígono. 

A)  135°  B)  150°  0120° 

D) 109°  E) 144° 

31.  Si  el  número  de  lados  de  un  polígono  equiángulo 
aumenta,  su  número  de  diagonales  totales  aumen- 
ta  en  19  y  la  medida  de  su  ángulo  interior  aumenta 
en  6°.  Calcular  el  número  de  diagonales  médiás 
que  se  puede  trazar  de  7  lados  consecutivos. 

A)  50  B) 48  C)  42 

D) 60  E)  58 

32.  Se  tiene  un  dodecágono  equiángulo 
ABCDEFGHIJKL,  si  AB  =  4  m,  BC  =  3/3  m,  CD  =  7  m 
y  la  distancia  de  G  a  la  recta  que  contiene  a  AB  es 
11/3  m.  Calcular  la  distancia  dél  punto  medio  de 
GD  a  dicha  recta. 

A)  6/3  m  B)  7/3  m  C)8/3m 
D)  9/3  m  E)  10/3  m 

33.  En  un  pentágonoABCDE;  la  mZABC  =  mZCDE  =  90° 
y  la  medida  de  sus  otros  ángulos  són  iguales;  cal¬ 
cular  la  distancia  de  A  a  DE,  si  BC  =  4  cm,  CD  =  1 0  cm 
y  la  distancia  de  C  a  AE  es  9  cm. 


A)  6/3  cm  B)  5/3  cm  C)  5  cm 

D)  5/2  cm  E)  6  cm 

34.  En  un  hexágono  ABCDEF  cuyo  perímetro  es  80  cm, 
se  considera  un  punto  O  interior  a  dicho  hexágono 
y  se  une  dicho  punto  con  los  vértices  dél  hexágo¬ 
no.  Indicar  cuál  de  los  siguientes  valores  no  puede 
ser  el  valor  de: 

OA  +  OB  +  OC  +  OD  +  OE  +  OF. 

A)  200  cm  B)  150  cm  C)  100  cm 

D)  56,5  cm  E)  40,01  cm 

35.  En  la  región  interior  de  un  pentágono  regular 
ABCDE,  se  ubica  un  punto  P,  tál  que  PD  =  DE  y 
mZPAB  =  42°,  calcular  la  mZDPE. 

A)  42°  B)  45°  C)  48° 

D)  54°  E)  60° 

36.  En  un  hexágono  regular  ABCDEF  se  ubican  los 
puntos  M,  N  y  Q  en  su  región  interna,  tál  que  AMNF 
es  un  cuadrado  y  AQF  es  un  triángulo  equilátero. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  formado  por  las  rec- 
tas  CE  y  MQ. 

A)  8°  B)  10°  C)22°30’ 

D)  15°  E)  30° 

37.  En  un  polígono  equiángulo,  la  medida  de  su  ángulo 
interior  es  (p  +  15)  veces  la  medida  de  su  ángulo 
exteriőr  y,  además,  se  cumple  que  el  número  de 
diagonales  es  135p.  Calcular  el  número  de  lados 
de  dicho  polígono  para  p  impar. 

A)  48  B)  46  C)135  D)  80  E)  90 

38.  En  un  polígono  regular  ABCDEFGHI...  las  prolon- 
gaciones  de  AD  y  HE  se  intersecan  en  P.  Calcular 
su  número  de  diagonales,  si  la  mZAPH  =  132°. 

A)  405  B)  400  C)  375 

D)  435  E)  370 

39.  En  un  polígono  de  “n”  lados  desde  n  -  9  vértices 
consecutivos,  se  puede  trazar  9n  +  22  diagonales. 
Calcular  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos 
interiores  de  dicho  polígono. 

A)  4100°  B)  1080°  C)720° 

D) 4220°  E) 4140° 

40.  En  cierto  polígono  equiángulo  ABCDE. . . ;  cuál  es  el 
mínimo  número  de  lados  para  que  las  perpendicu- 
lares  a  AB  y  CD  determinen  un  ángulo  agudo  y  dé 
como  respuesta  el  número  de  diagonales  trazadas 
desde  cinco  vértices  consecutivos. 

A)  23  B) 27  C) 24 

D) 36  E) 9 

41.  En  un  pentágono  convexo  ABCDE  se  ubica  el  pun¬ 
to  medio  M  de  AE.  Si  los  ángulos  ABC  y  EDC  són 


suplementarios,  AB  =  CD  y  BC  =  ED,  calcular  la 
mZBMD. 


A)  60° 
D) 120° 


42. 


B)  90° 
E)  75 


0  45° 


En  un  dodecágono  regular  ABCDEFGHIJKL,  las 
diagonales  CJ  y  AD  se  intersecan  en_pJuego  por 
P  se  traza  una  recta  L  que  interseca  a  CD.  Calcular 
la  distancia  de  C  a  L,  si  las  distancias  de  A  y  M  a 
dicha  recta  són  a  y  b  respectivamente,  siendo  M  la 
intersección  LA  y  BC . 


A)  b  -  a 


B)  2b  -  a 


C)  a  +  b 


D) 


a  +  b 


E) 


b  -  a 


43.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  formado  por  BQ  y 
ME,  si  ABCDE  y  AMNPQ  són  pentágonos  regu- 
lares. 


44. 


A)  72° 
D)  75° 


B)  36° 
E)  60° 


C)  12° 


Calcular  el  número  de  lados  de  un  polígono  con- 
vexo,  si  el  número  totál  de  sus  diagonales  más  el 
número  de  triángulos  que  se  formán  al  unir  un  vér- 
tice  con  los  restantes,  más  el  número  de  ángulos 
rectos  a  que  equivale  la  suma  de  sus  ángulos  inte- 
riores  es  igual  a  14. 

A)  3  B)  4  C)5 

D) 6  E) 7 


45.  A  un  polígono  de  n  lados,  se  le  aumenta  k  lados 
(k:  impar),  de  tál  modo  que  el  número  de  diagona¬ 
les  aumenta  en  n  +  2k.  Calcular  n. 


A)  3 
D)  6 


B)  4 
E)  7 


C)5 


46. 


En  un  polígono  equiángulo  ABCDE...,  en  el  cual 
AB  //  DE,  calcular  el  número  de  diagonales  médiás 
dél  polígono. 

A)  16  B)  11  C)9 

D)  10  E) 15 


47.  En  un  polígono  convexo  de  número  de  lados  pár, 
al  trazar  diagonales  desde  un  solo  vértice  se  obtie- 
nen  21  cuadriláteros  de  tál  forma  que  sus  regiones 
interiores  no  tienen  puntos  en  común.  Calcular  la 
cantidad  de  diagonales  de  dicho  polígono. 


A)  908 
D)  906 


B)  900 
E)  902 
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48.  En  la  figura,  los  polígonos  ABCDEF,  APQF  y  FLQ 
són  regulares.  Calcular  x. 


C)  60° 


49.  Calcular  el  número  de  diagonales  de  un  polígono 
regular,  si  la  razón  entre  las  medidas  de  su  ángulo 
interior  y  su  ángulo  exteriőr  es  7/2. 

A)  27  B) 35  C)  9 

D) 14  E)  170 

50.  Sea  ABCDE  un  pentágono  regular,  PE  s  BC,  cal¬ 
cular  x. 


A)  36° 
D)  54° 


E)  72° 


51.  Se  tiene  un  polígono  regular  ABCDEFG..., 
mZABD  =  7(mZBCA).  Calcular  el  número  de  dia¬ 
gonales  médiás  de  dicho  polígono. 

A)  45  B)  28  C)  66 

D)  55  E)  36 

52.  Si  a  <  90°  y  ABCDE...,  es  un  polígono  equiángulo 
cuyo  número  de  lados  es  mínimo,  calcular  el  nú¬ 
mero  de  diagonales  trazadas  desde  cinco  vértices 
consecutivos. 

D 
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A)  15  B)  24  C)  29 

D)  23  E)  36 

53.  En  un  polígono  equiángulo  ABCDE...,  cuyo  numero 
de  lados  es  n,  las  prolongaciones  de  AB  y  ED  se 
intersecan  en  L,  de  modo  que  el  ángulo  ALE  es 
agudo.  Calcular  el  máximo  valor  de  n. 

A)  9  B)  10  v  C)11 

D)  12  E) 13 

54.  Se  tiene  un  hexágono  regular  ABCDEF,  cuyo  lado 
midé  8  m.  Calcular  la  longitud  dél  segmento  que 
tiene  por  extremos  al  punto  medio  de  EF  y  al  punto 
de  intersección  de  las  diagonales  AC  y  BE. 

A) 4/6  m  B)  2/6  m  C)4/7m 

D)  3/7  m  E)  3/6  m 

55.  <j,Cuántos  lados  tiene  el  polígono  en  el  cual  el  nú- 
mero  de  diagonales  es  mayor  en  133  al  número 
de  lados? 

A)  16  B)  25  C)23 

D) 24  E)  19 

56.  En  el  gráfico  se  muestran  dós  pentágonos  regula- 
res.  Calcular  el  valor  de  x. 


57.  Si  a  +  b  =  130°,  calcular:  x  +  y  +  z  +  w  +  v. 


58.  En  un  hexágono  convexo  ABCDEF: 

mZB=  140°;  mZE  =  150°;  mZC  +  mZD  =  330°. 
Hallar  el  ángulo  que  formán  las  rectas  AB  y  FE  al 
intersecarse. 

A)  40°  B)  80°  C)  70° 

D) 90°  E) 120° 

59.  <j,Cuál  es  el  polígono,  en  el  que  su  número  de  lados 
es  igual  a  su  número  de  diagonales? 


A)  Pentágono  B)  Hexágono 

C)  Dodecágono  D)  Nonágono 

E)  Octógono 

60.  Si  la  suma  de  los  ángulos  internos  de  dós  polígo- 
nos  convexos  difieren  en  720°  y  sus  ángulos  cén- 
tricos  difieren  en  7,5°. 

Indicar  si  el  cociente  mayor  que  la  unidad  de  los 
lados  de  los  dós  polígonos  convexos  es  igual  a: 

A)  1,53  B)  1,23  C)1,13 

D)  1,43  E)  1,33 

61.  El  número  de  diagonales  de  un  polígono  convexo 
excede  en  16  a  la  diferencia  entre  el  número  de  án¬ 
gulos  rectos  a  que  equivale  la  suma  de  sus  ángu¬ 
los  interiores  y  el  número  de  vértices  dél  polígono. 
<j,De  qué  polígono  se  trata? 

A)  Octógono  B)  Decágono 

C)  Pentágono  D)  Hexágono 

E)  N.  A. 

62.  Los  lados  de  un  polígono  reglar  de  “n"  lados  (n  >  4), 
se  prolongan  para  formar  una  estrella.  El  número 
de  grados  en  cada  vértice  de  la  estrella,  es: 

A)  360  B)  (n- 4)180  (n  -  2)180 

n  n  n 

D)  180  -  —  E)^ 

n  n 

63.  ^Cuántos  lados  tiene  el  polígono  regular  cuyo  án¬ 
gulo  interno  es  (p  +  15)  veces  el  ángulo  exteriőr, 
y  además  se  sabe  que  el  número  de  diagonales 
es  135p? 

A) 80  B) 85  C)90 

D) 95  E) 100 

64.  Dadas  las  siguientes  proposiciones: 

I.  Cada  ángulo  interior  de  un  hexágono  regular 
midé  120°. 

II.  En  el  decágono,  se  pueden  trazar  36  diagonales. 

III.  El  polígono  regular  cuyos  ángulos  exteriores 
miden  36°  es  un  decágono. 

Són  verdaderas: 

A)  I  y  III  B)  solo  II  C)ly  II 

D)  solo  III  E)  Ily  III 


65.  En  un  hexágono  convexo,  los  ángulos  internos  es¬ 
tén  en  progresión  aritmética  y: 
a,  >  a2  >  ct3  >  a4  >  a5  >  a6 
^Cuánto  medirá  el  cuarto  ángulo  a4,  dado  en  radia- 
nes,  si  el  mayor  es  igual  a  125°. 


A)  750ti 


n)  150. 
D)  180 71 


B)  2n 


F)  121„ 
E  180 11 


C)  119„ 

C  18Ö 


66.  Se  tiene  un  polígono  reglar  cuyo  semiperímetro  es 
“p”  y  el  número  que  expresa  su  número  de  diago- 
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nales  es  igual  al  perímetro.  Además  su  ángulo  inte- 
rior  es  "p”  veces  su  ángulo  exteriőr. 

^Cuánto  midé  el  lado  dél  polígono  regular? 

A)  1/3  B)  1/5  C)  1/4 

D)  1  E)  1/2 

67.  En  un  polígono,  la  suma  de  sus  ángulos  internos 
es  540°,  el  número  de  lados  de  dicho  polígono  es: 

A)  3  B)  4  C)  9  D)  5  E)  6 

68.  Se  tiene  el  hexágono  regular  ABCDEF,  se  tra- 
za  una  recta  secante  al  hexágono  que  pasa  por 
su  centro  e  interseca  a  los  lados  AF  y  CD.  Si  las 
perpendiculares  trazadas  desde  los  vértices  A  y  C 
tienen  longitudes  de  1  y  3  respectivamente,  calcu- 
lar  la  longitud  de  la  perpendicular  trazada  desde  el 
vértice  E  a  dicha  recta. 

A)  5  B)  4  C)  3  D)  6  E)  7 

69.  En  el  octógono  adjunto,  ^cuál  es  el  valor  de  a? 


A)  30°  B)  37,5°  C)39,5° 

D)45°  E)  45,7° 

70.  En  un  hexágono  regular  de  lado  L,  se  unen  los 
puntos  medios  de  cuatro  lados  opuestos  dós  a  dós. 
Luego,  se  unen  los  puntos  medios  de  los  lados  dél 
rectángulo  que  se  formó,  obteniéndose  un  cuadri- 
látero.  Hallar  el  área  de  este  cuadrilátero. 

A)  -^L2  B)  ^ l f  c)  ^L2 

o  4  o 

D)  ^L2  E)  ^L2 

71.  Calcular  la  suma  de  los  ángulos  interiores  en  la 
figura. 


A) 2520°  B) 1440°  0)2880° 

D) 900°  E)  2440° 

72.  En  la  figura,  se  presenta  parte  de  un  polígono  regu¬ 
lar  de  “n”  lados.  ^Cuánto  vale  “n"? 


A)  40  B)  36  C)  45 

D)  18  E)  24 

73.  La  medida  dél  ángulo  interior  de  un  polígono  re¬ 
gular  es  igual  a  la  medida  de  su  ángulo  Central.  El 
polígono  es  un: 

A)Triángulo.  B)Cuadrado.  C)Pentágono 

D)  Hexágono.  E)  Decágono. 

74.  Determinar  el  número  de  diagonales  que  se 
puede  trazar  en  un  polígono  regular  de  vértices 
A,;  A2;  A3;  ...An,  sabiendo  que  las  mediatrices  de 
A-j A2  y  A3A4  formán  un  ángulo  de  30°. 

A)  189  B)  230  0170 

D) 275  E)  252 

75.  La  siguiente  figura  es  un  hexágono  regular  de  cen¬ 
tro  O  y  lado  “a”.  Hallar  el  perímetro  de  polígono 
AOECB. 


F  E 


A)4a  +  aV2  B)a(4+V3)  C)6a 

D)4a  +  aV5  E)a(4+V8) 

76.  En  la  figura,  ABCDE  es  un  polígono  regular.  Hallar  “x”. 


D)  36°  E)  120° 

77.  En  el  polígono  mostrado:  AB  =  BC  =  CD  =  DE  =  a; 
AC  1  CD;  AD  1  DE.  Calcular  el  perímetro  dél  polí¬ 
gono  mostrado. 


E 


A)  4a  B)  2a  C)  6a  D)  8a  E)  10a 

78.  Si  a  un  polígono  se  le  incrementa  el  número  de 
lados  en  2,  cada  ángulo  interno  aumenta  en  15°. 
^Cuál  es  el  polígono? 

A)  Octógono  B)  Pentágono  C)  Hexágono 
D)Nonágono  E)N.A. 
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79.  Si  a  un  polígono  se  le  aumenta  un  lado,  su  número 
de  diagonales  aumenta  en  6.  Si  se  le  disminuye  un 
lado,  el  número  de  diagonales  disminuye  en: 

A)  6  B)  3  C)5 

D)2  E) 4 


80.  Si  a  un  polígono  se  le  aumenta  2  lados,  el  número 
de  diagonales  aumenta  en  15.  Hallar  el  ángulo  ex- 
temo  de  dicho  polígono. 

A)  45°  B) 60°  C)40° 

D) 120°  E)  90° 


1  1  D 

11.  E 

í  2.  D 

12.  C 

!  3-  E 

13.  D 

I  4.  c 

14.  C 

5.  D 

15.  E 

6.  C 

16.  A 

|  7.  C 

17.  A 

8.  C 

18.  B 

9.  C 

19.  B 

1  10.  D 

20.  C 

21.  C 

31.  C 

22.  B 

32.  C 

23.  A 

33.  C 

24.  D 

34.  A 

25.  C 

35.  E 

26.  B 

36.  D 

27.  E 

37.  E 

28.  D 

38.  A 

29.  D 

39.  E 

30.  C 

40.  C 

41. 

B 

51. 

B 

42. 

A 

52. 

B 

43. 

A 

53. 

C 

44. 

C 

54. 

C 

45. 

C 

55. 

E 

46. 

E 

56. 

E 

47. 

E 

57. 

D 

48. 

C 

58. 

B 

49. 

A 

59. 

A 

50. 

D 

60. 

E 

61. 

A 

71. 

A 

62. 

B 

72. 

C 

63. 

C 

73. 

B 

64. 

A 

74. 

E 

65. 

E 

75. 

B 

66. 

D 

76. 

A 

67. 

D 

77. 

C 

68. 

B 

78. 

C 

69. 

D 

79. 

C 

70. 

C 

80. 

A 

Cuadriláteros 


Brahmagupta  (598  d.  C.-668  d.  C) 
náció  en  Ujjain.  En  esta  ciudad  de 
la  zóna  Central  de  la  India  se  en- 
contraba  el  más  famoso  y  antiguo 
observatorio  de  astronomía  en  el 
que  Brahmagupta  sería  director. 
Es  considerado  el  más  grande  de 
los  matemáticos  de  esta  época. 
Es  posible  que  Brahmagupta  haya 
sido  el  idealizador  dél  concepto 
dél  «cero»,  ya  que  en  su  obra  Brah- 
masphutasiddhanta  dél  ano  628 
aparece  por  primera  vez  esta  idea. 
La  obra  trataba  también  sobre 
aritmética  y  números  negativos 
en  términos  muy  parecidos  a  los 
de  la  matemática  moderna.  Murió 
en  el  ano  670. 


En  Geometria  se  le  conoce  por  la 
formula  que  Ileva  su  nombre  (teo- 
rema  de  Brahmagupta)  y  que  trata 
sobre  una  regla  para  la  formáción 
de  ternas  pitagóricas.  En  geometria  euclidiana,  el  teorema  de  Brahmagupta  da  una  condición 
necesaria  sobre  la  perpendicularidad  de  Ias  diagonales  de  un  cuadrilátero  cíclico  (inscriptible  en 
un  círculo),  cuyo  enunciado  dice:  «Si  Ias  diagonales  de  un  cuadrilátero  cíclico  són  perpendicu- 
lares,  entonces  toda  recta  perpendicular  a  un  lado  cualquiera  dél  cuadrilátero  y  que  pase  por  la 
intersección  de  Ias  diagonales,  divide  al  lado  opuesto  en  dós  partes  iguales». 


\nó\a,598  d.  C  -  India, 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  DEFINÍCIÓN 

Són  polígonos  de  cuatro  lados.  Estos  polígonos  pueden 
ser  convexos,  no  convexos,  equiláteros,  equiángulos,  etc. 

<4  CLASIFICACIÓN  DE  LOS  CLADRILÁTEROS 
CONVEXOS 


Trapecio  escaleno  Trapecio  isósceles 


Paralelogramos 

Tienen  sus  lados  opuestos,  respectivamente,  paralelos. 
Se  dividen  en: 

a.  Romboidé.  Es  el  paralelogramo  propiamente  dicho. 

b.  Rombo.  Tiene  sus  4  lados  congruentes. 

c.  Rectángulo.  Tiene  sus  4  ángulos  congruentes. 

d.  Cuadrado.  Tiene  sus  4  lados  y  4  ángulos,  respec¬ 
tivamente,  congruentes. 


IM1SS3K 

1.  En  todo  paralelogramo,  los  ángulos  y  lados 
opuestos  són,  respectivamente,  congruentes. 

2.  Las  diagonales  de  todo  paralelogramo  se  interse- 
can  en  su  punto  medio. 

3.  Las  diagonales  dél  rectángulo  són  congruentes. 

4.  Las  diagonales  dél  rombo  són  perpendiculares  y 
bisectrices. 

5.  Las  diagonales  dél  cuadrado  són  congruentes, 
perpendiculares  y  bisectrices. 


Trapecios 

Tienen  dós  lados  paralelos  llamados  bases.  La  altura 
dél  trapecio  es  la  distancia  entre  las  bases.  Se  dividen 
en: 

a.  Trapecio  escaleno.  Sus  lados  no  paralelos  tienen 
diferente  longitud. 

b.  Trapecio  isósceles.  Sus  lados  no  paralelos  són 
congruentes. 

c.  Trapecio  rectángulo.  Unó  de  sus  lados  es  per- 
pendicular  a  las  bases. 


Trapecio  rectángulo 


1.  El  segmento  que  une  los  puntos  medios  de  los 
lados  no  paralelos  se  llama  base  média,  mediana 
o  paralela  média,  es  paralelo  a  las  bases  y  midé  la 
semisuma  de  ellas. 

2.  El  segmento  que  une  los  puntos  medios  de  las 
diagonales  se  ubica  sobre  la  mediana  y  midé  la 
semidiferencia  de  las  bases. 


Trapezoides 

No  tienen  lados  paralelos. 


Existe  un  tipo  especial  de  trapezoidé  llamado  simétrico 
o  contraparalelogramo.  En  este,  una  diagonal  es  por¬ 
ción  de  mediatriz  de  la  otra. 

B 
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Ejemplos: 

1 .  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  altura  BH.  Si  M,  N 
y  Q  són  puntos  medios  de  AB,  BC  y  AC,  respecti- 
vamente;  demostrar  que  el  cuadrilátero  MNHQ  es 
un  trapecio  isósceles. 


Demostración: 


AABC:  ZA  y  ZC  agudos  AABC:  ZABC  es  obtuso 
Sabemos  que,  por  ser  base  média,  en  cada  caso 
MN//ÁC;MQ=^p  ...(1) 

Y,  por  ser  medianas  relativas  a  la  respectivas  hipo- 
tenusas:  HN  =  yp  ...(2) 

Luego,  de  (1 )  y  (2):  MQ  =  HN 
MNHQ  es  un  trapecio  isósceles. 

2.  ABCD  es  un  rectángulo,  EO 1  AC  y  AO  =  OC  =  OE. 
Hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 


Por  ser  rectángulo  OB  =  OC 
=*  ABOC  es  isósceles: 
mZOCB  =  mZOBC  =  34° 
y  mZBOC  =  180°  -  2(34°)  =  112° 

En  el  cuadrilátero  no  convexo  BPCO: 
mZP  +  a  +  p  =  112°  ...(1) 

ABHO:  2a  +  90°  =  112°  =>  a  =  11° 
ZBCD:  34°  +  2p  =  90°  =>  p  =  28° 
Reemplazando  en  (1): 
mZP  +  11° +  28°  =  112° 
mZP  =  73° 


4.  En  un  rombo  ABCD,  mZA  <  90°;  se  trazan  BH  y 
CR,  perpendiculares  a  AD  (H  en  AD  y  R  en  su  pro- 
longación).  Hallar  HD,  si  AR  =  17  y  HR  =  11. 

Resolución: 


E 


Resolución: 

Trazamos  BD: 


E 


Como:  AO  =  OC  =  BO  =  OD  =  OE;  entonces  el 
AOBE  es  isósceles:  x  +  x  +  48°  =  180° 
x  =  66° 


3.  La  figura  ABCD  es  un  rectángulo,  BH  1  AC,  ZOBC 
midé  34°,  BP  biseca  el  ZHBO  y  CP  biseca  el  ZOCD. 
Hallar  la  medida  dél  ángulo  BPC. 


Del  gráfico: 

AAHB  s  ADRC 
=>  AH  =  RD 
Siendo:  AH  =  17-11 
=>  AH  =  6  =>  RD  =  6 
Luego:  AH  =  11  -  RD 
=>  DH  =  11  -  6 
DH  =  5 


5.  En  un  triángulo  ABC,  M  es  punto  medio  de  AB.  Se 
traza  MH  1  AC  (H  en  AC).  Hallar  la  longitud  de  EF, 
si  F  está  sobre  BC,  E  es  punto  medio  de  HM  y 
EF  1  HM,  siendo  AH  =  3  y  HC  =  7. 

Resolución: 

B 


Trazamos  MN  // AC;  entonces  en  el  AABC,  por  ser 
base  média:  MN  =  4p  =>MN  =  y  =  5 

En  el  trapecio  MNCH,  EF  es  mediana 

crr  _  MN  +  HC  5  +  7  e 
-  EF - g - =  — =  6 
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6.  En  la  figura,  MN  es  mediana  dél  trapecio  ABCD. 
MR  =  RH  y  HT  =  TN.  Si  BC  =  36  y  AD  =  48,  hallar 
PQ. 

Resolución: 


MN  //  BC  y  AD,  entonces:  BP  =  PR  y  CQ  =  QT 
En  el  trapecio  RBCT:  PQ  =  BC  +  RT  ...(1 ) 

En  ABCD:  MN  =  BC  +  AD  =  36  +  48  =  42 

y  en  el  AMHN:  RT  =  M  =  21 

Reemplazando  en  (1):  PQ  =  —  +  31  =  28,5 

7.  En  un  paralelogramo  ABCD,  sobre  la  diagonal  BD 
se  tonna  el  punto  P  Por  A,  se  traza  una  paralela  a 
BD,  cortando  a  la  prolongación  de  CP  en  el  punto 
R.  Si  CP  =  RP,  BP  =  12  y  PD  =  5,  hallar  AR. 

Resolución: 


Se  prolongan  AR  y  CD  hasta  que  se  corten  en  F. 
En  el  ARCF,  PD  es  base  média:  RF  =  2(PD) 

=>  RF  =  10 

Luego,  en  el  paralelogramo  ABDF:  AF  =  BD 
=>  AR+10  =  12  +  5 
AR  =  7 


8.  En  un  romboidé  ABCD,  AB  =  5  y  BC  =  12;  las  bi- 
sectrices  de  los  ángulos  A  y  B  se  cortan  en  el  punto 
M  y  las  de  C  y  D  en  N.  Hallar  la  longitud  de  MN. 

Resolución: 


B  E  F  C 


Prolongamos  AM  y  DN  hasta  E  y  F,  respectivamen- 
te.  Luego: 


mZE  =  mZEAD  =  a  y  mZF  =  mZFDA  =  p  (altér- 
nos  internos) 

AABE  es  isósceles:  BE  =  AB  =>  BE  =  5  y  AM  =  EIV 
AFCD  es  isósceles:  FC  =  CD  =>  FC  =  5  y  FN  =  NE 
Por  otro  lado:  EF  =  12  -  BE  -  FC  =>  EF  =  2 


En  el  trapecio  AEFD,  MN  es  mediana: 


MN  = 


AD  +  EF 
2 


12  +  2  _  7 
2  ~ 


9.  ABCD  es  un  cuadrilátero  no  convexo,  siendo  D  e 
ángulo  entrante.  Si:  mZC-mZA=  32°,  hallar  la 
medida  dél  menor  ángulo  formado  por  las  bisectri- 
ces  de  los  ángulos  B  y  D. 

Resolución: 


Dato:  mZC  -  mZA  =  32° 

Incógnita:  x 

En  el  cuadrilátero  no  convexo: 

ABED:  mZA  +  p  +  x  =  a  Tf.(1) 

En  ABCDA:  mZA  +  2p  +  mZC  =  2a  ;..(2) 

Reemplazando  (1)  en  (2): 

mZA  +  2p  +  mZC  =  2(mZA  +  p  +  x) 

Efectuando:  x  =  — .+Q mZA.  (propiedad) 

.-.x  =  16° 

10.  En  la  figura,  ABCD  es  un  trapecio,  AM  =  MD 
AE  =  EC,  EQ  =  QM,  ÁB  //  QR  y  BC  =  1 8.  Hallar  QR 


Resolución: 


Del  gráfico: 

mZBCA=  mZCAD  =  a  (alternos  internos) 
AABC  es  isósceles:  AB  =  BC  =>  AB  =  18 
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Trazamos  EF  //AB.  Entonces:  EF  =  =  y  =  9 

CM  es  mediana  relativa  a  la  hipotenusa  dél  AACD: 
CM  =  AM  =  MD.  Resultando  el  AAMC,  isósceles: 
mZACM  =  a.  Luego,  CM  //  AB,  ya  que  ZACM  y 
ZBAC  són  alternos  internos  congruentes.  Por  lo 
tanto:  CM  =  AB  =>  CM  =  18.  También,  EF  //  CM. 
Finalmente,  en  el  trapecio  EFCM. 

QR  =  EF  +  CM  =  iill  =  13,5 

11.  En  un  cuadro  ABCD,  cuyo  lado  midé  1 8  cm,  M  y  N 
són  puntos  medios  de  AB  y  BC,  respectivamente. 
AN  y  CM  se  cortan  en  el  punto  Q.  Hallar  QB. 

< - 18 - ► 


Resolución: 

Trazamos  AC  y  prolongamos  BQ  hasta  el  punto  O. 
Se  observa  que  Q  es  el  baricentro  dél  AABC. 
Entonces,  BQ  =  -1(60),  siendo: 

BO  =  =  = 

Reemplazando  en  BQ:  BQ  =  |(9Í2) 

BQ  =  6V2 

12.  En  la  figura,  ABCD  es  un  paralelogramo  y  T  es 
una  recta  exteriőr.  Demostrar  que:  a  +  c  =  b  +  d 


Además,  es  fácil  demostrar,  efectuando  la  suma  de 
las  expresiones  (1 )  y  (2),  que  OM  =  3  +  ^  t  C  +  ^ 


13.  En  un  triángulo  ABC,  las  distancias  de  los  vértices 
A,  B  y  C  a  una  recta  secante  a  los  lados  AB  y  BC, 
són  AE=  1 7,  BF  =  1 0  y  CQ  =  1 1 .  Hallar  la  distancia 
GR,  dél  baricentro  G  dél  AABC,  a  la  misma  recta. 

Resolución: 


Datos:  AE  =  17,  BF  =  10,  CQ  =  11 

Trazamos  MN  1  EQ.  Como  CG  =  2(GM),  por  pro- 
piedad  dél  baricentro:  según  propiedad  demostra- 
da  en  un  probléma  anterior,  para  el  trapecio  MNQC. 

GR=2MN_LCQ  (1) 

Para  hallar  MN,  trazamos  EB  y  AF.  Luego: 

MN  =  — EyB-,  en  el  trapecio  AEBF: 

2MN  =  AE  -  BF 


Reemplazando  en.(1): 

GR  =  AE  -  BF  +  CQ  v  GR  _  AE  +  CQ  -  BF 
3  3 

(Propiedad  para  todo  triángulo) 

Reemplazando  valores: 


17  +  11-10  18 

GR= - 3 - =  T 


6 


14.  En  un  trapezoidé  ABCD,  mZA  =  60°,  AB  =  8/3, 
CD  =  20/2  y  mZD  =  45°.  Hallar  la  distancia  dél 
punto  medio  M  de  BC  a  AD. 

Resolución: 


Demostración: 

Sea  el  punto  O  intersección 
de  AC  y  BD. 

Tracemos  OM  ±7 
Por  ser  mediana 
en  los  trapecios: 

ACPT:  OM  =  -SL+c  ,..(i)A 

BRSD:  OM  =  ...(2) 

.-.  Al  igualar  los  segundos  miembros:  a  +  c  =  b  +  d 


Sea  ME  1  AD.  Incógnita:  ME 
Trazamos  BH  y  CQ,  perpendiculares  a  AD. 
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Luego,  en  el  trapecio  HBCQ,  ME  es  mediana: 
ME  =  BH  +  CQ  ...(1) 

También:  BH  =  ^x/3  =  12  (en  el  AAHB) 


y  CQ  =  =  20  (en  el  ACQD) 

Reemplazando  en  (1):  ME  =  —  +  —  =16 


opl  PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


1.  En  el  gráfico,  2CD  =  3AB,  BC  =  8  m  y  AD  =  6  m, 
calcular  AB. 


Resolución: 

Prolongamos  AB, 
tál  que:  BN  =  3k 
^BNCD 

(trapecio  isósceles): 
ND  =  BC  =  8 
kADN:  5k  =  10 
-k«2 

AB  =  4  m  h 


C 


2.  En  un  AABC,  AB  =  5,  mZB  =  106°  y  B_C_=  15. 
Hallar  la  distancia  dél  punto  medio  de  AC,  a  la 
bisectriz  dél  ZB. 

Resolución: 


Sea  M  el  punto  medio  de  AC  y  MN  perpendicular  a 
la  bisectriz  dél  ZB.  Incógnita:  MN 
Trazamos:  AH  1  BN  y  CE  1  BN. 

Luego,  los  triángulos  AHB  y  BEC  són  notables  (37° 

y  53°)  =>  AH  =  4  y  EC  =  12 

El  cuadrilátero  AHCE  es  un  trapecio  y  MN  une  los 

puntos  medios  de  las  diagonales  HE  y  AC. 

MN  =  Í^AH.MN  =  12_^=4 

3.  En  el  rombo  ABCD,  la  mediatriz  de  BC  interseca  a 
AB  en  el  punto  E.  Si  EB  =  AC,  calcular  la  medida 


dél  menor  ángulo  que  determina  la  mediatriz  traza- 
da  con  la  prolongación  de  DC. 

Resolución: 


Si  mZB  =  a,  entonces: 

mZBCR  =  mZB  =  a  (alternos  internos) 

EC  =  EB  (propiedad  de  la  mediatriz) 

=>  mZECB  =  a  y  mZAEC  =  mZB  +  mZECB  =  2a, 
por  ser  ángulo  externo  dél  AEBC. 

AAEC  es  isósceles:  mZEAC  =  2a 
Rombo:  mZCAD  =  2a 

mZB  +  mZBAD  =  180° 
a  +  4a  =  180°  =>  a  =  36° 

Finalmente,  en  el  ARMC: 
x  +  a  =  90°  =>  x  +  36°  =  90°  x  =  54° 

4.  En  un  trapecio  ABCD,  ÁB  //  CD,  BC  =  1 0,  CD  =  1 2 
mZBAD  =  45°  y  mZBCD  =  127°,  calcular  AB. 

Resolución: 


Se  trazan  DH  y  CR,  perpendiculares  a  AB. 

ZCRB:  CR  =  8  y  RB  =  6 

ZDHA:  DH  =  CR  =  8  =>  AH  =  8 

Luego:  AB  =  AH  +  HR  +  RB  =  8  +  12  +  6  =  26 

5.  En  un  romboidé  ABCD,  AD  =  12  y  AB  =  5;  las 
bisectrices  de  los  ángulos  A  y  D  intersecan  a  BC 
en  los  puntos  E  y  F,  respectivamente.  Calcular  la 
distancia  entre  los  puntos  medios  de  AF  y  EQ. 
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Resolución: 


Por  ser  alternos  internos  entre  rectas  paralelas: 
mZAEB  ^  mZEAD  y  mZCFD  =  mZFDA 
AABE  es  isósceles:  BE  =  AB  =  5 
ADCF  es  isósceles:  CF  =  CD  =  5 
Entonces:  EF  =  BC  -  (BE  +  CF) 

EF  =  12  -  (5  -h  5)  =*  EF  =  2 

En  el  trapecio  AEFD:  x  =  AD  ~  EF  =  ^2  =  5 

6.  En  un  trapecio  ABCD,  BC  //  AD,  BC  =  4  cm, 
AD  =  20  cm  y  mZA  +  mZD  =  90°,  calcular  la  dis¬ 
tancia  entre  los  puntos  medios  de  las  bases. 

Resolución: 


Incógnita:  MN  =  x;  dato:  a  +  0  =  90° 

Al  trazar  MR  //  AB  y  MS  //  CD:  mZRMS  =  90° 

MN  es  mediana  en  el  kRMS:  MN  = 

=*  x  =  =  8  cm 

7.  ABCD  es  un  romboidé,  AB  =  12  y  BC  =  18.  La  bi- 
sectriz  dél  ángulo  B  corta  en  F  a  la  prolongación  de 
CD.  Calcular  la  distancia  entre  los  puntos  medios 
de  BF  y  AD. 

Resolución: 


M:  punto  medio  de  BF 
N:  punto  medio  de  AD 
Incógnita:  MN  =  x 
Alternos  internos  entre  paralelas: 
mZAEB  =  mZEBC 
mZBFC  =  mZABF 


ABAE  es  isósceles:  AE  =  AB  =  12  =>  ED  =  6 
AEDF  es  isósceles:  FD  =  ED  =  6 

Trapecio  ABDF:  x  =  AB  ~  DF  =  =  2 

x  =  2 

8.  En  un  romboidé  ABCD,  AB  >  BC,  las  mediatrices 
de  los  lados  AB  y  BC  se  intersecan  en  el  pun¬ 
to  R,  ubicado  en  la  prolongación  de  AD.  Calcular 
mZRCD;  si  mZBAD  =  48°. 

Resolución: 


mZRCD  =  x 

Propiedad  de  la  mediatriz:  RA  =  RB  =  RC 
Tenemos:  a  =  48°;  <{>  =  48°  ...(1) 

P=  +  +  x  -(2) 

a +p +({)=  180°  ...(3) 

(1)  y  (2)  en  (3):  48°  +  (48°  +  x)  +  48°  =  180° 
x  =  36° 

9.  ABCD  y  ACEF  són  rombos,  mZABC  =  a;  a  >  90° 
y  los  puntos  F,  A  y  B  són  colineales.  Calcular  la 
mZEAD. 

Resolución: 


Rombo  ACEF:  mZACF  =  mZFCE 
Sea:  mZACF  =  p  =  mZFCE 
=>  mZBCA  =  2p  =  mZBAC 

AAQC:  x  +  3p  =  90°  ...(1) 

AABC:  a  +  4p  =  180° 

-  P  =  45°  -  |  ...(2) 

(2)  en  (1):  x  +3(45°-^)  =90” 

x  =  |a  -  45° 

4 

10.  ABCD  es  un  paralogramo,  AB  =  7  y  BC  =  9.  Las 
bisectrices  de  los  ángulos  A  y  B  se  intersecan  en 
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el  punto  P;  las  bisectrices  de  los  ángulos  C  y  D  se 
intersecan  en  Q.  Calcular  PQ. 

Resolución: 


PQ  =  x 
Del  gráfico: 

mZR  ^  mZRBC  alternos 
mZS  s  mZSCB  internos 

ARAB  es  isósceles  AR  =  AB  =  7  y  BP  =  PR 
ASDC  es  isósceles:  SD  =  CD  =  7  y  SQ  =  QC 
Luego,  SR  =  AR  -  AS  =  7  -  2  =  5 

En  el  trapecio  SBCR:  x  =  BC  ~  SR  =  i^  =  2 

11.  En  un  trapezoidé  ABCD,  mZA  =  53°,  mZB  =  120°, 
BC  =  4  cm  y  AD  =  10/3  cm.  Calcular  la  distancia 
dél  punto  medio  de  CD  a  AB. 

Resolución: 


Trazamos  adicionalmente  CE  y  DF,  perpendicula- 
res  a  AB. 

En  los  triángulos  rectángulos  notables: 

^AFD  (37°;  53°):  FD  =  8/3 
^BEC  (30°;  60° ):  EC  =  |/3  =  2/3 
En  el  trapecio  FECD: 

x=FD  +  EC  =  8/3.|.2./3  =5/3cm 

12.  En  la  figura,  mZABC  =  90°,  mZACB  =  15°  y 
AC  =  24.  Calcular  EF. 


Resolución: 


Se  observa:  EF  =  EP  +  PQ  +  QF  ...(1) 

.4  ABC  (15°;  75°):  BH  =  ^  M  =  6 
4  4 

□PBQH  es  rectángulo:  PQ  =  BH  =>  PQ  =  6  ...(2) 
Al  trazar  QS  1  AC  y  PR  1  AC: 

AQSC  =  AQFC  =>  QF  =  QS 

APEA  =  APRA  =*  EP  =  PR  ...(3) 

En  el  trapecio  RPQS:  OH  =  PR  +  QS 

=>  2(OH)  =  PR  +  QS  2 

BH  =  PR  +  QS  =>  con  lo  de  (3): 

6  =  EP  +  QF  ...(4) 

Finalmente,  (2)  y  (4)  en  (1):  EF  =  6  +  6 
EF  =  12 


13.  La  suma  de  las  distancias  de  los  vértices  de  un 
hexágono  regular  a  una  recta  exteriőr  es  18  cm. 
Calcular  la  distancia  dél  centro  de  la  región  hexa- 
gonal  a  dicha  recta. 


Resolución: 


Sean  a,  b,  c,  d,  e  y  f,  distancias  de  los  vértices  a  la 
recta;  "x"  es  la  distancia  desde  el  centro  a  la  recta. 
Dato:  a  +  b  +  c  +  d  +  e  +  f=18  ...(1) 

Incógnita:  x 

"x"  es  longitud  de  la  mediana,  común  a  los  trape- 

cios  rectángulos. 

Y  _  a  +  d.  _  b  +  e.  _  c  +  f 
x-  2,x-  2,x-  2 

Sumando  miembro  a  miembro: 

3x=  a  +  b  +  c  +  d  +  e  +  f 


w_  a  +  b  +  c  +  d  +  e  +  f 
^  6 

(1)  en  (2):  x  =  3  cm 

b 


...(2) 


14.  ABCD  es  un  romboidé.  Por  C  pasa  una  recta  per- 
pendicular  a  la  bisectriz  dél  ánguloA,  en  el  punto 

P,  que  corta  a  la  prolongación  de  AD  en  el  punto 

Q.  Calcular  la  distancia  de  D  a  AP  sabiendo  que 
PC  =  3y  CQ  =  18. 
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DH  =  x 

A  APQ  =  oM-_0  =  90° 

Trazamos:  DR  1  CQ  =*  mZRDQ  =  mZPAQ  =  a 
También,  mZCDQ  =  mZBAD  =  2a  =>  mZCDR  =  a 

ACDQ  es  isósceles:  CR  =  RQ  =  =  9 

Finalmente,  en  el  rectángulo  HPRD:  DH  =  RP 
x  =  9  +  3  =  12 

15.  En  el  cuadrilátero  ABCD,  mZADB  =  90°, 

mZBCA  =  mZACD  =  15°  y  mZCAD  =  30°.  Hallar 
mZBAC. 


Resolución: 


Se  traza  DE  1 AC;  E  e  CB 
AECD  es  isósceles:  mZE  =  75° 
ADBC:  mZEBD  =  45°  +  30°  =  75° 
ADEB  es  isósceles:  ED  =  BD  =  2a 
k  AHD  es  notable:  AD  =  2a. 
kABD  es  isósceles:  x  +  30°  =  45° 
.-.  x  =  15° 


16.  ABCD  es  un  trapezoidé.  Se  traza  CH  1  AD  (H  e  AD) 
y  ah  =  Si  mZCDA  =  75°.  mZBAD  =  90°; 
hallar  la  mZHCA. 

Resolución: 


SiAD  =  a  y  AH  =  a/2  =>  HD  =  a/2 
CH  es  mediatriz  de  AD. 

AACD  es  isósceles:  mZCAD  =  mZCAD  =  75° 
.*.  x  =15° 


17.  En  un  paralelogramo  ABCD,  por  las  vértices  A  y 
C  se  trazan  perpendiculares  a  AB  y  BC,  respec- 
tivamente,  las  que  se  intersecan  en  F.  Hallar  la 
mZADF;  si  mZDFC  =  16°. 

Resolución: 


Como  BC  //AD  =>  AH  1  CF 
kDHF:  x  =  90°  +  16°=  106° 

18.  En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD,  AB  =  BC  =  CD 
y  además  mZACD  -  mZACD  =_60°.  Se  traza  la 
mediatriz  de  AC  que  interseca  a  AD  en  M.  Hallar  la 
medida  dél  menor  ángulo  que  determina  la  media¬ 
triz  y  el  lado  AD. 


Resolución: 


Se  construye  el  rombo  ABCN 

ANCD  es  equilátero,  N  es  circuncentro  dél  AACD. 

=*  mZNAM  =  30°  -  0 

kAHM:  x  =  60° 

19.  En  un  paralelogramo  ABCD,  AB  <  BC  y  mZBAC 
es  menor  que  45°,  exteriormente  al  lado  AD  se  ubi- 
can  F  y  E  de  modo  que  los  triángulos  ABF  y  BEC 
són  equiláteros.  Hallar  la  medida  dél  ángulo  FDE. 

Resolución: 


AFAD  s  AECD  s  AEBF  (LAL)  =>  FD  =  ED  =  EF 
=>  AEDF  es  equilátero 
.\  x  =  60° 


20.  En  las  siguientes  proposiciones,  indicar  si  es  ver- 
dadero  (V)  o  falso  (F): 
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I.  Un  cuadrilátero  de  diagonales  congruentes  es 
un  rectángulo. 

II.  Un  cuadrilátero  de  diagonales  perpendiculares 
es  un  trapezoidé  simétrico. 

III.  Un  cuadrilátero  de  lados  congruentes  es  un 
rombo. 


Resolución: 


Este  es  un  cuadrilátero  de  diagonales  con¬ 
gruentes  y  no  es  un  rectángulo.  (F). 


Este  es  un  trapecio  rectángulo  de  diagonales 
perpendiculares  y  no  es  un  trapezoidé  simétrico. 
(F). 


Este  es  un  cuadrado,  tiene  lados  congruentes  y 
no  es  un  rombo.  (F). 

FFF 

21.  Si  ABCD  es  un  cuadrilátero,  tál  que: 
mZBAD  =  mZBDA  =  60°,  mZDBC  =  45°, 
mZBCA  =  30°.  Hallar  la  mZBDC. 

Resolución: 


Se  traza  DH  1  AB  =*  mZBDQ  =  30° 

En  el  cuadrilátero  DQBC: 
mZQDB  =  mZBCQ  =  30° 

=>  mZCQD  =  mZDBC  =  45° 

AAQD:  mZQAD  =  15°  =>  mZBAQ  =  45° 
mZBQC  =  45°  +  45°  =>  mZBQC  =  90° 
En  el  cuadrilátero  DQBC:  x  =  90° 


22.  En  el  cuadrilátero  ABCD,  mZDAB  =  mZBCD  =  90°, 
BC  =  CD.  Hallar  AC  sabiendo  que  la  distancia  de 
C  a  AD  es  2. 

Resolución: 


kBQC  kDHC  (ALA)  =>  CH  =  QC  =  2 
ABCH  es  un  cuadrado  .*.  x  =  2/2  . 

23.  Se  tiene  un  cuadrilátero  ABCD  en  el  cual 
mZBAD  =  30°,  mZABC  =  150°,  mZBCD  =  120°, 
BC  =  10  y  CD  =  12.  Hallar  AD. 

Resolución: 


kBHC  (30°  y  60°);  HC  =  5 
kAHD  (30°  y  60°):  AD  =  34 

24.  En  un  cuadro  ABCD  se  ubican  los  puntos  Q,  P, 
S  y  R  en  los  lados  AB,  BC,  CD  y  AD,  respectiva- 
mente.  Luego,  se  ubica  un  punto  interior  O,  tál  que 
mZOSD  =  mZAQO  =  mZCPO  =  mZORD  y  ade- 
más,  OQ  =  5,  OP=  4,  OS  =  2,5.  Hallar  OR. 

Resolución 


ASOE  es  isósceles:  SO  =  OE  =  2,5 
AFOR  es  isósceles:  OF  =  OR  =  x 
bPHE  cr  kQLP  (ALA) 

=>  x  +  5  =  4  +  2,5  =*  x  =  6,5  -  5 
.*.  x  =  1,5  cm 

25.  Exteriormente  al  paralelogramo  ABCD  y  conside- 
rando  los  lados  AB,  BC  y  CD,  se  construyen  cuadra- 
dos  cuyos  centros  són  01f02  y  03,  respectivamente. 
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Si  0^3  =  a.  Hallar  la  distancia  de  02  a  la  recta  que 
contiene  a  O,  03. 

Resolución: 


Por  propiedad:  mZ01M02  =  mZ02M03  =  90° 

t^0^0203  es  isósceles:  =  0203 

=>  0,M  =  M03  =  M02  =  x 

Por  dato:  =  a  =  x  +  x=^2x  =  a=>x=| 

26.  En  un  trapezoidé  simétrico  ABCD  (BD  >  AC),  las 
diagonales  se  intersecan  en  O,  tál  que  OD  =  3(0B). 
Calcular  la  distancia  de  O  a  la  recta  que  contiene 
al  vértice  A,  si  las  distancias  de  los  vértices  B  y  D  a 
dicha  recta  miden  3  y  2,  respectivamente. 

Resolución: 


En  el  trapecio  rectángulo  B’BDD’,  por  teorema: 

y=^Uy=f 

En  el  trapecio  rectángulo  B’BMN\  por  teorema: 
x  =  3  +25/2  =^  =  2,75  cm 


27.  ABCD  es  un  trapecio,  tál  que  mZA  +  mZD  =  90° 
(BC//ÁD,  BC  <  AD).  Si  M  y  N  són  puntos  medios 
de  BC  yAD,  respectivamente,  y  mZD  =  40°,  hallar 
la  mZMNA. 

Resolución: 


H 


LAHD:  HMN  es  mediana 
=>  mZNHD  =  mZD  =  40° 

ANHD,  por  el  teorema  dél  ángulo  exteriőr: 
x  =  40°  +  40°  =  80° 

28.  En  un  trapecio,  la  diferencia  de  la  longitud  de  la 
mediana  y  dél  segmento  que  une  los  puntos  me¬ 
dios  de  las  diagonales  es  12  cm.  Hallar  la  longitud 
de  la  base  menor. 

Resolución: 


Por  dato:  MN  -  PQ  =  12  ...(1) 

Por  teorema:  MN  =  X  A  PQ  =  — 2  X  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

x  +  y  _  y^x  =  x+y-y+x  = 

2  2  2 

=>  =  12  =»  x=  12  cm 

29.  En  el  romboidé  KLMN,  se  cumple  que: 
mZLRP  =  mZMPN  =  mZMQK  =  90°. 

Si  KQ  =  a;  RN  =  b,  hallar  NP. 


kLEK  s  kMPN  (ALA) 

=*  NP  =  KE  =  x 

Además:  NP  =  FQ  =  x  A  RN  =  EF  =  b 
Luego:  x  +  b  +  x  =  a 
2x  =  a  -  b  x  = 

30.  En  la  figura,  el  lado  dél  cuadrado  ABCD  midé  8  cm. 
Hallar  BQ,  si:AP=  1272 cm 
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Resolución: 


El  ABCE  es  isósceles: 

x  +  x  +  30°  =  180°  =>  2x  =  150°  x  =  75° 


33.  En  un  trapezoidé  AEFC,  se  considera  B  punto  me- 
dio  de  EC;  mZABE  =  mZFBC  =  90°  y  la  mediana 
BM  dél  triángulo  ABC  midé  6  m.  Halle  EF. 

Resolución: 


AC  es  diagonal  dél  DABCD;  mZACB  =  45° 

CB  //  PQ  =>  mZAPQ  =  45° 
kAQP  notable:  AP  =  12  Í2  =»  AQ  =  PQ  =  12 
Pero:  AB  +  BQ  =  AQ  =>  8  +  BQ  =  1 2 
BQ  =  4  cm 

31 .  ABCD  es  un  cuadrado  y  a  =  20°,  hallar  el  valor  de  0. 


Resolución: 


Se  forma  el  cuadrado  MRPQ. 

Del  gráfico,  en  el  cuadrilátero  MRCO  se  cumple: 
45°  +  0  +  45°  +  70°  +  90°  =  360° 

=>0  =  360°  -  250°  .*.  0  =  110° 


32.  En  el  intenor  de  un  cuadrado  ABCD  se  construye  el 
triángulo  equilátero  EDC.  Hallar  el  valor  dél  ángulo 
EBC. 

Resolución: 


B  a  C 


El  triángulo  ABC  es  recto  en  B  (BM:  mediana) 

BM  =  AM  =  MC  =  6 

Como:  AC  =  AM  +  MC 

=>  AC  =  6  +  6  .-.  AC  =  12m 

34.  En  la  figura,  ABCD  es  un  paralelogramo  F  punto 
medio  dél  lado  BC,  si  los  lados  dél  paralelogramo 
miden  10  cm  y  4  cm,  respectivamente,  y  AE  =  15  cm, 
hallar  el  perímetro  dél  trapecio  AFCD. 


A  D 


Resolución: 


AB  =  4,  BC  =  10,  AE  =  15 
mZAFB  =  mZEFC=  a 
mZADC=  mZFCE  =  p 
=>  AABF  s  AECF 
BC  =  10  =>  FC  =  5 


AF  =  FE 


15 

2 


Pafcd  =  AF  +  FC  +  CD  +  DA 


=  ^  +  5  +  4  +  10=^  =  26,5  cm 


35.  En  un  trapecio  ABCD,  BC  //  AD;  BC  =  6,  sobre  AB 
se  torna  un  punto  P,  tál  que: 

mZBPC  =  mZADP  =  mZPDC  y  PC  =  8. 

Halle  AP,  si  mZPCD  =  mZAPD  =  90°. 


Resolución: 


Resolución: 
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AAMD:  isósceles,  porque  PD  es  mediatriz 

mZAMD  =  mZMAD  =  90°  -  0 

AP  =  PM  =  x 

ABMC:  BC  =  MC  =  6 

kPCM  (por  Pitágoras):  .-.  x  =  10 

36.  Un  trapecio  isósceles  ABCD,  BC  //  AD.  Se  torna  M 
punto  medio  de  AD,  luego  se  traza  AH  perpendicu- 
lar  a  CM;  si  AB  =  2AH,  halle  mzMCD. 

Resolución: 


AAHM  s  AMPD  (ALA)  =>  PD  =  AH  =  a 
L.CPD  (30°  y  60°);  .*.  x  =  30° 


Se  traza  BL  y  CM  1  AD 
bALB  (37°  y  53°);  AL  =  3  A  BL  =  4 
L.DMC  (45°  y  45°);  CM  =  MD  =  4 
Mediana  =  Mediana  =  6,5 

39.  En  un  trapecio  rectángulo  ABCD,  los  ángulos  A  y 
D  són  rectos.  Halle  BC,  si  el  segmento  que  une  los 
puntos  medios  de  las  diagonales  midé  4  y  la  altura 
dél  trapecio  midé  6. 

Resolución: 

Se  traza  CL  //  AD 


B  b  C 


37.  En  el  gráfico  ABCD  es  un  cuadrado,  AC  diagonal. 
Hallar  x. 


AC  bisectriz 
BC  =  CD  =  L 
ABCM  =  AMCD  (LAL) 
mZCDM  s  mZCBM  =  20° 
x  +  20°  =  90°  .-.  x  =  70° 


kCLB  (por  Pitágoras): 

=>x2  =  62  +  82  .*.  x  =  10 

40.  En  el  cuadrilátero  ABCD,  la  mZBAC  =  60°, 
mZDAC  =  40°,  mZBCA  =  20°  y  mZACD  =  10°, 
hallar  la  medida  dél  ángulo  que  determinan  las  dia¬ 
gonales  AC  y  BD. 

Resolución: 


Se  prolonga  AD  y  luego  se  traza  CE  (E  en  la  pro- 
longación)  de  modo  que  la  mZECD  =  30° 


38.  Halle  la  longitud  de  la  mediana  de  un  trapecio 
ABCD,  si  BC  =  3;  mZA  =  53°,  AB  =  5  y  mZD  =  45° 
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ACEA  es  isósceles:  CE  =  EA 
Luego,  se  traza  EF  de  modo  que  la  mzCEF  =  60° 
Entonces:  ACEF  es  equilátero:  CE  =  CF  =  EF 
AFEA  es  isósceles:  EF  =  EA 
AEDF  es  isósceles:  ED  =  DF 
=>  mZFDA  =  40°  +  40°  =  80° 

Con  lo  cual  el  cuadrilátero  FDAB  resulta  inscripti- 
ble:  mZFDA  =  mZABT  =  80° 

Luego,  se  cumple  que:  mZDFA  =  mZDBA  =  30° 

.*.  x  =  90° 

41 .  En  un  cuadrilátero  ABCD  se  tiene:  AB  =  BC  =  CD; 
mZA  =  6x;  mZC  =  12x;  mZD  =  4x.  Halle  “x”. 

Resolución: 


Se  traza  CQ  1  BD  A  BH  1  AD 

Luego:  kAHB  s  kCQB  (ALA)  =>  BH  =  BQ 

Pero:  BQ  =  QD  =  a 

LJ3HD  notable  (30°  y  60°)  =>  mZBDA  =  30° 
Finalmente:  4x  =  30°  +  90°  -  6x  =>  lOx  =  120° 
x  =  12° 

42.  En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD  se  cumple  que: 
mZA  =  2  mZBDA,  mZBDC  +  mZADB  =  60°  y 
AB  =  CD.  Halle  mZCBD. 

Resolución: 

c 


Se  traza  BE  de  modo  que  la  mZEBD  =  a 

=>  AB  =  BE  =  ED  =  CD 

Dato:  a  +  0  =  60°  =>  AECD  es  equilátero. 

En  el  AEBC  isósceles;  como  la  mZBEC  =  1 20°  -  2  a 
=>  mZEBC  =  mZBCE  =  30°  +  a 
Luego:  x  +  a  =  30°  +  a 
.*.  x  =  30° 

43.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  M  es  punto  me- 
dio  de  AC,  se  ubica  en  BC  el  punto  D,  tál  que, 
mZBAD  =  20°,  mZDAC  =  30°,  si  AD  n  BM  =  {R}  y 
DC  =  6  cm.  Halle  RM. 


Resolución: 


kABC:  BM  mediana 
=>  mZMBC  =  mZC  =  40° 

En  el  AADC,  por  el  teorema  dél  ángulo  exteriőr: 
mZADB  =  70° 

ARBD  es  isósceles  BR  =  BD  =  a. 

Ahora  trazamos  MN  // AD  =*  DN  =  NC  =  3 
Pero,  MRDN  es  un  trapecio  isósceles. 
x  =  3  cm 

44.  En  un  trapecio  ABCD,  las  diagonales  se  intersecan 
en  el  punto  M  con  la  condición  que  BM  =  MD. 

Si  mZABC  =  90°,  AB  =  BC  y  ÁC  s  AD,  hallar  la 
mZACD. 

Resolución: 


En  el  AABC  es  isósceles,  recto  en  B,  se  traza  la 
altura  BH,  entonces:  BH  =  AH  =  HC  =  a 
ABHM  s  ADNM  (ALA)  =>  BH  =  DN  =  a 
En  el  AAND,  recto  en  N,  se  deduce  que:  p  =  30° 
x  =  75° 

45.  Sea  el  cuadrilátero  convexo  ABCD,  se  verifica  que: 
mZA  =  mZC  =  90°  =  2mZD.  Luego,  se  trazan 
las  perpendiculares  DT  y  BH  a  la  diagonal  AC.  Si: 
DT  -  BH  =  18,  hallar  la  longitud  de  AC. 

Resolución: 


En  el  ABCD:  CO  es  mediana  =*  CO  =  BO  =  OD 
En  el  ABAD:  OA  es  mediana  =*  AO  =  BO  =  OD 
=>  mZCOA  =  90° 

En  el  trapecio  BHDT  (BH  //  TD)  OQ  es  el  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  las  diagonales  BD  y 
HT,  OQ  1  HT 
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OQ  = 


DT-BH  _  18 
2  2 


9 


kCOA:  OQ  es  mediana 


AC  =  18 


las  distancias  de  los  vértices  A,  B  y  D  a  una  recta 
exteriőr  que  pasa  a  un  mismo  lado  de  AB  miden  8, 
12  y  6,  respectivamente.  Si  AB  =  BC  y  3BP  =  PD, 
hallar  ia  distancia  dél  vértice  C  a  la  recta. 

Resolución: 


46.  En  un  trapecio  ABCD.  (AB  //  CD),  los  puntos  M  y 
N  són  los  puntos  medios  de  las  bases  AB  y  CD.  Si 
mZADC  +  mZBCD  =  90°,  hallar  la  longitud  de  MN 
es  función  de  las  longitudes  de  CD  y  AB. 

Resolución: 


Las  prolongaciones  de  DAy  CB  se  intersecan  en  el 
punto  Q. 

Como:  a  +  p  =  90°  (dato)  =>  mZDQC  =  90° 

En  el  ADQC:  QN  es  mediana 

=»  QN  =  ...(!) 

En  el  AAQC:  QM  es  mediana 

=»  QM  =  ...(II) 

Finalmente,  de  la  figura  se  deduce  que: 

MN  =  QN  -  QM  ...(III) 

Reemplazando  (I)  y  (II)  en  (III):  MN  =  pp  - 

.  MN  _  CD -AB 

47.  Se  tieneun  trapecio  rectángulo  ABCD,  (AB  II  CD)  y 
AB  <  CD.  Luego,  se  traza  BH  1  AC,  si  BH  =  18, 
mZA  =  mZD  =  90°,  mZABH  =  2m  Z  BCA,  hallar 
la  longitud  dél  segmento  que  une  los  puntos  me¬ 
dios  de  las  diagonales. 

Resolución: 


A  B  T 


Sea  G  el  baricentro  de  la  región  triangular  ACD, 

entonces:  BG  =  GD  =  2m 

En  el  trapecio  BMFD,  GH  es  mediana,  entonces: 

GH  =  =  9 

AADC:  GH  =  AN  +  +  DF 

=>  9  =  8  +  CT +  6  .-.CT  =13 

49.  Sea  el  trapecio  ABCD,  (BC  //  AD),  BC  <  AD  cuyo 
perímetro  es  72  cm.  De  los  vértices:  A  y  B  se  trazan 
las  bisectrices  exteriores  que  se  intersecan  en  M. 
Análogamente  desde  los  vértices  C  y  D  se  trazan 
las  bisectrices  exteriores  que  se  intersecan  en  el 
punto  N.  Hallar  la  longitud  de  MN. 

Resolución: 


T  A  D  Q 


ABAT  es  isósceles 

=*  AB  =  AT  =>  M  es  punto  medio  de  BT 
ACDQ  es  isósceles 

=>  CD  =  DQ  =*  N  es  punto  medio  de  CQ 


MN  = 


QT  +  BC  _  AT  +  AD  +  DQ  +  BC 


...  MN  =  AB  +  AD  +  CD  +  BC  =  J2  =  36  Cm 


50.  En_un  cuadrilátero  convexo  ABCD  se  cumple: 

BC  =  CD,  mZBCA  =  25°,  mZACD  =  75°  y 
mZADB  =  30°.  Halle  mZBAC. 


Se  traza  la  altura  CT  dél  triángulo  ABC,  entonces  a  =  0 
CB  es  bisectriz  dél  ZACT  =>  BH  =  BT  =  1 8 

Sea  “x”  la  longitud  dél  segmento  que  une  los  pun¬ 
tos  medios  de  las  diagonales  de  trapecio  ABCD. 

„  _  CD  -  AB  _  (AB  +  18)  -  AB  „  _  „ 

-x - 2  _  2  ' 

48.  Dado  el  trapecio  simétrico  ABCD,  cuyas  diagona¬ 
les  se  intersecan  en  el  punto  P,  las  longitudes  de 


Resolución: 
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Se  traza  yy’  mediatriz  de  BD,  luego  se  construye  el 
AEBD  equilátero  y  el  AFCE  isósceles. 

Además  como  AD  y  CP  són  mediatrices  de  BE  y 
FE,  respectivamente,  entonces:  AB  =  AE  =  AF. 
Luego:  mZEAD  =  mZBAD  =  35°  +  x 
Además:  mZFAC  =  mZCAE  =  70°  +  x 
De  donde:  x  +  25°  =  55° 

.-.  x  =  30° 

51.  En  un  cuadrado  ABCD,  se  ubica  el  punto  interior 
E  de  manera  que  la  mZEAD  =  55°_^se  construye 
el  cuadrado  DEFG  de  manera  que  FG  n  CD  ^  <J>. 
Calcular  la  mZDCG. 

Resolución: 


kOD’D  =  LOC’C  (ALA)  =>  x  =  10 
B’D’  =  20 

54.  Se  tiene  el  trapecio  ABCD,  BC  //  AD,  BC  =  4  cm  y 
AD  =  10  cm.  El  punto  H  e  AC,  tál  que  BH  1  AC, 
mZACD  =  3mZBAC  y  mZCBH  =  2mZBAC.  Halle 
BH. 

Resolución: 


E  x 

B  4  C 

x  F 

J 

/\20 

/  x\  /^3e\ 

C 

\e 

A  10  D 


Construyendo  el  rectángulo  AEFD.  En  AEBH,  se 
cumple:  mZEAH  =  mZHBC  =  20  =>  mZEAB  =  0 
Por  teorema:  EB  =  BH  =  x 
kAEB  =  kDFC  (ALA)  =*  CF  =  EB  =  x 

En  consecuencia:  x  +  4  +  x=10  =>  2x  =  6 
.*.  x  =  3  cm 


Si  mZADC  =  mZEDG  =  90° 

=>  mZADE  =  mzCDG  =  0 
.-.  x  =  55° 

52.  En  un  trapecio  rectángulo  ABCD  (ángulos  rectos 
en  A  y  B),  BC  =  5  ,  CD  =  25  ,  AD  =  22  y  las  bisec- 
trices  de  los  ángulos  C  y  D  se  intersecan  en  M.  Si 
MN  es  perpendicular  a  AB  (N  e  AB).  Calcule  MN. 


Resolución: 

AQCD  isósceles 
CD  =  QD  =  25 
Pero:  AD  =  22  =>  QA  =  3 
Además,  como:  CM  =  MQ 
En  el  trapecio  se  cumple: 


53.  En  un  cuadrado _ABCD,  se  trazan  las  perpendicu- 
lares  DD’,  CC\  BB’  a  una  recta  L  que  pasa  por  su 
centro.  Si  CC’  =  10.  Calcule  la  proyección  de  DB 
sobre  L. 


55.  En  la  figura,  M,  F  y  E  són  puntos  medios  de  AB,  BC 
y  AC,  respectivamente.  MN  =  5;  FG  =  3  y  ED  =  9. 
Halle  la  distancia  dél  vértice  C  a  la  recta  L. 


Resolución: 


Resolución: 


La  proyección  de  BD  sobre  la  recta  L  es  B’D’ 
kBB’O  =  kDD’D  (ALA)  =*  B’O  =  OD’  =  x 


En  el  trapecio  APBH,  por  teorema: 
b  -  a  =  10  ...(1) 

En  el  trapecio  APQC,  por  teorema: 
a  +  x  =  18  ...(2) 

En  el  trapecio  CHBQ,  por  teorema: 
x  —  b  =  6  ...(3) 

Sumando  (1),  (2)  y  (3):  2x  =  34 
.-.  x  =  17 

56.  Se  tiene  un  cuadrilátero  ABCD,  donde  se  qumple: 
AB  =  AD,  mZBAD  =  60°,  mZBCA=  30°,  mZCAD  =  0 
(0  <  0  <  60°),  hallar  la  mZBDC. 


Resolución: 
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58. 


AABD  equilátero:  AB  =  BD  =  AD 
Se  construye  el  AAEC  equilátero 
=>  mZEAB  =  0  A  AB  =  BE 
Luego:  AABE  =  AADC  (LAL) 

=>  DC  =  BE  y  mZACD  =  mZAEB  =  0 
Finalmente  en  el  AACO: 

0  +  0  +  60°  +  x  =  180°  .*.  x  =  120°  -  20 

57.  En  un  paralelogramo  ABCD,  AD  >  AB,  las  bi- 
sectrices  interior  y  exteriőr  dél  ángulo  ADC  in- 
tersecan  a  la  recta  BC  en  los  puntos  E  y  F. 
Si  AB  =  5  y  BC  =  13,  hallar  la  longitud  dél  segmen- 
to  que  une  los  puntos  medios  de  los  segmentos 
AF  y  DE. 

Resolución: 


AECD  es  isósceles:  EC  =  CD  =  5 
ADCF  es  isósceles:  DC  =  CF  =  5 
En  el  trapecio  AEFD,  por  teorema: 

x  =  1,5 


13-10  3 

x  2  2 


En  la  diagonal  BD  de  un  rectángulo  ABCD  se  ubica 
un  punto  M  por  el  cual  se  traza  una  recta  que  inter- 
seca  a  AB  y  BC.  Si  la  suma  de  las  longitudes  de  las 
distancias  trazadas  de  A,  B  y  C  a  la  recta  es  16  y 
MD  =  3MB.  Halle  la  longitud  de  la  distancia  trazada 
de  D  a  la  recta. 

Resolución: 


Dato:  a  +  b  +  c  =  16 
kAEB  s  kCHD  (ALA)  =>  CH  =  AE  =  a  +  b 
Finalmente,  en  el  rectángulo  FGHD: 
x  =  a  +  b  +  c  x  =  16 

59.  Según  la  figura,  ABCD  es  un  romboidé,  NM  =  MD 
y  BN  =  10,  calcular  MP. 

B  C 


61. 


N  M  D 


Resolución: 


N  a  M  a  D 


Piden:  MP  =  x 
Dato:  BN  =  b  4-  c  =  10 
Sea:  DR  1 AC 

kAQB  =  kCRD  (ALA)  =>  DR  =  BQ  =  c 
ONQRD:  MP  (base  média) 

_ v - b+c 


x=f  =5 


x  =  5 


60.  En  un  trapecio  ABCD  (AD  //  BC)  de  base  média  MN 
(M  en  AB  y  N  en  CD),  en  AD  se  ubican  los  puntos 

P  y  Q,  tál  que  MP  =  y  NQ  =  desde  P  se 

traza  PH  1  BQ  (H  en  BQ),  tál  que  PH  =  4,  QH  =  3 
y  BH  =  8.  Calcular  CH. 

Resolución: 


AAMP  =  AQND  =>  AP  =  QD 

ABMP  =  ACNQ  =>  BP  =  CQ 

=>  PBCQ  es  un  paralelogramo:  PQ  =  BC  =  5 

kCTH  (teorema  de  Pitágoras) 

.*.  x  =  -/4Í 

En  el  lado  CD  de  un  cuadrado  ABCD,  se  ubican 
los  puntos  M  y  N,  tál  que  CM  =  MD  =  7,  ND  =  2, 
AN  n  BD  =  {P}.  Calcular  mZAMP 
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Resolución: 

i - 14 


Se  pide:  mZAMP  =  x 

Datos:  ABCD:  cuadrado,  CM  =  MD  =  7,  ND  =  2 
kADN:  mZNAD  =  8° 

fc>ADM^  y  =*  mZMAN  =  ^ 

k.BCM(^  y  =»  mzPBM  = 

OABMP  es  inscriptible 
x  =  45° 


pero  AAEB  (isósceles)  =>  AE  =  5k 
Trapecio:  SABCD  =  (?k  +  2kj5h 

^abcd  =  SABCD  =  225  cm 

64.  Se  tiene  un  rectángulo  ABCD,  en  AD  se  ubi- 
can  los  puntos  M  y  N  (M  e  AN),  tál  que  AB  =  4  y 
mZABM  =  mZNCD  =  45°.  Calcular  la  longitud  dél 
segmento  que  tiene  por  extremos  los  puntos  me- 
dios  de  BN  y  CM. 

Resolución: 

t _ (8+a) _ , 


B  C 


62.  En  un  tetraedro  PQRS  el  ángulo  diedro  correspon- 
diente  a  la  arista  PQ  es  recto  y  los  ángulos  QPR  y 
QPS  miden  45°.  Entonces,  el  ángulo  RPS  midé. 

Resolución: 

Se  pide: 
mZRPS  =  x 

kPBA  A  kPBC  (Nőt.  45°) 

PB  =  BA  =  BC  =  a 
PC  =  PA  =  a/2 
=>  AAPC:  equilátero 
.*.  x  =  60° 

63.  En  un  trapecio  ABCD  en  su  lado  lateral  CD  se 
ubica  el  punto  N,  tál  que  3(CN)  =  2(ND).  Cal¬ 
cular  el  área  de  la  región  trapecial  ABCD,  si  el 
producto  de  la  longitud  de  BC  y  la  distancia  de 
N  a  AD  es  60  cm2,  además  la  mZABN  =  90°  y 
mZBCD  =  2mZBAD 

Resolución: 

Piden:  SABCD 

Dato:  (2k)(3h)  =  60  cm2 

=>  kh  =  1 0  cm2 


Piden:  EF 

De  la  figura  kBAM  y  kNDC:  notable  45° 
=>  AB  =  AM  =  ND  =  CD  =  4 


OBMNC  (por  propiedad): 


EF  = 


(8  +  a)  -  a 
2 


EF  =  4 


65.  Se  tiene  un  pentágono  regular  ABCDE  cuyo  lado 
midé  4.  En  el  triángulo  ACE  se  inseribe  una  circun- 
ferencia,  de  modo  que  la  recta  que  contiene  a  los 
puntos  de  tangencia  determinados  en  AC  y  CE, 
intersecan  AB  y  DE  en  los  puntos  M  y  N  respecti- 
vamente,  calcular  MN. 


Resolución: 


Piden:  MN  =  x 
OBDEA:  trapecio 

X  =  BD  +  AE  (1) 

d5  =  ls(V5+  1)/2  =»  BD  =  (V5+  1)2 


Se  observa:  kCRN  ~  E\DHN  =►  NR  =  2h  y  NH  =  3h 
Pero:  ABCN  (isósceles)  =»  BC  =  2k 
se  traza  BE  //  CD  =»  BE  =  5k 


En  (1):  x  = 


(75  +  1)2  +  4 
2 


x  =  3  +  75 
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PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI 

PROBLÉMA  1  (UNI  2005  - 1) 

Sea  el  trapecio  ABCD  (BC  II  AD  y  BC  <  AD). 

Por  el  punto  de  intersección  de  las  diagonales  dél  tra- 
pecio  se  traza  la  recta  L  que  interseca  a  AB  y  CD  en 
P  y  Q,  respectivamente,  que  se  encuentran  en  el  mis- 
mo  semiplano  con  respecto  a  la  recta  que  contiene  a 
la  mediana  dél  trapecio.  Si  AA\  BB’,  CC’  y  DD’  són  las 
distancias  de  los  vértices  a  la  recta  L  y  AA’  +  DD’  =  a, 
BB’  +  CC’  =  b;  calcule  la  distancia  dél  punto  medio  de 
la  mediana  dél  trapecio  a  la  recta  L. 

A)  ^  B)  ^  C)  ^ 

D)  E) 

Resolución: 

Datos:  AA’  +  DD’  =  a 
BB’  +  CC’  =  b 


Por  propiedad: 

MM’  =  —  ~  BB  A  NN’  -  QP-r.cQ! 

En  el  trapecio  rectángulo  MM’N’N: 

MM’  +  NN’ 


=>  x  = 


AA’  -  BB’  ,  DD’  -  CC’ 

- 2 - + - 2 - _  (AA’  +  DP’MBB’  +  CC’) 


.-.  x  = 


a  -  b 


Clave:  D 


PROBLÉMA  2  (UNI  2006  - 1) 

En  el  trapecio  de  la  figura,  los  ángulos  y  y  6  són  tales 
que  y  +  8  =  determine  la  medida  dél  segmento  EF 
que  une  los  puntos  medios  de  las  bases. 


A)  AD(BC)/2  B)  (BC  -  AD)/2  C)  (AB  -  DC)/2 
D)  (AB  +  DC)/2  E)  (AD  +  BC)/2 


Resolución: 

Analizando  el  dato  dél  enunciado,  tenemos  el  siguiente 


desarrollo:  y  +  8  =  -^  =*  a  +  0  = 


Del  gráfico,  se  traza:  EM  //  DA  y  EN  //  CB 
EnkMEN:  x  =  b-a  ...(a) 

nr  ar 

Se  observa  que:  a  =  A  b  = 

En  (a):  x= 

x  =  (AB  -  DC)/2 


Clave:  C 


PROBLÉMA  3  (UNI  2010  -1) 

En  un  cuadrilátero  ABCD,  las  prolongaciones  de  los 
lados  BA  y  CD  se  intersecan  en_M(A  e  BM)  y  las  pro¬ 
longaciones  de  los  lados  AD  y  BC  se  intersecan  en  N 
(C  e  BN).  Si  los  ángulos  BAD  y  BCD  miden  70°  y  80°, 
respectivamente,  determine  el  ángulo  que  formán  las 
bisectrices  interiores  de  los  ángulos  AMC  y  ANC. 

A)  90°  B)  100°  0105° 

D) 110°  E) 115° 

Resolución: 

Nos  piden:  x  _ 

Datos:  MO  y  NO:  bisectrices 


Clave:  C 
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PROBLÉMA  4  (UNI  2010  -  II) 

En  el  paralelogramo  ABCD,  se  tiene  que  AB  =  6  m  y 
BC  =  8  m.  Se  traza  la  bisectriz  interior  dél  ángulo  A  la 
cual  interseca  a  BC  en  E  y  a_la  prolongación  de  DC  en 
F;  desde  M,  punto  medio  de  EF,  se  traza  un  rayo  parale- 
lo  a  CD  que  interseca  al  segmento  AD  en  N.  Determine 
MN  (en  m). 

A)  6  B)  7  C)  8 

D)  9  E) 10 

Resolución: 

Nos  piden:  MN  =  x 
AB  =  6 


Como  AE  es  bisectriz  =>  mZBAE  =  mZEAN  =  a 
=>  AABE  es  isósceles. 

Por  lo  que:  BE  =  6  y  EC  =  2 

Se  observa  también  que  como  MP  //  FC 

MP  es  base  média  dél  AEFC  =>  EP  =  PC  =  1 


Además:  AEPM  es  isósceles 
=*  EP  =  MP  =  1 

Finalmente  como  ABPN  es  un  paralelogramo 
=»  AB  =  PN  =  6 

Luego,  x  =  PN  +  MP  x  =  7  m 

Clave:  B 

PROBLÉMA  5  (UNI  2014  -  II) 

En  un  trapezoidé  dós  ángulos  interiores  opuestos  se 
diferencian  en  24°.  Calcule  el  ángulo  formado  por  las 
bisectrices  interiores  de  los  otros  dós  ángulos. 

A)  196°  B)  186°  0175° 

D) 168°  E) 123° 

Resolución: 


Piden:  x 

Dato:  y  -  p  =  24° 

Por  propiedad  y  =  =  12° 

x  =  168° 


Clave:  D 


Geometria  ■  179 


■■I 


PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 


1.  En  un  trapecio  rectángulo,  la  altura  midé  2/3  y  la 
base  menor,  4.  Si  la  base  mayor  determina  con  unó 
de  los  lados  un  ángulo  que  midé  30°,  calcular  la 
mediana. 

A)  4  B)  5  C)  6  D)  7  E)  8 

2.  En  un  trapecio,  los  lados  no  paralelos  tienen  medi- 
das  que  suman  16.  Las  bisectrices  interiores  de  los 
ángulos  adyacentes  a  la  base  menor  se  intersecan 
en  un  punto  que  pertenece  a  la  base  mayor.  Calcu¬ 
lar  la  base  mayor. 

A) 8  B) 10  C) 12 

D) 14  E) 16 

3.  La  mediana  de  un  trapecio  midé  10  y  la  distancia 
entre  los  puntos  medios  de  sus  diagonales  es  4. 
Calcular  la  base  menor. 

A)  8  B)  7  C)6  D)  5  E)  4 

4.  En  un  trapecio  ABCD,  AB  //  DC,  BC  =  5  y  CD  =  6. 
Si  la  mZA  =  45°  y  mZC  =  127°,  calcular  AB. 

A)  24/2/5  B)  11/2/2  C)  12 

D) 13  E) 15 

5.  En  un  romboidé  ABCD  se  traza  la  bisectriz  DM  (M 
en  BC).  Si  AB  =  6,  calcular  la  medida  dél  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  AM  y  BD. 

A)  2  B)  3  C)  4 

D)  6  E)  2/3 

6.  Se  tiene  un  trapecio  ABCD  de  base  mayor  AD.  Las 
bases  miden  6  y  8,  luego  en  la  prolongación  de 
DC  se  ubica  un  punto  M.  Si  mZNMD  =  mZADC, 
calcular  NM  (N  es  punto  medio  de  AB). 

A)  6  B)  8  C)  7  D)  9  E)  3 

7.  En  la  figura,  calcular  a. 


D)  45°  E)  60° 


A)  6  B)  7  C)  8 

D)  9  E) 10 

9.  Se  tiene  un  trapecio  cuyas  diagonales  se  interse- 
can  perpendicularmente  en  O,  siendo  MN  la  me¬ 
diana.  Calcular  el  perímetro  dél  triángulo  MON, 
siendo  el  perímetro  dél  trapecio  36. 

A) 20  B) 16  C) 18 

D)  22  E)  24 

10.  El  perímetro  de  un  trapecio  isósceles  midé  40,  las 
medidas  de  sus  bases  estén  en  reláción  de  4  a  5  y 
cada  lado  no  paralelo  midé  la  semidiferencia  de  las 
bases.  Calcular  la  medida  de  la  mediana. 

A)  12  B) 14  C) 16 

D)  18  E) 20 

11 .  Si  el  segmento  que  une  los  puntos  medios  de  AC  y 
BD  midé  3,  calcular:  AB  +  CD 


D)  16  E) 18 

12.  Se  tiene  un  trapecio  rectángulo  ABCD  (BC  es  la 
base  menor  y  AB  es  la  altura),  se  traza  CH  per- 
pendicular  a  BD.  Si  mZBCH  =  2(mZCDB)  y 
AD  =  3(CH),  calcular  mZCDB. 

A)  15°  B)  45°  C)  30° 

D)  60°  E)  37° 

13.  En  la  figura,  calcular  a 


A)  45°  B)  75°  C)  53° 

D)  60°  E)  37° 


8.  Se  tiene  un  trapecio  rectángulo  ABCD;  BC  es  la 
base  menor  y  CD  es  la  altura,  mZBAD  =  45°.  Si 
BC  =  6  y  CD  =  4,  calcular  la  mediana  dél  trapecio. 


14.  En  la  figura,  ABCD  es  un  trapecio  BQ  =  6, 
OC  =  2,  AD  =  12,  N  es  punto  medio  de  HM  y 
AM  =  MD.  Calcular  NQ. 
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D)  5,5  E)  6,5 

15.  Calcular  la  medida  dél  segmento  que  une  los  pun- 
tos  medios  de  las  diagonales  dél  trapecio. 


D) 5  E) 4 

16.  Si  M,  N  y  Q  són  puntos  medios,  AA’  =  5,  QQ’  =  4, 
MM’  =  7,  calcular  MN. 


D) 7  E) 5 

17.  Se  tiene  un  trapecio  ABCD  de  mediana  MN,  si  P  y 
Q  pertenecen  a  AD,  MP  =  ^,  NQ  =  ^  y  PQ=  5. 
Calcular  BC. 

A)  2,5  B)  5  C)  7,5 

D)  10  E)  2 

18.  En  un  romboidé  ABCD,  se  traza  AH  perpendicular 
a  BM,  M  es  punto  medio  de  CD.  Si  BC  =  8,  cal¬ 
cular  la  medida  dél  segmento  que  une  los  puntos 
medios  de  AH  y  AD. 

A)  2  B)  4  C)  4/2 

D)  4/3  E) 8 

19.  En  el  trapecio  ABCD,  AB  //  CE,  calcular  BD. 


20.  ABCD  es  un  trapecio,  calcular  el  menor  valor  en- 
tero  de  “x”. 


A)  1  B)  3  C)  4 

D)  5  E) 2 

21.  En  un  trapecio  ABCD,  BC  //  AD,  las  bisectrices  in- 
teriores  de  B  y  C  se  intersecan  en  un  punto  que 
pertenece  a  su  mediana.  Si  la  mediana  dél  trapecio 
midé  12,  calcular  su  perímetro. 

A)  24  B)  36  C)  48 

D) 60  E)  72 

22.  En  un  trapecio  ABCD  (BC  es  la  base  menor),  la  me- 
diatriz  de  AB  corta  a  AD  en  P.  Si  BC  +  BP  +  PD  =  20, 
calcular  la  mediana  dél  trapecio. 

A) 10  B) 12  C) 15 

D) 20  E)  22 

23.  Si  BC"//ÁC,  BC  =  4  y  AD  =  10,  calcular  RM. 


R 


A)  6  B)  7  C)  8 

D)  9  E) 10 

24.  Del  gráfico,  BC  //AD,  calcular  AD. 


A)  8,5  B)  17  C)  14 

D)  1  E) 15 

25.  Si  el  perímetro  dél  cuadrilátero  ABCD  es  80,  cal¬ 
cular  PQ. 


B 


C 


R 
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A  D 


A)  40  B)  50  C)  60 

D) 70  E)  80 

26.  En  la  figura,  BC  =  6  y  AD  =  9,  calcular  CH. 


A  D 


A)  5  B)  6  C)7  D)  8  E)  9 

31.  Si  ABCD  es  un  cuadrado  y  CE  =  15,  calcular  la 

diagonal. 


A)  15/2  B)  9/2  0  36 

D) 12/2  E)  48 


A)  2  B)  3  C)4 

D)  6  E)  3/2 

27.  Se  tiene  un  trapecio  ABCD  de  bases  BC  y  AD,  cu- 
yas  medidas  són  6  y  8,  respectivamente.  Calcular 
CD,  si  mZABC  =  90°  +  0;  mZADC  =  20. 

A)  6  B)  7  C)  8 

D) 5  E) 2 

28.  BC  //AD,  BC  =  CD  =  5,  AB  =  6  y AD  =  15,  calcular 
PQ. 


B  c 


D)  6,5  E)  5,5 

29.  Calcular  "x". 


D)  6,5  E)  2 

30.  Si  AB  =  5;  EC  =  1 ;  BC  //  AD,  calcular  el  mayor  valor 
entero  que  puede  tomar  la  mediana  dél  trapecio 
ABCD. 


32.  Si  ABCD  es  un  romboidé,  BC  =  8  y  CD  =  5;  cal¬ 
cular  NB. 


A)  1  B)  1,5  0  2 

D)  2,5  E),3 

33.  En  la  figura,  BE  y  DE  són  bisectrices  interior  y  exte¬ 
riőr,  respectivamente.  Si  ABCD  es  un  paralelogra- 
mo,  calcular  "x". 


D)  60°  E)  120° 


34.  La  figura  ABCD  es  un  cuadrado,  calcular  "xM. 
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35.  Si  ABCD  es  un  romboidé,  AP  =  2PB;  AM  =  MD; 
QD  =  12,  calcular  PQ. 


41.  En  la  figura,  ABCD  es  un  rombo,  BC  =  10  y 
AG  =  16.  Calcular  BH. 


D)  8  E) 10 

37.  Si  ABCD  es  un  cuadrado,  calcular  "x". 


A)  30°  B)  40°  C)  45° 

D)  50°  E)  55° 

38.  En^jn  romboidé  ABCD  se  traza  la  bisectriz  DM  (M 
en  BC).  Si  AB  =  6,  calcular  la  medida  dél  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  AM  y  BD. 

A)  2  B)  3  C)  4 

D)  6  E) 2/3 


39.  Se  tiene  un  paralelogramo  ABCD,  sobre  CD  se 
ubica  el  punto  medio  M,  tál  que  mZABM  =  90°. 
Calcular  AD,  si  AB  =  6  y  MB  =  4. 

A)  4  B)  5  C)6 

D)  6,5  E)  7 

40.  En  la  figura,  ABCD  es  un  cuadrado  de  perímetro 
16.  Calcular  x. 


42.  En  el  paralelogramo  ABCD,  el  punto  Q  pertene- 
ce  a  AD  y  BQ  corta  a  AC  en  P.  Si  PC  =  3AP  y 
PQ  =  5.  Calcular  BP. 

A)  5  B) 10  C) 15 

D)  20  E) 25 

43.  Calcular  la  medida  dél  lado  de  un  cuadrado  que  tie¬ 
ne  el  mismo  perímetro  que  un  triángulo  equilátero 
cuyo  lado  midé  12. 

A)  6  B)  10  C) 12 

D)  9  E) 8 

44.  A,  B  y  C  són  cuadrados,  calcular: 

E  _  Perímetro  (A)  +  Perímetro  (B) 

Perímetro  (C) 


A)  1/2 

B)  1 

C)  2 
E)  3/2 

D)  4 


A 


C 


45.  Si  ABCD  es  un  paralelogramo,  calcular  V. 


D)  40°  E)  50° 


46.  Si  ABCD  es  un  rectángulo,  HE  =  EC,  BE  =  7  y 
ED  =  13,  calcular  AH. 


A)  3 
D)  5 


H 


E)  6 
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47.  Sl  ABCD  es  un  paralelogramo,  PH  =  6,  calcular  RS. 


D) 16  E) 10 


48.  En  la  figura,  ABCD  es  un  cuadrado  ,  CQ  =  QP. 
Calcular  x 


49.  En  el  rectángulo  ABCD,  si  BQ  =  6,  calcular  el  máxi- 
mo  valor  entero  de  PQ. 


A)  9 
D)  12 


E)  13 


A)  20“ 
D)  35“ 


E)  40° 


53.  En  un  romboidé  ABCD,  las  bisectrices  interiores  de 
A  y  D  se  intersecan  en  un  punto  de  BC.  Si  AD  =  18, 
calcular  el  perímetro  dél  romboidé. 


A)  28 
D)  56 


B)  45 
E)  60 


0  54 


54.  Si  ABCD  es  un  cuadrado,  calcular  “x". 

B  c 


A)  50“ 
D)  65° 


E)  70° 


55.  Calcular  la  medida  de  unó  de  los  ángulos  de  un 
rombo,  si  una  de  sus  diagonales  midé  igual  que 
unó  de  sus  lados. 


A)  45“ 
D)  60“ 


B)  53“ 
E)  90° 


0  75“ 


50.  Calcular  el  perímetro  dél  rombo. 

B  C 


D)  36  E)  50 

51 .  En  un  rombo  ABCD,  se  traza  BH  1  AD,  tál  que 
AH  =  HD.  Calcular  la  mZC. 

A)  30“  B)  45“  C)  40“ 

D)  60“  E)  75“ 


56.  Si  ABCD  es  un  cuadrado  y  DE  =  EP,  calcular  “x”. 


D)  30“  E)  26,5“ 

57.  La  diagonal  de  un  cuadrado  midé  6/2,  calcular  el 
perímetro  dél  cuadrado. 

A)  18  B)  20  0  24 

D)  30  E)  36 


52.  Si  ABCD  es  un  rectángulo,  AO  =  OC  =  OE,  calcular 

“x”. 


58.  En  un  paralelogramo  ABCD,  mZA  =  3x  +  20°  y 
mZB  =  2x  +  30°.  Calcular  x. 
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A)  13°  B)  26°  C)18° 

D)  36°  E)  40° 

59.  Se  tiene  un  romboidé  ABCD,  BC  =  5.  M  es  punto 
medio  de  CD  y  mZABM  =  90°.  Si  AB  =  6,  calcular 
la  mZA. 

A)  37°  B)  45°  C)  53° 

D)  30°  E)  60° 

60.  En  la  figura,  AO  =  OC  =  OP,  calcular  “x”. 


A)  30°  B)  35°  C)  40° 

D)  45°  E)  50° 

61 .  En  un  trapecio  rectángulo  ABCD.  mZA  =  mZB  =  90°, 
mZD  =  75°  y  la  base  mayor  AD  es  el  doble  dél  lado 
AB.  Hallar  el  ángulo  BCA. 

A)  15°  B)  30°  C)45° 

D)  90°  E)  80° 

62.  Los  lados  AB,  BC  y  CD  de  un  trapecio  ABCD  són 
iguales.  Si  AD  es  paralela  a  BC  y  tiene  el  doble  de 
la  longitud  de  BC,  la  diagonal  AC: 

A)  Es  perpendicular  a  la  diagonal  BD. 

B)  Es  bisectriz  dél  ángulo  A. 

C)  Tiene  por  longitud,  el  promedio  de  las  longitu- 
des  de  AB  y  AD. 

D)  Tiene  como  longitud,  el  promedio  de  las  longitu- 
des  de  AB  y  BD. 

E)  Divide  en  partes  iguales  a  la  diagonal. 

63.  En  un  trapecio  ABCD,  la  base  menor  AB  es  igual  a 
la  altura  AH;  mZA  =  135°  y  mZB  =  150°.  Hallar  el 
perímetro  dél  trapecio,  si:  AB  =  AH  =  20  cm 

A)  195,920  cm  B)  200  cm 

C)  182,920  cm  D)  162,920  cm 

E)  170,500  cm 

64.  En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD,  mZA  =  9° 
y  mZB  =  4°.  Calcular  el  valor  dél  ángulo  for- 
mado  por  las  bisectrices  de  los  ángulos  C  y  D. 

A)  6°30’  B)  7°20’  C)  7°50’ 

D) 9°00’  E)12°00’ 

65.  Tenemos  el  romboidé  ABCD.  Si  las  longitudes  de 
las  distancias  de  B,  A  y  D  a  la  recta  són  2,4  m;  3,6  m; 


7,9  m,  respectivamente.  Hallar  la  longitud  de  la  dis¬ 
tancia  de  C  a  la  recta  L. 


A)  1  m  B)  1,5  m  C)  1,9  m 

D)  2  m  E)  2,5  m 

66.  En  un  trapecio  ABCD,  de  bases  AB  y  CD,  se  trazan 
las  bisectrices  de  los  ángulos  A  y  D  que  se  cortan 
en  R  y  las  bisectrices  de  los  ángulos  B  y  C  que 
se  cortan  en  S.  Hallar  RS,  si  AB  =  4,  CD  =  12, 
AD  =  7  y  BC  =  9. 


D)  13/2  E)  3/2 

67.  En  la  figura,  los  lados  AB  y  CD  són  paralelos.  Si 
AB  =  5  y  AC  =  12,  hallar  la  longitud  dél  segmento 
CD. 


A) 15  B) 16  C) 18 

D)  17  E) 10 

68.  Dado  un  cuadrado,  al  unir  los  puntos  medios  de 
sus  lados  se  obtiene  otro  cuadrado.  Si  se  efectúa 
este  procedimiento  cuatro  veces  más  se  tendrá 
un  cuadrado  más  pequeno.  Se  pide  la  razón  entre 
los  lados  dél  cuadrado  inicial  y  el  último  que  se 
obtuvo. 

A) /2  B)4/2  C)2/2 

D)  5/2  E)  3/2 

69.  Si  ABCD  es  un  paralelogramo  y  DX  =  BY.  El  perí¬ 
metro  dél  triángulo  BCE  es  a  +  2b,  el  perímetro  dél 
triángulo  CDX  es  b  -  2a  y  el  perímetro  dél  triángulo 
CFY  es  p.  Calcular:  p2  +  6ab 


A)  a2  +  b2  B)  3a2  +  2b2  C)  2a2  +  3b2 

D)  a2  +  9b2  E)  9a2  +  b2 


70.  La  figura  1  es  un  cuadrado  de  4  m  de  lado,  to- 
mando  los  puntos  medios  de  los  lados  AB  y  BC  se 
construye  la  figura  2.  En  el  segundo  paso,  tomando 
los  puntos  medios  de  AP^,  P^,  Q1R1  y  R^C  se 
construye  la  figura  3.  Si  se  efectúa  este  procedi- 
miento  10  veces,  calcular  la  longitud  de  la  escalera 
que  se  obtiene. 


Fig.3 


A)  4Í2m  B)  10V2  m  C)40/2m 

D)4JÍÖm  E)  8  m 


71.  En  la  figura,  ABCD  es  un  rectángulo,  AD  =  2CD  y 
donde  mZOMA  =  mZBPO.  Si  MN  y  PQ  se  interse- 
can  en  O,  de  modo  que  PO  =  2  cm;  QO  =  4  cm  y 
MO  =  5  cm,  hallar  NO. 


A)  8  cm  B)10cm  C)  7  cm 

D)  9  cm  E)  6  cm 

72.  En  un  trapecio  ABCD,  la  base  mayor  es  AD.  Al  tra- 
zarse  las  bisectrices  dél  ángulo  B  y  el  ángulo  exte¬ 
riőr  C,  intersecan  a  la  base  AD  y  a  su  prolongación 
en  P  y  Q,  respectivamente.  Si  AB  +  BC  =  24  m  y 
CD  +  AD  =  30  m,  hallar  la  longitud  dél  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  PC  y  BQ. 

A)  1  m  B)  2  m  C)  3  m 

D)  4  m  E)  5  m 
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73.  Se  tiene  un  paralelogramo  ABCD.  Se  construyen 
exteriormente  los  triángulos  equiláteros  ABM  y 
BCN.  Por  M  se  traza  la  perpendicular  MH  a  ND, 
calcular  la  medida  dél  ángulo  HMB,  si  el  ángulo 
NDC  midé  46°. 

A)  16°  B)  14°  018° 

D)  11°  E)  20° 

74.  En  un  trapecio  ABCD(AB  //  CD).  Si  AB  =  8  m; 
BC  =  6  m;  AD  =  1 0  m  y  CD  =  1 8  m;  las  bisectrices 
de  los  ángulos  A  y  D  se  intersecan  en  el  punto  M  y 
las  bisectrices  de  los  ángulos  B  y  C  se  intersecan 
en  el  punto  N.  Hallar  la  longitud  dél  segmento  MN. 

A)  4  m  B)  5  m  C)  6  m 

D)  4,5  m  E)  5,5  m 

75.  De  las  siguientes  proposiciones,  ^cuáles  són  ver- 
daderas  (V)  o  falsas  (F)? 

I.  Si  el  trapecio  tiene  sus  diagonales  congruentes; 
entonces,  es  necesariamente  inscriptible  a  una 
circunferencia. 

II.  En  un  trapecio  escaleno,  una  diagonal  puede 
ser  también  altura. 

III.  Si  un  polígono  equiángulo  está  escrito  en  una 
circunferencia  es  necesariamente  un  polígono 
regular. 

A)  WF  B)  FVF  C)  VFV 

D)  FFF  E)  VW 

76.  En  un  romboidé  ABCD,  con  AB  <  BC,  se  trazan 
las  bisectrices  interiores  de  sus  cuatro  ángulos.  Di- 
chas  bisectrices  al  intersecarse,  formán  un: 

A)  Rombo  B)  Cuadrado 

C)  Rectángulo  D)  Trapecio 

E)  Otros  cuadriláteros 

77.  En  un  rombo  ABCD,  M  es  punto  medio  de  CD  y  la 
diagonal  BD  corta  a  AM  en  punto  R.  Si  RM  =  5  cm 
y  la  medida  dél  ángulo  DRM  es  53°,  hallar  BD. 

A)  18  cm  B)35cm  C)  30  cm 

D)  36  cm  E)  40  cm 

78.  En  el  rectángulo  ABCD  de  lados  40  m  y  30  m  se 
tiene  que  DN  =  10  m  y  el  triángulo  DPN  es  recto 
en  P.  Si  la  figura  LMNP  es  un  paralelogramo;  hallar 
la  longitud  de  su  diagonal  PM. 

A)  34  m 

B)  35  m 

C)  36  m 

D)  37  m 

E)  38  m 

M  L  D 

79.  En  el  rectángulo  ABCD  de  la  figura,  la  longitud 
de  los  segmentos  AB  y  FC  són,  respectivamente, 
2  m  y  4  m.  Si  los  segmentos  AE  y  EM  són  iguales, 
<j,cuál  es  el  perímetro  dél  rectángulo? 
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A)  48  m  B)  30  m  C)  36  m 

D)  24  m  E)  28  m 

80.  En  el  gráfico,  EF  // AC,  hallar  “x”. 


A)  8/2  m  B)18/2m  C)  |/2m 

D)  9/2  m  E)  18  m 

81 .  En  la  figura,  ABCD  es  un  cuadrado  y  a  =  20°,  hallar 
el  valor  de  “0”. 


A) 120°  B)  105°  C) 115° 

D) 100°  E) 110° 

82.  En  el  cuadrilátero  PQRS,  PQ  =  12/3  y  QR  =  8/3, 
hallar:  PS  +  RS 


A)  60  B) 63  C)  64 

D) 65  E)  66 

83.  En  la  figura,  ABCD  es  un  trapecio,  BM  //  CD; 
AF  =  18  cm  y  FC  =  12  cm.  Hallar  EF. 


84.  En  la  figura,  hallar  el  ángulo  "aV. 


A)  20°  B)  10°  C)12° 

D)  30°  E)  15° 


85.  En  el  cuadrilátero  ABCD,  hallar  “x”. 


A)  2n  B) 3n  C)  4n 

D)  5n  E)  6n 


87.  Calcular  "8",  si  ABCD  es  un  rombo.  MH  =  1  y  D 
dista  de  BC  3  unidades. 


D)  30°  E)  10° 
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88.  En  un  trapecio  rectángulo  ABCD,  recto  en  A  y  D,  la 
base  menor  AB  midé  4  y  la  mediana  ME  dél  trape¬ 
cio  midé  6  (M  en  AD)  se  ubica  sobre  AD  el  punto 
P,  tál  que  PB  =  PC  y  mZBPC  =  90°.  Calcular  MP. 

A)  1  B)  1,5  C)  2 

D)  2,5  E)  3 

89.  En  un  cuadrado  ABCD,  sobre  la  recta  AD,  se  ubi- 
can  los  puntos  P  y  Q,  tál  que:  P,  A,  D  y  Q  están  en 
ese  orden.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  formado 
entre  PC  y  BQ,  siendo  el  punto  medio  de  AD  punto 
medio  de  PQ  y  mZPCQ  =  90°. 


96.  En  el  gráfico  ABCD  y  CEFG  són  cuadrados, 
BG  +  ED  =  2.  Calcular  AF. 


D)  2/2  E)/3 


A)  75°  B)  60°  C)  63,5° 

D)  52,5°  E)  67,6° 

90.  En  un  cuadrilátero  ABCD,  mZB  =  mZD  =  90°, 
mZBCD  =  45°.  Luego,  se  trazan  AP1BD, 
CQ  1  BD.  Hallar  la  longitud  dél  segmento  BD,  si 
AP  =  4  m,  CQ  =  20  m. 

A)  16  m  B)  24  m  C)  30  m 

D)  40  m  E)  50  m 

91.  En  un  romboidé  ABCD,  se  trazan  las  bisectrices 
exteriores  de  los  ángulos  en  C  y  D,  que  se  inter- 
secan  en  P  Además,  BP  y  CD  se  intersecan  en  Q. 
Calcular  AB,  si  BQ  =  2  cm,  QP  =  3  cm  y  BP  1  CD. 

A)  4  cm  B)  5  cm  C)  7,5  cm 

D)  5,5  cm  E)  6,5  cm 

92.  En  un  cuadrilátero  ABCD,  mZBAC  =  mZBDA  =  40°, 
mZBDC  =  20°,  AB  +  CD  =  AD.  Calcular  el  mayor 
ángulo  formado  por  sus  diagonales. 

A)  120°  B)  100°  0135° 

D) 150°  E) 130° 

93.  En  el  gráfico,  ABCF  y  STCR  són  cuadrados, 
0  +  p  =  120°.  Si  EF  =  8,  calcular  BT. 

B 

A)  8 

B)  4 

C) 3/2 

D)  2/3 

E)  4/3  A 

94.  En  un  paralelogramo  ABCD,  se  ubica  el  punto  F  en 
AD,  de  modo  que  mZABF  =  mZBCF,  FC  =  2DC. 
Calcular  la  longitud  dél  segmento  que  tiene  por  ex- 
tremos  los  puntos  medios  de  BF  y  FC,  si  BF  =  12. 

A)  4  B)  8  C)  9 

D)  12  E) 6 

95.  En  un  romboidé  ABCD,  la  altura  BH  interseca  al 
segmento  DM  (M  punto  medio  de  AB)  en  el  punto 
R.  Hallar  RC,  si  MR  =  4  cm  y  RD  =  9  cm. 

A)  6  cm  B)  8  cm  C)10cm 

D)  17  cm  E)  13  cm 


97.  Según  el  gráfico,  ABCD  y  PBQC  són  romboides, 
calcular  ~í. 


D)  2/3  E)  1/3 

98.  En  el  gráfico,  el  lado  dél  cuadrado  EFGH  midé  /TŐ , 
^cuánto  midé  el  lado  dél  cuadrado  ABCD? 


D)  4/2  E)  5 

99.  En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD,  AB  =  BC  =  CD, 
mZBCA  =  31  °  y  mZACD  =  91  °.  Hallar  la  mZCAD. 

A)  28°  B)  30°  C)  37° 

D)  45°  E)  60° 

100.  En  un  trapezoidé  MNOP,  mZM  =  mZO  =  _90_°.  Se 
trazan  NR  y  PL,  perpendiculares  a  MO.  Si 
PL  -  NR  =  3MO.  Calcular  la  mZP. 

A)  10°  B)  12°  C)18,5° 

D)  22,5°  E)  30° 

101.  En  un  trapecio  MNOP  (MN //ÖP),  NO  =  4,  OP  =  6, 
mZM  =  30°  y  mZO  =  120°.  Calcular  MN. 

A) 10  B) 12  C)14 

D)  7  E) 9 
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102. En  el  lado  CD  de  un  cuadrado  ABCD,  se  ubi- 
ca  el  punto  P,  tál  que  mZBAP  =  75^.  Calcular  la 
mZBQC,  siendo  Q  punto  medio  de  AP 

A)  53°  B)  45°  C)  75° 

D) 60°  E)  90° 

103. En  un  cuadrilátero  ABCD,  cóncavo  en  C, 
mZDAB  +  mZABC  =  90°  y  (AD)2  +  (BC)2  =  100._Cal- 
cular  la  distancia  entre  los  puntos  medios  de  AB  y 
CD. 

A)  4  B)  5  C)10 

D) 12  E)  20 

104. En  un  trapezoidé  MNOP,  NO  =  OP  =  1,  mZMON  =  15°, 
mZMOP  =  45°  y  mZOMP  =  30°.  Calcular  su  pe¬ 
ri  metró. 

A)  3  B) 1  +  /2  02+  VJ 

D)3-/2  E)3+/2 

105. En  un  trapezoidé  ABCD,  de  diagonales  congruen- 
tes,  se  tiene  que  mZACB  =  22°;  mZBDC  =  30°  y 
mZDBC  =  38°.  Calcular  mZBAC. 

A)  38°  B)  22°  '  0  30° 

D)  36°  E)  32° 

106. Dado  el  trapezoidé  ABCD,  donde  P  y  Q  són  los 
puntos  medios  de  BC  y  AD,  respectivamente;  tam- 
bién  M  y  N  són  los  puntos  medios  de  AC  y  BD. 
Hallar  MN,  si  mZPNQ  =  90°  y  AB  =  CD  =  16/6  cm. 

A)  8/3  cm  B)  16/3  cm  C)  8/6  cm 

D)  8/2  cm  E)  16/2  cm 

107. Se  tiene  un  paralelogramo  ABCD,  por  C  se  tra- 
za  la  perpendicular  a  CD,  la  cual  interseca  en 


E  a  la  prolongación  de  AD.  Si  AD  =  8  cm  y 
mZCBD  =  2(mZCED),  calcular  ED. 

A)  16  cm  B)8cm  C)  2/2  cm 

D)  4/2  cm  E)  32  cm 

108.En  la  figura  mostrada,  ABCD  y  EFCR  són  un  para¬ 
lelogramo  y  un  cuadrado,  respectivamente,  BO  =  /2 , 
DE  =  1 .  (O:  intersección  de  las  diagonales  de  los 
paralelogramos).  Calcular  mZFCD. 


A)  5372  B)  60°  C)  37° 

D)  30°  E) 3772 


109.SÍ  ABCD  y  EFDO  són  rectángulos.  O  es  la  inter¬ 
sección  de  las  diagonales,  EO  =  a.  Calcular  MD. 


D)  ^  E)  4^ 
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Circunferencia 


Eratóstenes  náció  en  Cirene 
(276  a.  C.)  y  murió  en  Alejandría 
(194  a.  C.).  Éra  hijo  de  Aglaos. 

Fue  un  matemático,  astróno- 
mo  y  geógrafo  griego.  Estudió 
en  Alejandría  y  durante  algún 
tiempo  en  Atenas.  Fue  discípulo 
de  Aristón  de  Quíos,  de  Lisanias 
de  Cirene  y  dél  poéta  Calímaco 
y  también  gran  amigo  de  Arquí- 
medes.  En  el  ano  236  a.  C.,  Pto- 
lomeo  III  le  llamó  para  que  se 
hiciera  cargo  de  la  Biblioteca  de 
Alejandría,  puesto  que  ocupó 
hasta  el  fin  de  sus  días.  La  Suda 
(enciclopedia  bizantina)  afirma 
que  tras  perder  la  vista  se  dejó 
morir  de  hambre  a  la  edad  de  80 
anos;  sin  embargó,  Luciano  dice 
que  Ilegó  a  la  edad  de  82  anos; 
también  Censorino  sostiene  que 
falleció  cuando  tenía  82  anos. 

A  Eratóstenes  se  le  atribuye  la  invención,  hacia  el  ano  255  a.  C.,  de  la  esfera  armilar  que 
aún  se  empleaba  en  el  siglo  XVII.  Aunque  debió  de  usar  este  instrumento  para  diversas  ob- 
se rvaciones  astronómicas,  solo  queda  constancia  de  la  que  le  condujo  a  la  determináción 
de  la  oblicuidad  de  la  eclíptica.  Determinó  que  el  intervalo  entre  Ios  trópicos  (el  doble  de  la 
oblicuidad  de  la  eclíptica)  equivalía  a  los  1 1/83  de  la  circunferencia  terrestre  completa,  re- 
sultando  para  dicha  oblicuidad  23°51’19”,  cifra  que  posteriormente  adoptaría  el  astrónomo 
Claudio  Ptolomeo.  Tras  quedarse  ciego,  murió  en  Alejandría  por  inanición  voluntaria. 

Fuente:  Wikipedia 
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<4  LIJGAR  GEOMÉTRICO  (LG) 

Se  da  este  nombre  a  toda  figura,  cuyos  puntos  gozan 
de  una  misma  propiedad. 

Éjem pl os : 

1.  El  lugar  geométrico  de  todos  los  puntos  de  un  pia¬ 
no,  que  equidistan  de  los  extremos  de  un  segmen- 
to  dado,  es  una  recta  (mediatriz). 


B 


LG  de  los  puntos  P,  que  equidistan  de  A  y  B. 

(PA=  PB). 

2.  El  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  un  piano,  que 
equidistan  de  los  lados  de  un  ángulo,  es  una  recta. 
(La  bisectriz  dél  ángulo  y  su  rayo  opuesto). 


LG  de  los  puntos  P,  tales  que  PQ  =  PR. 


Resolución: 

Considerando  la  figura,  donde  se  indica  el  camino 
en  cuestión  y  P  es  la  posición  dél  pino,  notamos 
que  el  LG  de  los  puntos  situados  a  40  m  dél  cami¬ 
no,  són  dós  rectas  paralelas  a  él  (L^  y  L2).  Además, 
como  el  tesoro  se  ubica  a  50  m  dél  pino,  haciendo 
centro  en  P  y  con  rádió  igual  a  50  m,  trazamos  una 
circunferencia  (LG  de  los  puntos  situados  a  esa 
distancia  dél  punto  P).  Luego,  donde  corte  esta  cir¬ 
cunferencia  a  las  rectas  L1  y  L2,  se  debe  buscar  el 
tesoro  puntos  A,  B,  C  y  D,  es  decir,  cuatro  lugares. 


2.  Dos  árboles  A  y  B  estén  distanciados  20  metrós.  Un 
tercer  árból  se  quiere  plantar  a  15mdeAya8m 
de  B.  ^En  cuántos  lugares  es  posible  hacer  esto? 

Resolución: 

Con  centros  en  A  y  B,  se  trazan  dós  circunferencias 
de  rádiós  15  m  y  8  m,  respectivamente.  Estas  se 
intersecan  en  los  puntos  P  y  Q.  Luego,  el  tercer 
árból  puede  ser  plantado  en  P  o  Q. 


<4  DEFINÍCIÓN  de  circunferencia 

Es  el  lugar  geométrico,  de  todos  los  puntos  de  un  pia¬ 
no,  que  equidistan  de  otro  punto  llamado  centro.  La  dis¬ 
tancia  dél  centro  a  cualquiera  de  los  puntos  dél  LG  se 
llama  rádió. 


LG  de  los  puntos  que  equidistan  dél  punto  O. 
(P.O  =  P20  =  P30  =  ...  =  rádió). 


Círculo.  Es  la  porción  dél  piano  que  comprende  a  una 
circunferencia  y  todos  sus  puntos  interiores. 

<4  LÍNEAS  NOTABLES  EN  LA  CIRCUNFERENCIA 


O:  centro 
R:  rádió 
AB:  cuerda 
QS:  diámetro  (cuerda 
máxima) 

AB:  arco 

*rf :  recta  tangente 

(T:  punto  de  tangencia) 
m :  recta  secante 
MF:  flecha  o  sagita  de  PQ. 


Éjem  pl  os : 

1.  En  el  centro  de  un  camino  recto  se  ubica  un  pino. 
Se  sabe  que  a  40  m  dél  camino  y  a  50  m  dél  pino 
se  encuentra  un  tesoro.  <j,En  cuántos  lugares  se 
debe  buscar  el  tesoro? 


Propiedad: 

Por  trés  puntos  no  colineales,  pasa  una  y  solo  una  cir¬ 
cunferencia,  es  decir,  trés  puntos  no  colineales  determi- 
nan  una  circunferencia. 

Así,  los  puntos  no  colineales  A,  B  y  C,  determinan  una 
circunferencia,  la  cual  tendrá  su  centro  en  la  intersec- 
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dón  de  las  mediatrices  de  AB  y  BC  (o  AC  y  AB,  AC  y 
BC),  ya  que  por  propiedad  de  la  mediatriz: 

Para  AB:  OA  =  OB  I  O:  centro  de  la  drcunferencia 
Para  BC:  OB  =  OC I  OA  =  OB  =  OC  =  rádió 

<4  ÁNGLLOS  EN  LA  CIRCLNFERENCIA 

1 .  Ángulo  Central 


mZAOB  =  mAB 


O  —  centro 


2.  Angulo  inscrito 
A 


mZB  =  m 


AC 


3.  Ángulo  exinscrito 


mze  =  m 


ABC 


p  =  mAC  A  p  +  e  =  1 80 


4.  Ángulo  semiinscrito 
A 


f  B 

l 

mZATB  =  mf 

T:  punto  de  tangencia. 


5.  Ángulo  interior 

.8 


(  ) 

mAB  +  mCD 

2 

6.  Ángulo  exteriőr: 

•  De  dós  secantes 


mzp  = 


mAB  -  mCD 


mZP  = 


mAT  -  mTB 


mZP  = 


mACB  -  mAB 


Para  este  caso  particular: 


mZP  +  mAB  =  180° 


<4  PROPIEDADES  BÁSICAS 

1 .  Todo  rádió  hacia  el  punto  de  tangencia  es  perpen- 
dicular  a  la  tangente. 

2.  En  una  misma  drcunferencia  o  en  dós  circunferen- 
cias  congruentes,  a  arcos  congruentes  correspon- 
den  cuerdas  congruentes  y  víceversa. 

Si  AB  =  CD,  entonces  AB  =  CD. 

3.  Cuerdas  paralelas  intersecan  arcos  congruentes. 
Si  AB  //  CD,  entonces  AC  =  BD 
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8. 


Dos  circunferencias  congruentes  secantes,  determi- 
nan  sobre  ellas  dós  pares  de  arcos  congruentes.  Así, 
para  las  circunferencias  congruentes  de  la  figura: 


4.  Las  tangentes  trazadas  a  la  misma  circunferencia, 
desde  un  punto  común,  són  congruentes. 


PA  =  PB.  Además,  PO  biseca  el  ZP. 

5.  Todo  diámetro  perpendicular  a  una  cuerda  biseca  a 
la  cuerda  y  a  los  arcos  respectivos. 


MN  es  diámetro.  Si  MN  1  AB,  entonces  AE  ^  EB, 
mAN  =  mNB  y  mAM  =  mMB 


6. 


Las  cuerdas  equidistantes  dél  centro  són  con¬ 
gruentes. 


Si  O  es  centro  y  ó,  =  d2,  entonces  AB  =CD. 

7.  De  dós  cuerdas  con  diferente  longitud,  es  mayor  la 
más  próxima  al  centro. 


Si  O  es  centro  y  d1  <  d2,  entonces  AB  >  CD. 


mAEB  =  mAFB  y  mACB.=  mADB 

<4  TEOREMAS 

Teorema  de  Poncelet 

En  todo  triángulo  rectángulo,  la  suma  de  longitudes  de  los 
catetos  es  igual  a  la  suma  de  longitudes  de  la  hipotenusa  y 
el  diámetro  de  la  circunferencia  inscrita.  Así,  para  la  figura: 


(r,  se  llama  inradio  dél  AABC) 

Demostración: 

Del  gráfico: 

AB  =  AE  +  EB  =>  AB  =  AE  +  r  I  (+) 

BC  =  CF  +  FB  =>  BC  =  CF  +  r  I  ' 

AB  +  BC  =  AE  +  CF  +  2r 
Efectuando  la  suma  indicada: 

Siendo  AE  =  AG  y  CF  =  CG: 

AB  +  BC  =  AG  +  CG  +  2r 
.-.  AB  +  BC  =  AC  +  2r 

Teorema  de  Pitot 

En  todo  cuadrilátero  circunscrito  a  una  circunferencia,  la 
suma  de  longitudes  de  lados  opuestos  tiene  un  mismo  valor. 
Para  el  gráfico,  luego  de  colocar  variables  a  las  tangentes: 


AB  =  w  +  x 
CD  =  z  +  y 

Sumando  miembro  a  miembro. 
AB  +  CD  =  w  +  z  +  x  +  y 


AB  +  CD  =  AD  +  BC 
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Generalización  dél  teorema  de  Pitot.  En  todo  polígo- 
no  circunscrito  a  una  circunferencia  y  cuyo  número  de 
lados  sea  pár,  la  suma  de  longitudes  de  los  lados  que 
ocupan  lugar  impar,  partiendo  de  un  vértice  cualquiera, 
es  igual  a  la  suma  de  los  lados  de  lugar  pár. 
Consideremos  un  polígono  de  2n  lados,  como  en  la  fi¬ 
gura: 


Ejemplo: 

Para  el  hexágono  circunscrito  de  la  figura,  si  partimos 
dél  vértice  A,  en  sentido  horario: 


15+  18  +  13  =  x  +  16+  14  =>  x=  16 

Si  hubiéramos  partido  de  B: 

x+  16+  14  =  18  +  13+  15  =>  x=  16 


Teorema  de  Steiner 


En  todo  cuadrilátero  exinscrito  a  una  circunferencia, 
la  diferencia  de  longitudes  de  lados  opuestos  tiene  el 
mismo  valor. 

•  Un  cuadrilátero  se  llama  exinscrito,  si  las  prolon- 
gaciones  de  sus  cuatro  lados  són  tangentes  a  la 
misma  circunferencia.  Así,  para  el  gráfico: 


AB  -  CD  =  BC  -  AD 


APB:  es  el  arco  capaz  de  los  ángulos  de  medida  a. 
AB:  cuerda  capaz. 


Se  cumple: 


mAPB  =  360°  -  2a 


En  el  caso  particular  en  que  AB  sea  diámetro:  a  =  90° 


<4  CUADRILÁTERO  INSCRITO 

También  llamado  cuadrilátero  cíclico,  es  aquel  que  tie¬ 
ne  sus  cuatro  vértices  sobre  la  misma  circunferencia. 

le.yillf 

1 .  Las  medidas  de  dós  ángulos  opuestos  suman  1 80°. 

B. 


mZA  +  mZC  =  180° 


mZB  +  mZD  -  180° 


Demostración: 

m/A  4-  m/C.  =  mBCD  ,  mBAD  mBCD  +  mBAD  360°  <on« 
2  +  2  "  2  ~  2  " 

2.  Las  diagonales  formán  ángulos  congruentes  con 
lados  opuestos. 

B 


x  =  y 


A" — -''D 

Ya  que,  cada  unó  midé  la  mitad  dél  arco  BC. 

3.  Un  ángulo  exteriőr  es  congruente  con  el  ángulo 
interior  opuesto. 


e  ss  mZA 


<4  ARCO  CAPAZ 

Es  un  arco  de  circunferencia  que  contiene  los  vértices 
de  los  ángulos  inscritos  cuyos  lados  pasan  por  los  ex- 
tremos  de  una  cuerda,  llamada  cuerda  capaz.  Así,  para 
la  figura: 


Cuadrilátero  inscriptible  es  aquel  que  puede  ser  ins- 
crito  en  una  circunferencia.  Si  el  cuadrilátero  cumple 
con  cualquiera  de  las  propiedades  dél  cuadrilátero  ins- 
crito,  será  inscriptible. 
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<4  RECTA  DE  SIMPSON 

Si  P  es  un  punto  cualquiera  de  la  circunferencia  circuns- 
crita  al  ABC  y  PQ  1  AB;  PS  1  BC;  PH  1 AC;  entonces, 
Q,  S  y  H  són  colineales.  *rrf  es  la  recta  de  Simpson  dél 
punto  P,  para  el  AABC. 

Se  define  así:  Es  la  recta  que  une  los  pies  de  las  per- 
pendiculares  trazadas  a  los  lados  de  un  triángulo  inscri- 
to  en  una  circunferencia,  desde  un  punto  cualquiera  de 
la  circunferencia. 


Demostración: 

Bastará  demostrar  que  ZBSQ  =  ZHSC,  ya  que  como 
B,  S  y  C  són  colineales,  resultarán  opuestos  por  el  vér- 
tice  ZBSQ  y  ZHSC  con  lo  que  concluimos  que  Q,  S  y  H 
estén  en  línea  recta. 

Veamos: 


Z3  ABPC  es  inscrito:  mZQBP  =  mZPCA 
...(Propiedad  dél  cuadrilátero  inscrito) 

Entonces,  mZQPB  =  mZHPC  ...(1) 

(són  complementos  de  mZQBP  y  mZPCA,  en  los  triá- 
gulos  BQP  y  PHC,  respectivamente). 

O  QBSP  es  inscriptible,  ya  que 
mZBQP  +  mZBSP  =  180° 

=>  mZQPB  =  mZBSQ  ...(2) 

PSHC  es  inscriptible,  por  ser 
mZPSC  =  mZPHC  =  90° 

=>  mZHPC  =  mZHSC  ...(3) 

Finalmente,  reemplazamos  los  equivalentes  de 
mZQPB  y  mZHPC  de  (2)  y  (3),  en  (1): 
mZBSQ  =  mZHSC 


<4  POSICIONES  RELATIVAS  DE  DOS  CIRCUN- 
FERENCIAS 

Exteriores 


2  tangentes  comunes  exteriores;  AB  =  CD 
2  tangentes  comunes  interiores:  PQ  =  MN 

Tangentes  exteriores 


OOt  =  R  +  r 
T:  punto  de  tangencia 

2  tangentes  comunes  exteriores:  AB  =  CD 
1  tangente  común  interior:  PQ  1  001 

Secantes 


R  -  r  <  00!  <  R  +  r 

2  tangentes  comunes  exteriores:  AB  =  CD 
Propiedad:  FG  1  OO! 

Tangentes  interiores 


.-.  Q;  S;  H  estén  en  línea  recta 
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Interiores 


Concéntricas 


O  es  el  centro  de  ambas  circunferencias. 


Ortogonales 


Si  ZOTO,  =  90° 

T:  punto  de  tangencia 


R  -  r  <  00,  <  R  +  r 


(Teorema  de  desigualdad 


triangular) 


(00, )2  =  R2  +  r2 


(Teorema  de  Pitágoras) 


Ejemplos: 

1 .  OA  y  OB  són  rádiós  de  una  jarcunferencia  de  cen¬ 
tro  O.  Sobre  el  menor  arco  AB  se  torna  el  punto  F. 
Si  el  ángulo  AFB  midé  130°,  hallar  la  medida  dél 
ángulo  AOB. 

Resolucíón: 


Sabemos  que  por  ser  ángulo  Central: 
mZAOB  =  mAFB  ...(1) 


También,  mZAFB  =  m— ...(z  inscrito) 

130°  =  M^ÁMB  =  260° 

Luego,  mAFB  =  360°  -  mAMB  =>  mAFB  =  100°. 
Reemplazando  en  (1):  mZAOB  =  100° 


2.  En  la  figura: 

rriAÍ  =  192°  y  mBFD  =  140° 
Hallar  la  medida  dél  BMD. 


Resolucíón: 

En  la  menor  circunferencia: 
mzC  =  ^  v,—  (z  inscrito) 

=>  mzC  =  =»  mZC  =  70° 

En  la  mayor  circunferencia: 
mZC  =  (z  exteriőr) 

=>  70°  =  192°  ~2mBMD  (Z  inscrito) 
De  donde:  mBMD  =  52° 


3.  Se  prolonga  el  diámetro  BA  de  una  circunferencia 
de  centro  O,  hasta  el  punto  P  y  se  traza  la  tangente 
PT.  Hallar  la  medida  dél  arco  TB,  si  PT  midé  igual 
que  el  rádió. 

Resolucíón: 


La  medida  dél  arco  TB  es  igual  a  la  dél  ángulo  Cen¬ 
tral:  x 

OT 1  PT,  como  PT  =  rádió  =>  PT  =  OT. 

En  el  AOTP,  isósceles:  a  =  45° 

=>  x  =  180°  -  a  =>  x  =  180°  -  45°  =  135° 

TB  =  135° 
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4.  En  la  figura:  PB  y  PC  són  tangentes 


mZE  =  26°  y  mZF  =  25°.  Hallar  el  valor  de  x. 

Resolución: 

En  el  cuadrilátero  EAFP:  x  =  mZE  +  mZA  +  mZF 
x  =  26°  +  mZA  +  25°  =*  x  =  51°  +  mZA  ...(1) 

Por  ser  ángulo  inscrito:  mZA  =  ,  pero  según 

propiedad  de  ángulos  en  la  circunferencia: 
mic  +  mZBPC  =  180° 

Es  decir,  mBC  +  x  =  180°  =*  mBC  =  180°  -  x 
Luego:  mZA  =  180°~x 
Reemplazando  esto  último  en  (1): 
x  =  51°  +  *  .-.  x  =  94° 

5.  En  la  figura,  a  +  p  =  1 36°,  hallar  la  medida  dél  arco 
AD. 


Resolución: 

En  el  AEFX: 

mZE  +  mZF  +  x  =  180°  ...(1) 

En  las  circunferencias: 

mZE  =  y  mPS  =  180°  -  mZA 
~mzE  =  180°~mZA  ...(2) 

mZF  =  y  mQS  =  180°  -  mzC 


>  mZF  = 


180°  -  mZC 


■•(3) 


Sumando  (2)  y  (3),  miembro  a  miembro: 


mZE  +  mZF  =  180°  — 


mZA  +  mZC 


Reemplazando  esto  último  en  (1): 
180°  -  mZA  t  mZC  +  x  =  180° 


Dedonde:x=nLÉA  +  mZC 

Pero,  en  el  AABC: 

mZA  +  mZC  =  1 80°  -  mZB  =  1 80°  -  44°  =  136°. 
x  =  68° 


7.  En  la  figura,  AH  =  HC  y  A  es  punto  de  tangencia. 
Hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 

Se  tiene:  mAD  +  mBC  =  a  (Z  interior) 

y  mAD  -  mBC  =  p  (z  exteriőr) 

Sumando  miembro  a  miembro: 
mAD  +  mBC  +  mAD  -  mBC  _  a  +  p 

=>  mAD  =  a  +  p  mAD  =  136° 

6.  En  la  figura,  P,  Q,  R,  S  y  T  són  puntos  de  tangencia. 
Si  mZB  midé  44°,  hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 


Como  AH  =  HC  y  BH  1 AC,  el  AABC  es  isósceles. 
=>  mZABH  =  x  =  mZHBC 

En  la  circunferencia: 

mzABE  =  =  mZAPE  =>  x  =  a 

También:  mZBAH  =  =  mZAPB 

=*  mZBAH  =  mZAPB  =>  mZBAH  =  4a 
Entonces,  en  el  AAHB: 

mZBAH  +  x  =  90°  =>  4a  +  a  =  90°  =>  a  =  18° 
x  =  18° 
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8.  En  la  figura,  O  es  el  centro  de  la  circunferencia. 
Hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 

Por  ser  ángulo  exteriőr  a  la  circunferencia: 

x  =  mft-ED-~  ,  donde  mÁED  =  180° 

2 

Por  ser  AD  diámetro 

=»  x  =  li°-°_-.giBC  ...  (i) 

Como  mZAEB  =  32°  y  mAB  =  2(mZAEB) 

(ZAEB  es  inscrito)  =*  mAB  =  64° 

De  otro  lado:  mAB  =  mzp  =>  64°  -TPQD  =  24° 


=>  mCD  =  16° 

Entonces,  mBC  =  mABCD  -  mAB  -  mCD 
mBC  =  180°  -  64°  -  16°  =*  míc  =  100° 
Reemplazando  esto  último  en  (1): 
X=18Q1|1-QP-  x  =  40° 


9.  El  cuadrilátero  ABCD,  de  la  figura,  se  llama  bicén- 
trico  por  ser  inscrito  y  circunscrito.  Demostrar  que 
x  =  90°. 


En  la  circunferencia  menor:  x  =  mEF~mMN  ...(1) 

Por  propiedad  vista  en  teória:  mEF  =  180°  -  mZA 

MN  =  180°  -  mzC 

Entonces:  mEF  +  mMN  =  360°  -  (mZA  +  mZC) 
Pero,  en  el  OABCD:  mZA  +  mZC  =  180° 
Entonces:  mEF  +  mMN  =  360°  -  180° 

=>  mEF  +  mMN  =  180° 

i  fin0 

Reemplazando  en  (1):  x  =  -y- 
x  =  90° 


10.  Para  el  gráfico,  demostrar  que  AB  //  CD 


Bastará  demostrar  que  mZA  +  mZC  =  180° 
Trazamos  PQ.  Luego,  en  los  cuadriláteros  inscritos: 
O ABPQ:  a  =  mZA 
Z3PQCD:  a  +  mZC  =  180° 

Con  lo  anterior:  mZA  +  mZC  =  180° 

ÁB //CD 


11 .  En  la  figura,  ZABC  midé  112°,  hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 


Se  traza  BE,  entonces: 

mZABC  =  a 4-  4>  =>  a  +  (j)  =  112°  ...(1) 

En  la  menor  circunferencia: 

mZEBC  =  mZEDC  = 

Por  ser  ángulo  exteriőr  al  AFPD: 

mZAFD  =  mZP  +  mZD  =>  mZAFD  =  x  +  <j>  ...(2) 

En  el  cuadrilátero  inscrito  AFEB: 

mZAFE  +  mZABE  =  180°  o  mZAFD  +  mZABE  =  180° 

Con  (2):  x  +  (j>  +  a  =  180° 

De  (1):  x  + 112°  =  180°  x  =  68° 
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12.  En  la  figura,  T  y  F  són  puntos  de  tangencia. 
ET  -  AC  =  84°.  Hallar  la  medida  dél  arco  FT. 


=>  mzABE  =  -6-°  ~  262  =>  mZABE  =  49°  ...(2) 
También,  mZFBC  = 

*  mZFBC  =  360°  ~  254°  =  53°  ...(3) 

Finalmente,  reemplazando  (2)  y  (3)  en  (1): 

49°  +  mZEBF  +  53°  =  180° 

De  donde:  ZEBF  =  78° 


Resolución: 


Dato:  mET  -  mAC  =  84° 

Si  ZA  =  <(>,  entonces:  mFT  =  180°  -  <|>  ...(1) 

También,  mBD  =  2(mZA)  =  2<{> 

Además,  mZETD  =  m^~(z  semiinscrito) 

Si  mZETD  =  a  =>  mET  =  2a 
Porotro  lado,  mAC  =  2(mZB) 

=>  mZB  =  p  y  mAC=  2p 
En  ABTA:  p  +  <j>  =  a  (Z  exteriőr) 

-*  =  a-p  _  „  ...(2) 

pero,  por  dato:  mET  -  mAC  =  84° 

=>  2a  -  2p  =  84°  =>  a  -  p  =  42° 

En  (2):  <(>  =  42°  _ 

Reemplazando  en  (1):  mFT  =  180°  -  42°  =  138° 


1 3.  En  la  figura,  A,  B  y  C  són  colineales.  Hallar  la  medi¬ 
da  dél  ángulo  EBF,  si  los  arcos  AMF  y  EMC  miden 
254°  y  262°,  respectivamente. 


Resolución: 

Datos:  mAMF  =  254  ,  mEMC  =  262 
Del  gráfico, 

mzABE  +  mZEBF  +  mZFBC  =  180°  _  ...(1) 

Por  ser  ángulo  exinscrito:  mzABE  = 


=>  mZABE  = 


360°  -  mEMC 

2 


14.  En  la  figura,  A,  B,  C  y  D  són  puntos  de  tangencia. 
mAB  +  CPD  =  298°.  Hallar  el  valor  de  x. 


Dato:  mAB  +  mCPD  =  298° 

Con  las  prolongaciones  hechas: 

AHEX:  x  =  mZE  =  mZAHB  ...(1) 

Pero,  por  propiedad: 

mZAHB  =  180°  -  mAE*  y  mZE  =  180°  -  mCD...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

x  =  180°  -  mCD  =  180°  -  mííS 

x  =  mCD  -  mAB;  además,  mCD  =  360°  -  mCPD 

Luego,  x  =  360°  -  mCPD  -  mAB 

=>  x  =  360°  -  (mCPD  +  mAB) 

Usando  el  dato:  x  =  360°  -  298° 
x  =  62° 

1 5.  En  la  figura,  AD  es  diámetro;  B,  C,  T  y  P  són  puntos  de 
tangencia.  Si  CT  midé  124°,  hallar  la  medida  dél  TP. 
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Resolución: 


Como  ET  y  EP  són  tangentes: 

ÍP  +  mZTEP  =  180°  ...(1) 

Además,  mZTBC  +  mCT  =  180° 
mZTBC  +  124°  =  180°  =>  mZTBC  =  56° 

Al  trazar  DB,  como  AD  es  diámetro:  mZABD  =  90° 
=>  mZTBD  =  90°  -  mZTBC 
mZTBD  =  90°  -  56°  =  34° 

Luego,  mBD  =  2(mZTBD) 

(mZTBD  es  Zsemiinscrito  en  la  semicircunferencia) 
=*  mBD  =  2(34°)  =  6JT 

Entonces,  mZA  =  =>  mZA  =  34° 

Por  ser  ángulo  exteriőr  al  AABE: 
mZTEP  =  mZA  +  mZABE 
mZTEP  =  34°  +  (90°  +  34°)  =  158° 

Finalmente,  reemplazando  en  (1): 
mTP  +  158°  =  180°  =>  mTP  =  22° 

16.  En  la  figura,  T  y  B  són  puntos  de  tangencia.  El  arco 
AB  midé  68°  y  el  arco  BC  midé  104°.  Hallar  la  me- 
dida  dél  ángulo  ATB. 


Datos:  mAB  =  68°,  mBC  =  104° 
mZATB  =  x 

Por  ser  z  interior  a  la  mayor  circunferencia: 

/t  _  mAB  +  mCD 
2 

x=  68°2+ct  =>  a  =  2x  =  68°  ...(1) 

Por  B,  trazamos  la  tangencia  *rn  ,  común  a  ambas 
circunferencias. 


mZB  =  Ü3|I  =  mzT  =»  mZB  =  mZT  =  x 

Luego:  mBAD  =  2(mZ2B)  =>  mBAD  =  2x 

(en  la  mayor  circunferencia) 

Finalmente,  como  mBAD  +  mDC  +  mCB  =  360°. 
Entonces,  2x  +  a  +  104°  =  360° 

Con  lo  de  (1):  2x  +  2x  -  68°  +  104°  =  360° 
x  =  81° 

17.  En  la  figura,  el  arco  AB  midé  82°.  T  y  F  són  puntos 
de  tangencia.  Hallar  el  valor  de  x. 


Por  ser  DF  y  DT,  tangentes  a  la  menor  circunferen¬ 
cia:  DF  =  DT  y  mZF  =  mZT  ...(1) 

En  la  mayor  circunferencia:  BC  =  2x 
También,  mZBCT  =  2(mZT)  (ZT  es  semiinscrito) 
mCT  =  mBCT  -  2x  ...(2) 

Siendo  mZF  interior:  mZF  =  82  -+2nri^T 

Con  lo  de  (2):  mZF  =  82°  +  m|_QT  -  jx 

2(mZF)  =  82°  +  mBCT  -  2x 
1 

2(mZF)  =  82°  +  2(mZT)  -  2x 
Según  (1):  mZF  =  mZT  =>  0  =  82°  -  2x 
.-.  x  =  41° 

18.  Hallar  el  perímetro  de  un  trapecio  circunscrito  a 
una  circunferencia.  La  mediana  dél  trapecio  tiene 
longitud  “m”. 

Resolución: 
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Por  formula  de  la  mediana:  -a  ~  =  m 

Según  Pitot:  c  +  d  =  a  +  b  =>  c  +  d  =  2m 
Por  lo  tanto,  a  +  b  +  c  +  d  =  4m 

19.  Enlafigura,hallarelvalorder,siBE  =  FGyBH  =  14. 


Resolución: 

Tangentes:  AF  =  AE  A  HC  =  GC. 

Por  el  teorema  de  Poncelet:  AB  +  BC  =  AC  +  2r 
Luego: 

(AE  +  EB)  +  (BH  +  HC)  =  (AF  +  FG  +  GC)  +  2r 


t  1 

J 

t — t  i 

i 

- iguales - 

i 

Cancelando  las  longitudes  iguales  a  ambos  miembros: 


BH  =  2r  =>  14  =  2r  r  =  7 

20.  Se  tiene  trés  circunferencias  de  rádiós  1 ;  2  y  3  uni- 
dades,  tangentes  exteriores  entre  sí,  dós  a  dós. 
Hallar  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  al  trián- 
gulo  formado  al  unir  los  centros  de  las  primeras 
circunferencias. 

Resolución: 


Como  los  lados  dél  triángulo  obtenido  tienen  longi¬ 
tudes  3,  4  y  5,  se  trata  de  un  triángulo  rectángulo. 
Luego,  por  el  teorema  de  Poncelet: 

3  +  4  =  5  +  2x 
x  =  1 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 


1 .  En  el  gráfico  adjunto:  m  AB  =  1 04°  y  mZEPB  =  36° 
(A  y  B  són  puntos  de  tangencia).  Hallar  la  medida 
dél  ángulo  FBA. 


Resolución: 


Como  A  es  punto  de  tangencia:  mAE  =  mAB 
•*  mZBAP  =  mZABP  =  =  10^  _  52° 

(Z  semiinscrito  en  la  circunferencia  mayor). 

De  otro  lado:  mZAFE  =  =  Ml  =  52° 

(z  inscrito  en  la  circunferencia  menor). 


Entonces,  mZAFP  =  mZABP  =  52° 

Esto  indica  que  el  cuadrilátero  AFBP  es  inscriptible. 
Por  lo  tanto,  mZFPA  =  mZFBA  =*  a  =  x 
Pero,  en  el  AAPB:  mZAPB  =  180°  -  2(52°) 

=>  mZAPB  =  76° 

=>  a  =  mZAPB  -  36°  =>  a  =  76°  -  36° 

=>  a  =  40°  .-.  x  =  40° 

2.  En  la  figura,  O  es  el  centro  de  la  circunferencia  cir- 
cunscrita  al  AABC.  Hallar  el  valor  de  x. 
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En  el  AQBP:  x  =  a  +  ...(1) 

El  cuadrilátero  AQHC  es  inscriptible, 

ya  que  mZAQC  =  mZAHC 

Entonces,  <|>  =  mZACB  =>  <|>  =  p 

AAOB  es  isósceles:  OA  =  OB  =  rádió.  ^ 

=>  mZOAB  =  mZABC  =  a  y  mZAOB  =  m  AB  =2p 
Así,  a  +  a  +  2p  =  180° 

=>  a  +  p  =  90°  V  a+f  =  90° 

Reemplazando  en  (1):  x  =  90° 

Este  probléma  demuestra  el  teorema  de  Nagel. 

3.  En  la  figura  mostrada,  AQ  =  BC,  hallar  el  valor  de  x. 


Se  dibuja  la  circunferencia  de  centro  O,  circunscri- 
ta  al  AABC;  entonces: 

OA  =  OB  =  OC  =  rádió 
mAB  =  2(mZACB)  =>  aS  =  48° 
mBC  =  2(mZBAC)  =>  BC  =  60° 

ABOC  es  equilátero:  BC  =  rádió 
mZAOB  =  AB  =>  mZAOB  =  48°  (Z  Central) 
AAOC  es  isósceles: 

mZAOC  =  mÁBC  =  1 08°  A  mZOAC  =  mZACO  =  36° 
AAOQ  es  isósceles: 

mZAOQ  =  mZAQO  =  72°  =*  mZBOQ  =  24° 

=>  mZQOC  =  mZBOC  =  mZBOQ  =  60°  -  24°  =  36° 
AOQC  es  isósceles:  OQ  -  QC 
Finalmente,  ABOQ  s  ABCQ  (L.  L.  L)  =*  a  =  x 
siendo:  a  +  x  =  60°  a  =  x  =  30° 

4.  Del  gráfico,  se  cumple 

I.  x  +  y  =  2p 

II.  2p  +  y  =  x 

III.  x  -I-  y  =  2a 

IV.  x  +  y  =  a 

V.  a  +  y  =  2x 


Resolución: 

Por  ángulo  interior:  x=  ...(1) 


Por  ángulo  exteriőr:  y  : 


.(2) 


Sumando  miembro  a  miembro  (1)  y  (2): 
a  +  p  a  -  p 

x  +  y  =  — 2*~  +  — 2" 


De  donde:  x  +  y  =  a  (propiedad) 
Cumple  IV 


Además,  si  restamos  miembro  a  miembro  (1)  y 
(2),  se  obtiene:  x  -  y  +  p. 


5.  En  la  figura,  O  es  centro  dél  cuarto  de  circunferen¬ 
cia  ABC.  Calcular  el  valor  de  a. 


Al  trazar  OB,  los  triángulos  AOB  y  BOC  resultan 
isósceles. 

OABCD 

90°  +  2a  +  (2a  4-  3a)  +  3a  =  360° 
a  =  27° 

6.  O  es  centro  dél  ATB  y  T  punto  de  tangencia,  cal¬ 
cular  el  valor  de  x. 
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AAOT  es  isósceles. 

En  el  OATCO: 

3x  +  (3x  +  90°)  +  4x  +  90°  =  360° 
.-.  x  =  18° 

7.  Del  gráfico,  indicar  lo 

I.  a  +  0  =  2p 

II.  a  +  0  =  180°  +  p 

III.  a  +0  =  3p 

IV.  a  +  0  +  p  =  270° 

V.  a+  0  +  P  =  360° 

Resolución: 


AFAG:x  +  y  +  p  =  180°  ...(1) 
OAFED:x  +  0  =  180°  ...(2) 
OABCF:y  +  a  =  180°  .'..(3) 
Sumando  miembro  a  miembro  (2)  y  (3): 
x  +  y  +  a  +  0  =  360° 
x  +  y  =  360°  -  (a  +  0)  ...(4) 

Finalmente,  (4)  en  (1): 

360°  -  (a  +  0)  +  p  =  180° 

De  donde,  180°  +  p  =  a  +  0 
.-.  Lo  correcto  es  II 


correcto: 


9.  En  la  figura,  AE  es  diámetro;  F,  B  y  G  són  puntos 
de  tangencia  mAB  =  42°  y  mBC  =  24°.  Calcular 
el  valor  de  x. 


Por  propiedad  vista  en  el  probléma  anterior: 
mCD  =  mDE  =  a 
Ángulo  interior: 

x=  mÍC  +  m,pÍa>x  =  24^a  (1) 

Como  AE  es  diámetro  42°  +  24°  +  a  +  a  =  180° 
=>  a  =  57° 

En  (1):  x  =  24°  +  57°  x  =  40,5° 

10.  En  la  figura,  A  y  B  són  puntos  de  tangencia. 
a  +  p  =  40°.  Calcular  el  valor  de  x. 


8. 


En  la  figura,  mAB  =  100  ;  mCD  =  30  ymCED  =  80  . 
Calcular  mFG. 


También:  a  =  8°2~x  ...(2) 

(1)  en  (2):  35°=  80  ~x 


Resolución: 

En  el  zl:  x  =  a  +  p  +  mZP  ...(1) 


mAB 


Por  propiedad:  mAB  =  180°  -  x  y  mZP  = 
180° -x 


=>  mzp : 

Z 

(2)  en  (1):  x  =  a  +  p  + 
Con  el  dato:  x  =  40°  + 


..(2) 


180 


2 

180  -x 


x  =  x  =  86°40’ 


x  =  10‘ 


11.  En  la  figura,  A  es  punto  de  tangencia,  calcular  el 
valor  de  x. 
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Resolución: 

Sea  mZBAC  =  a  =>  mAC 
AABC,  Z  exteriőr. 
mZACE  =  mZA  +  mZB 
mZACE  =  a  +  42° 

=>  mAE  =  2(mZACE) 

=>  mA Í  =  2(a  +  42°) 

Además,  si  mZECD  =  p, 
seré:  mDE  =  2p  y  mCD  =  2p 
Para  la  O:  2a  +2p  +  2p  +  2(a  +  42°)  =  360° 
=>  a  +  p  =  69° 

Finalmente:  x  =  a  +  42°  +  p 
x  =  a  +  p  +  42°  =  69°  +  42°  x  =  111° 


12.  En  la  figura,  B  y  D  són  puntos  de  tangencia;  L  //AC. 
Calcular  el  valor  de  0. 


Resolución: 


Como  L  //AC,  por  propiedad: 
m  AB  =  mBC  =  a 

Por  ángulo  exinscrito:  — =  20 

=>  mBCD  =  40 

Luego,  mCD  =  mBCD  =  -a 
mCD  =  40  -  a  ...(1) 

Además,  mAD  =  360°  -  (mAB  +  mBCD) 
mAD  =  360°  -  (a  +  40)  ...(2) 

Por  ángulo  exteriőr:  mzE  =  mAD  ~  mCD 


Con  lo  de  (1)  y  (2):  0 


360°  -  (a  -  40)  -  (40  -  a) 
2 


De  donde:  0  =  36° 


13.  En  la  figura,  O  es  centro  de  la  circunferencia  y 
a  +  0  =  50°,  calcular  el  valor  de  x. 


Se  observa:  2x  +  a  +  b  =  180° 
Ángulo  exteriőr:  a  = 

=*  a  =  180° -2a 
También:  0  =  - 


...(2) 


=*  b  =  2x  -  20  ...(3) 

(2)  y  (3)  en  (1 ):  2x  +  (1 80°  -  2a)  +  (2x  -  20)  =  1 80° 
De  donde:  x  =  a 


Con  el  dato:  x  =  ^ L  =>  x  =  25° 


14.  En  la  figura,  ABCD  es  un  cuadrado;  D  es  centro  dél 
arco  AC;  E,  T,  F,  P  y  Q  són  puntos  de  tangencia. 
Calcular  el  valor  de  x. 


Llamando  O  al  centro  de  la  circunferencia,  se  de- 
duce  que  B,  T,  O  y  D  són  colineales. 
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DT  =  DO  +  OT  =>  DT  =  r/2  +  r 

Luego,  AD  =  DT  =*  AD  =  r/2  +  r,  es  la  longitud 

dél  lado  dél  cuadrado. 

Entonces,  la  diagonal: 

BD  =  (AD)/2  »  BD  =  (r/2  +  r)/2  =>  BD  =  2r  +  r/2 
Por  lo  tanto,  BO  =  BD  -  OD 
BO  =  (2r  +  r/2)  -  r/2 

Es  decir,  BO  =  2(0E)  =>  en  el  kOEB:  p  =  30° 

De  donde:  x  =  2(30°) 

.-.  x  =  60° 

15.  Dadas  dós  circunferencias  ortogonales  de  centros 
O,  y  02  que  se  intersecan  en  B  y  P,  se  trazan  las 
tangentes  común.  AC  más  distante  de  B  que  de  P 
Hallar  la  mZABC. 

Resolución: 


Cuando  las  circunferencias  són  ortogonales,  se 
cumple: 

a  +  x  +  0  =  90°  ...(1) 

Como  QjA  //  O20  =*  x  =  a  +  0  ...(2) 

(2)  en  (1):  x  +  x  =  90°  =>  x  =  45° 

16.  En  la  figura  mostrada,  las  circunferencias  són  con- 
gruentes,  0y01  són  los  centros,  mZOO^  =  90°. 
Hallar  la  mZRSM. 


OQ  //  MS  =>  mZS  =  mZOQR  =  x 
AROQ  es  isósceles:  OR  =  OQ 
=>  mZR  =  mZOQR  =  x 


Luego:  2x  =  105°  x  =  52,5° 

17.  En  un  triángulo  ABC  recto  B,  se  traza  la  ceviana 
BM  (M  e  AC).  La  circunferencia  inscrita  ai  triángulo 
ABM  es  tangente  al  lado  BM  en  el  punto  P  y  la  cir¬ 
cunferencia  inscrita  al  triángulo  BMC  es  tangente 
al  segmento  PM  en  el  punto  Q.  Si  BP  -  QM  =  L. 
Hallar  la  longitud  dél  rádió  de  la  circunferencia  ins¬ 
crita  al  triángulo  ABC: 

Resolución: 

Dato:  a  -  b  =  L 


Por  el  teorema  de  Poncelet: 
a  +  x  +  a  +  n  +  y  =  x  +  b  +  n  +  y  +  2r  +  b 
2a  =  2b  +  2r 
.*.  r  =  a  -  b  =>  r  =  L 

18.  La  circunferencia  inscrita  en  un  cuadrilátero  ABCD 
es  tangente  al  lado  AB  en  M.  Si  mZBAD  =  90°, 
BM  +  CD  =  16  y  BC  +  AD  =  24,  hallar  la  longitud 
dél  rádió  de  la  circunferencia. 


Resolución: 


BC  +  AD  =  24  =*  AB  +  CD  =  24  ...(1) 

BM  +  CD  =  16  =>  AB  -  r  +  CD  =  16  ...(2) 

(1)  -  (2):  r  =  24  -  16  =>  r  =  8 

19.  Con  respecto  a  los  inradios  de  los  triángulos  ABC 
y  ADC,  r,  y  r2,  respectivamente,  se  puede  afirmar 
que: 


Resolución: 


AO  es  bisectriz  dél  ángulo  TAQ. 

=>  mZTAO  =  mZOAQ 
LFTO  =  LEQO  (A.  L.  A) 

=>  FT  =  EQ  =  b 

Pero:  AT  =  AQ  =>  AF  +  b  =  AE  +  b  =>  AF  =  AE 
LABE  s  LADF  (A.  L.  A)  =>  AB  =  AD 
LABC  =  LADC  (A.  L.  A)  =*  Tt  =  T2 

20.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC  recto  en  B.  I  es  el 
incentro,  tál  que  mZAID  =  90°  (DeAC)  DE  1  BC. 
Si  AB  +  BC  =  34,  AC=  26.  Calcular  BE. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Poncelet: 

AB  +  BC  =AC  +  2r  ...(1) 

Por  dato:  AB  +  BC  =  34  y  AC  =  26  ...(2) 

(2)  en  (1):  34  =  26  +  2r  =*  2r  =  8  =*  r  =  4 
En  la  figura:  BT  =  TI  =  r  =  4 
Pero:  FI  =  ID  =*  BT  =  TE  =  r 
BE  =  4  +  4  =  8 

21 .  En  un  cuadrilátero  ABCD,  circunscrito  a  una  circun- 
ferencia.  Si  mZA  =  60°,  AD  +  BC  =  14,  CD  =  6. 
Calcular  la  medida  dél  rádió  de  la  circunferencia 
(mZB  =  90°). 

Resolución: 


Dato:  AD  +  BC  =  14  y  CD  =  6 
Por  el  teorema  de  Pitot:  AB  =  8 
LATO  notable:  AT  =  R/3  ;  LOTB  notable:  TB  =  R. 
Luego:  R/3  +  R  =  8 
R  =  4(/3-  1) 
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22.  Un  hexágono  ABCDEF  circunscrito  a  una  circunfe¬ 
rencia,  tál  que  AB  =  4;  BC  =  3;  CD  =  2;  DE  =  1; 
AF  =  8.  Hallar:  EF. 

Resolución: 


Por  propiedad:  x  +  4  +  2  =  8  +  3  +  1 
x  +  6  =  12=>x  =  6 
.-.  EF  =  6 

23.  En  un  cuadrilátero  ABCD  circunscrito  a  una  cir¬ 
cunferencia,  si  AB  =  7k,  BC  =  k,  mZADC  =  90°, 
mZACD  =  60°.  Calcular  la  medida  el  rádió  de  la 
circunferencia  inscrita  en  el  triángulo  ADC. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Poncelet: 

LACD:  a  +  a/3  =2a  +  y 

=>  2r  =  a(/3  -  1)  '  ...(1) 

En  el  cuadrilátero  circunscriptible,  por  el  teorema 
de  Pitot: 

7k  +  a  =  k  +  a/3  =>  6k  =  a(/3  -  1)  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  2r  =  6k  =>  r  =  3k 

24.  Dos  circunferencias  O  y  O’  se  intersecan  en  A  y  B. 
Por  A  se  traza  una  secante  CAD  y  luego,  las  tan- 
gentes  AT  y  AT',  respectivamente,  a  las  circunfe¬ 
rencias  O  y  O’.  Calcular  el  valor  dél  ángulo  CBD 
sabiendo  que  el  ángulo  formado  por  las  tangentes 
midé  a. 

Resolución: 


Si  mZABC  =  m  =>  mAC  =  2m 
Luego,  mzCAT  =  m 
Si  mZABD  =  n  =>  mAD  =  2n 
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Luego,  mZTAD  =  n 
Se  cumple:  m  +  a  +  n  =  180° 

m  +  n  =  180°  -  a 

mZCBD  =  180°  -  a 

25.  Por  un  punto  exteriőr  P  se  traza  una  tangente  PD  a 
una  circunferencia  de  centro  O.  El  punto  D  se  une 
a  los  extremos  de  un  diámetro  AB.  Las  rectas  DA 
y  DB  intersecan  a  PO  en  M  y  N,  respectivamente. 
Calcular  MN  sabiendo  que  PD  =  L  y  PO  es  perpen- 
dicular  a  AB. 

Resolución: 


Si  mZDBO  =  0  =>  mZM  =  0  y  mZMDP  =  0 
kMDN:  DP  es  mediana 
Luego,  MN  =  L  +  L  =>  MN  =  2L 

26.  Las  2  circunferencias  són  tangentes  interiormen- 
te,  NQ  es  tangente  a  la  circunferencia  menor.  Si 


Resolución: 


Pero:  mCFD  =  2x  =*  90°  +  |  =  2x 

.*.  x  =  45°  +  -j 

4 

28.  De  la  figura,  hallarx. 


Resolución: 


mPQ  =  4),  NS  =  SP.  Hallar  la  mZSRP. 


Por  propiedad:  mNP  =  mPQ  =  <}> 
Pero  por  dato:  mNS  =  mSP  = 

Luego,  x  =  ^ 


27.  En  la  figura  A,  B,  F,  E,  J,  H,  G,  C  y  D  són  puntos  de 
tangencia.  Si  mZMNP  =  <|),  hallar  mZBIE. 

N 


ZIAABCF  inscrito: 

mZAFC  +  110°  =  180°  =*  mZAFC  =  70° 

£A  EFAD  inscrito: 

mZFAD  +  140°  =  180°  =>  mZFAD  =  40° 

AFAT:  70°  +  40°  +  x  =  180°  .-.  x  =  70° 

29.  En  una  circunferencia  se  inseribe  un  triángulo  isós- 
celes  MNP  (MN  =  MP  =  (?)  se  torna  un  punto  cual- 
quiera,  Q  en  el  arco  MP  se  prolonga  NQ  hasta  S. 
Si  QS  =  QP,  calcular 

MS 

Resolución: 


B 


F 


E 


P 


ANMP  isósceles:  MN  =  MP  =  a 
mZMNP  =  mZMPN  =  0 
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=>  mZMQN  =  0  y  mZMQS  =  a 
a  +  0  =  180° 

O  NMQP  inscrito:  0  +  a  =  180° 
Luego,  AMQP  s  AMQS  (L.  A.  L) 

=>  MP  =  MS  =  a  =  b  =  1 

b 


mzRPN  =  | 

(Por  propiedad  OPRMN  ->  inscriptible) 
Luego:  4,  +  |  =  90°  -  |  +  §  =  90” 
x  =  180° -0 


30.  Sea  el  cuadrilátero  inscrito  ABCD  en  una  circunferen- 
cia  de  centro  O,  AB  n  DC  =  {P}  y  BC  n  AD  =  {Q}. 
Las  bisectrices  de  los  ángulos  APD  y  BQA  se  inter- 
secan  en  T.  Hallar  la  mZPTQ. 

Resolución: 


Por  propiedad:  x  =  m  +  n  +  a  ...(1) 
AAQB:  a  +  0  +  2n  =  180° 

ABPC:  a  +  2m  =  0 
Sumando:  2(m  +  n  +  a)  =  180° 

m  +  n  +  a  =  90°  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  x  =  90° 

31.  Del  gráfico,  calcular  x,  si  mCM  =  0 


Se  traza  QD;  NR  y  OP  respectivamente. 

Entonces:  mZQDN  =  mZQRN  =  90° 
mZOPN  =  90° 

OQDRN  ->  inscriptible:  mZDQR  =  mZDNR  =  p 
OQDOPyOORNP  ->  inscriptibles 
Entonces:  p  =  y  A  <(>  =  p 
P  =  Y  =  4> 

Por  lo  tanto:  x  =  2p  =»  p  =  ^ 


32.  Del  gráfico,  calcular  x,  si:  mDR  =  mRO 


Resolución: 

Dato:  mDR  =  mRO  =  20,  sea:  mON  =  2p 
mZRIN  =  0  +  p 

mPQ  =  180°  -  (0  +  p) 
mZDMR  =  0  4-  p 

Luego:  mJH  =  0  +  p 

180°-(6  +  p)  +  e  +  p 
=>  y  = - —t1 - 

y  =  90°  .*.  x  =  90° 

33.  En  la  figura  mostrada,  calcular  x 
(T  ->  punto  de  tangencia) 


Resolución: 


mZDRT  =  mZTRO  (propiedad  O) 
mZEDR  =  90°  (arco  capaz) 

En  el  AEDR: 

x :  Zformado  por  una  bisectriz  interior  y  exteriőr 
qn° 

Entonces:  x  =  =  45° 

34.  Calcular  mZDRO,  si  P  y  N  són  puntos  de  tangencia. 
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Resolución: 


Por  ángulo  inscrito:  mZQMP  =  mZQDP  =  b 
Por  propiedad:  mZQNP  =  mZPON  =  0 
En  el  AMPN:  mZMPN  =  135°  (propiedad  O) 
Entonces:  p  +  0  =  45°, 

Además  se  tiene:  mZDPO  =  135°  (Ángulo  opues- 
to  por  el  vértice) 

En  el  ADROP  cóncavo 
x  +  p +0  =  135°  =>  x  =  90° 


35.  Del  gráfico,  calcular  “x  +  y”  en  función  de  0. 


Resolución: 


Aislando  el  triángulo  sombreado: 


x  +  y  +  <|>  +  p  =  180°  +  90°  (propiedad  A) 
<(>  +  p  =  270°  -  (x  +  y) 

ADRO:  0  +  2  +  P)  =  180° 

0  +  2[270°  -  (x  +  y)]  =  180° 

x  +  y  =  180°  +  | 

36.  Del  gráfico,  calcular  0. 


m □ 

Resolución: 


kCOP:  rectángulo  e  isósceles 
Entonces:  mZP  =  mZC  =  45° 
OUNCP:  inscrito 
Entonces:  20  +  (30  +  45°)  =  180° 
0  =T27° 


37.  Calcular  mUP,  si:  C,  I,  N  són  puntos  de  tangencia. 


Resolución: 


En  el  ONRCI:  180°  -  0  +  2p  +  2<j>  =  360° 
2p  +  2<|)  —  0  =  180° 

Zinterior:  p  +  <|>  =  Ö  =>  2p  +  2<J>  -  0  =  x 
Luego:  x  =  180° 


38.  Si  P,  A  y  N  són  puntos  de  tangencia,  hallar  x. 
T 


Resolución: 

Propiedad  n.°  5 

mZPEO  =  mZOQA  =  a  ...(I) 

mAB  =  2x  (Z  inscrito) 

=>  mZBOA  =  mAB  =  2x 
(Ángulo  Central) 
fc^OQA:  2x  +  a  =  90° 
x  =  45°  -  £ 


39.  Del  gráfico,  calcular  x 
A 


Resolución: 


Resolución: 
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A 


mZPEB  =  =  =  45°  (ángulo  ex-inscrito) 

Luego:  mZDEB  =  45° 

£AAODE  inscriptible:  mZDOE  =  mZDAE  =  x  y 
mZDEO  =  mZDAO  =  35° 

ABOE  isósceles: 

mZOBE  =  mZBEO  =  35°  +  45°  =  80° 

=>  x  +  2(80°)  =  180°  x  =  20° 

40.  En  la  figura  AB  =  2BD.  Halle  x 
A 


Resolución: 


Por  teorema  de  la  bisectriz  de  un  ángulo: 

AH  =  HB  =  BD 

Como  el  AOAB  es  isósceles,  tenemos: 

mZOAB  =  mZOBA  =  3x 

En  el  AOBE,  por  teorema  dél  ángulo  exteriőr: 

3x  =  0  +  90°  —  2x  ...(1) 

Pero:  0  =  90°  -  3x  ...(2) 

(2)  en  (1):  3x  =  90°  -  3x  +  90°  -  2x 
=>  2x  =  45°  .*.  x  =  22,5° 

41 .  En  la  figura,  T  es  punto  de  tangencia  y  m  TE  =  80°. 
Calcular  x. 


Ángulo  inscrito:  mZTCE  =  =  40° 

/AABFT  inscrito:  mZTAB  =  mZTFC  =  0 
Prop.  en  circunferencias:  mZTFC  -  mZPTC  =  0 
Luego:  mZTAB  =  mZPTC  =  0  =>  AB  //TC 
x  =  mZTCE  =  40° 

42.  Si  T  es  punto  de  tangencia,  calcular  x. 


Resolución: 


En  la  figura:  mZPAB  =  40°  y  mZAUB  =  90° 
Propiedad:  mZTBU  =  mZTBC  =  a 
/ATUBH  inscriptible:  mZQUA  =  mZTBC  =  a 
/AAQUB  inscrito:  40°  +  (90°  +  a)  =  180°  =>  a  =  50° 
LAUB:  x  +  90°  =  2a  =  100°  (ángulo  externo) 

.*.  x  =  10° 

43.  Las  circunferencias  de  centros  O  y  O,  són  tangen- 
tes  interiores  en  C  (C^  de  rádió  menor)  y  las  cuer- 

das  AC  y  BD  (B  e  AC)  de  la  circunferencia  O  se 
interceptan  en  el_punto  E  de  (siendo  E  al  punto 
de  tangencia  de  BD  con  la  circunferencia  OJ. 

Si  mÁB  =  52°  y  mBC  =  70°,  calcule  mZACD. 

Resolución: 

En  la  figura  observamos  que: 

AD  //  EF 
ADEF: 

x  +  35°  =  61° 

.*.  x  =  26° 
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44.  Si  el  valor  de  la  razón  aritmética  entre  los  períme- 
tros  de  los  triángulos  DIA  y  ÓLA  es  12  y  además  el 
perímetro  dél  cuadrilátero  DILO  es  18.  Calcular  LO. 


Resolución: 


Dato  1:  a  +  b  +  x  +  m  =  18  ...(I) 

En  el  ODILO.  Por  Pitot:  a  +  x  =  b  +  m 
Luego  en  (I): 

a  +  x  =  b  +  m  =  9  =>  a  =  9  -  x  ...(II) 

Dato  2:  (a  +  b  +  c  +  m  +  n)  -  (x  +  c  +  n)  =  12 
a  +  b  +  m-  x=12  ...(III) 

(II)  en  (III):  9-x  +  9-x  =  12  x  =  3 

45.  En  la  figura  mostrada  los  puntos  T  y  Q  són  puntos  de 
tangencia.  Si  mAC  =  70°,  entonces  la  mZACB  es: 


Resolución: 

Se  traza  I  tangente  en  T  a  la  circunferencia. 


Luego,  por  teória:  0  +  x  =  0  +  35° 

.-.  x  =  35° 

46.  En  el  rectángulo  ABCD,  E  e  BC  ,  tál  que  ABED  es 
circunscriptible.  Si  los  inradios  de  ABED  y  CDE  mi¬ 
den  3  y  1 ,  respectivamente,  calcule  BE. 


Resolución: 


x - 1 -  b  — i 


Por  el  teorema  de  Pitot  en  ABED: 
a  +  ED  =  x  +  x  +  b  ...(I) 

Por  el  teorema  de  Poncelet  en  kECD: 
a  +  b  =  2(1)  +  ED  ...(II) 
Sumando  (I)  y  (II):  2a  =  2  +  2x 
Pero:  a  =  6 

=>  12  =  2  +  2x  .-.  x  =  5 

47.  Del  gráfico,  calcular  x. 


En  el  OLIMA  circunscrito,  por  Pitot: 

u  +  c  = 

p  +  n 

En  el  OLIMA  exinscrito,  por  Steiner: 

u  -  c  = 

p  -  n 

...dl) 

Luego,  | 

(1)  +  (II): 

2u  =  2p 

->  u  =  p 

...(ni) 

Reemplazando  (III)  en  (I):  c  =  n 
Finalmente  el  OLIMA  es  trapezoidé  simétrico 
Entonces:  x  =  90° 

48.  Del  gráfico,  calcular:  PN 


N 
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Resolución: 

En  el  rectángulo  LIMA,  se  traza  IA, 
Luego  IR  =  RA  =  /wv  (propiedad) 
Ahora  en  el  kAMI,  P  es  el  baricentro 


Entonces:  MO  =  OA  =  k  A  IP  =  2(PO)  =  8 
Por  O:  IE  =  EM  =  MA  =  2k  (propiedad) 
Luego,  en  el  UMO:  mZOIM  =  14° 
Finalmente,  en  el  UPN:  x  =  2 


49.  En  la  figura,  AM  =  7  y  MN  =  3,  hallar  PQ,  si  M  es 
punto  de  tangencia. 


Resolución: 

u 


mZMBC  =  mZAMC  =  a 

Prolongamos  AP  y  BE  cortándose  en  U 

Luego:  mZAEB  =  90°  y  mZEBM  =  a 

AAUB  isósceles:  AP  =  PU 

Bisectriz  BP:  PJ  =  PQ  =  x  A  ME  =  MN  =  3 

fcwAEU:  PJ  =  ^3  =  5  (base  média) 

PQ  =  5 


Resolución: 


Propiedad:  mZACB  =  90°  =*  mZCPF  =  90°  -  x 
=>  mBC  =  mDC  =  100° 

Luego:  24°  +  mÉC  =  100°  =>  mÉC  =  76° 

90°  -  x  =  76  ~  24  (ángulo  exteriőr) 

mZCFE  =  64° 

51 .  En  la  figura:  r  =  1 ;  R  =  3  y  DE  //  AC. 

Hallar  la  medida  dél  ángulo  BDE. 


A  O  B  O  C 


Resolución: 


Trazamos  O’P  1 OF, 

Luego:  kOPO’  es  notable  de  30°  y  60° 

=>  ABOF  es  equilátero:  mZOBF  =  60° 

Además:  mZFBD  =  90°  (propiedad  fundamental) 
=>  mZDBA  =  30° 

Dato:  DE  //  ÁC  mZBDE  =  30° 

52.  C,  y  C2  són  2  circunferencias  tangentes  exteriores 
en  P,  desde  un  punto  exteriőr  Q  se  trazan  una  recta 
tangente  a  cada  circunferencia  en  T  y  S  (T  e  C1  y 
S  E  C2).  Si  mZTQS  =  80°,  entonces  jajriedida  dél 
ángulo  agudo  que  formán  las  rectas  TP  y  PS  es: 
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53.  En  la  figura,  calcular  x  si  las  circunferencias  són 
ortogonales  y  los  puntos  A  y  B  són  de  tangencia. 


Por  dato,  las  circunferencias  són  ortogonales 

Luego:  mZETF  =  90° 

mAT  =  2a  (ángulo  inscrito') 

mZTEA  =  mÁT  =  2a  (ángulo  Central) 

Análogamente:  mZTFB  =  20 

Además:  EA //  FB  =>  mZENT  =  mZBFT  =  20 

kNET:  2a  +  20  =  90°  =*  a  +  0  =  45° 

APMQ:  x  =  a  +  0  (ángulo  externo) 
x  =  45° 


54.  Hallar  x,  si:  QM  =  MT  A  HN  =  NJ 
(M,  N,  P:  puntos  de  tangencia) 


Resolución: 


a  = 


mMB  -  mEM 
2 


(ángulo  exteriőr) 


=*  mMB  =  4a 


Análogamente:  mFN  = 
mEB  +  mBF  =  180° 

=>  6a  +  60  =  180° 

mMBN  4(a+0) 
2  "  2 


20  y  mNB  =  40 

a  +  0  =  30° 

=>  x  =  2  (a  +  0) 


(I)  en  (II):  x  =  60° 


•0) 

...(II) 


55.  De  un  punto  exteriőr  P  se  traza  una  tangente  PD  a 
una  circunferencia  de  centro  O.  El  punto  D  se  une 
a  los  extremos  de  un  diámetro  AB.  Las  rectas  DA 
y  DB  intersectan  a  la  recta  PO  en  los  puntos  M  y  N 
respectivamente.  Si  PO  1  AB  y  PD  =  I  unidades, 
entonces  la  longitud  de  MN  es: 


Resolución: 

kNDM: 

DP  es  mediana 
=>  NP  =  PM  =  I 
Luego:  MN  =  21 


56.  En  la  figura,  calcular  x. 


Resolución: 


B  C 


AP  =  R  =  r(/2  +  1) 

AC  =  R/2  =»  AC  =  r(V2  +  1)(V2) 

AC  =  r(2+/2)  ...(I) 

De  la  figura:  AC  =  AP  +  PC 

r(2  +  {2 )  =  r(V2  +  1)  +  PC  =>  PC  =  r 

kTOC  es  notable  de  30°  y  60°,  ya  que  OC  =  2(OT) 

=>  30°  +  x  =  45°  .-.  x  =  15° 


Trazamos  la  mediana  BM  en  el  triángulo  rectángu- 
lo  BTQ,  luego: 

BM  =  TM  =  MQ  =>  mZMBQ  =  mZMQB  =  a 
mEM  =  2a  (ángulo  inscrito) 


57.  Un  rectángulo  ABCD  está  inscrito  en  una  circunfe¬ 
rencia  donde  M  es  punto  medio  dél  arco  AD  y  la 
tangente  trazada  por  B  es  paralela  a  MC.  Calcular 
mZMCD. 


Resolución: 


Resolución: 
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Dato:  mAM  =  mMD  =  2x 

Luego:  OM  1  AD 

=*  mZOMC  =  mZMCD  =  x 

Además:  BO  1  CM,  ya  que  MC  //  L 

Por  simetría:  mZOMB  =  mZOMC  =  x 

ABOM  isósceles:  mZOBM  =  mZOMB  =  x 

kBMN:  3x  =  90°  mZMCD  =  30° 

58.  Hallar  x,  siendo  P,  Q,  R,  S  y  T  puntos  de  tangencia 


Resolución: 


Sea:  mZPMR  =  a  y  mZQNS  =  0 

Luego:  mPR  =  2a  (ángulo  inscrito) 
mZPAR  =  180°  -  2a 
Análogamente:  mZQCS  =  180°  -  20 
kABC:  180°  -  2a  +  180°  -  20  =  90° 

=*  a  +  0  =  135°  ...(I) 

De  la  figura:  x  =  180°  -  (a  +  0)  ...(II) 

(I)  en  (II):  x=  180°  -  135° 

.-.  x  =  45° 

59.  Sea:  mMN  =  60°,  mfÍM  =  160°yCD//ÖE 
Calcular  mCD.  (M,  N,  T:  puntos  de  tangencia) 


80° 


mTN  =  140°  o>  mZTEN  =  40° 

mMN  =  mZNOB  =  mEB  =  60°  (ángulo  Central) 

AFEO:  mZEFO  +  40°  =  60°  (ángulo  externo) 

=>  mZEFO  =_20° 

Dato:  CD  //  OE  ;  se  cumple  que: 
mZDCE  =  mZTEN  =  40° 

=>  mDE  =  80°  (ángulo  inscrito) 

mZEFO  =  mEB  ~  mA-  (ángulo  exteriőr) 

=»  20°  =  60°  ~2mA-  =»  mÁC  =  20° 

Luego:  20°  +  x  +  80°  +  60°  =  180° 
mCD  =  20° 

60.  En  la  figura,  calcular  x  si  A,  P  y  Q  són  puntos  de 
tangencia,  mAN  =  70°;  mNB  =  50°  y  AB  //  CD. 


Resolución: 


mZAEN  =  Í2M  =  =  35°  (ángulo  inscrito) 

Dato:  ÁB  II  CD, 

Luego:  mAC  =  mBD  =  a 
Además:  mCE  =  mED  = 

=>  70°  +  50°  +  2a  +  20  =  360° 
a  +  0  =  120° 

mzBAE  =  Í2|i  _  ÍL+0  =  1^1  =  60° 
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mZQPD  =  mZPQF  =  mZBAE  =  60° 
mZAPC  =_mZBAE  =  60° 

Ya  que:  AB  //  CD  =>  mZAPQ  =  60° 

Luego:  MQ//ÁP  .-.  x  =  35° 

61.  En  la  figura  mostrada  los  puntos  A,  M  y  C  són  coli- 
neados,  además  BA  y  BC  són  tangentes. 

Si  mzBCA  -  mZBAC  =  21  °,  Hallar  la  mZBDM. 


En  la  figura,  observamos  que  el  cuadrilátero  ABCD  tiene: 

mZIBC  =  mZADC  =  a  +  0,  entonces  es  inscriptible. 

Luego:  mZBDC  =  a 

ahora:  x  =  0  -  a 

Pero  por  dato:  0  -  a  =  21° 

.-.  x  =  21° 

62.  Sea  el  cuadrilátero  inscrito  ABCD  en  una  circunfe- 
rencia  de  centro  O,  AB  n  DC  =  {P}  y  BC  n  AD  =  {Q}. 
Las  bisectrices  de  los  ángulos  APD  y  BQA  se  inter- 
ceptan  en  T.  Halle  la  mZPTQ. 

Resolución: 

Por  propiedad: 

x  =  m  +  n  +  a  ...(I) 

AAQB:  a  +  0  +  2n  =  180° 

ABPC:  a  +  2m  =  0 
Sumando: 

2(m  +  n  +  a)  =  180° 
m  +  n  +  a  =  90°  ...(II) 

De  (I)  y  (II):  x  =  90° 

63.  En  el  AABC,  Q  es  un  punto  interior,  tál  que:  BQ  =  QC. 
Si  mZQAB  =  13°,  mZQAC  =  44°  y  mZQCB  =  33°, 
entonces  la  mZQBA  es: 

Resolución: 


Al  inscribir  el  AABC  en  una  circunferencia: 
Observamos  que:  mBC  =  114° 

AQBC:  mZBQC  =  114° 

=>  Q  es  el  circuncentro  dél  AABC 
En  consecuencia:  x  =  13 

64.  En  la  figura:  mÁB  =  80°  A  mDEG  =  100°. 
Halla  la  mZBFC. 


Resolución: 


Ángulo  inscrito:  mZAFB  =  =  40° 

mZDCG  =  mD2EG  =  =  50° 

Propiedad  generál:  AF  //  CD 
=>  40°  4-  x  =  50°  .-.  x  =  10° 

65.  Calcular  x,  siendo  P  y  F  puntos  de  tangencia  y 
CD //AB 


C  P  D 


Resolución: 


Propiedad:  mZEPD  =  mZPAE  =  0 
Por  paralelas:  mZPEA  =  mZEPD  =  0 
/AAPEF  inscrito:  mZPED  =  mZPAF  =  x 
=*  mZFAE  =  x  -  0 

AFAB:  mZAFQ  =  2x  -  0  (ángulo  externo) 
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Propiedad:  mZFEA  =  mZAFQ  =  2x  -  0 
=*  x  +  0  +  (2x  -  0)  =  180°  .*.  x  =  60° 

66.  En  la  figura,  O  y  O'  són  centros  A  y  B  són  puntos  de 
tangencia,  luego  la  medida  de  x  es: 


Resolución: 


El  cuadrilátero  FBNQ  es  inscriptible 
=>  mZMBF  =  mZQ  =  45° 

Por  otro  lado:  mZAFB  =  90°  y  FA  1  EM  =>  AM  //  FB 
Luego:  x  =  45° 

67.  En  la  figura,  O  es  centro,  OM  =  MB;  ON  =  NC  y 
PQ  =  PT.  Calcular  mZDPE,  siendo  D  y  E  puntos 
de  tangencia. 


Resolución: 


Por  dato:  PQ  =  PT;  luego:  OP 1 QT 
Además:  OM  =  MB  =  r  y  ON  =  NC  =  r 
Trazamos  OD  =  r  y  OE  =  r 
=>  kBDO  y  kCEO  són  notables  de  30°  y  60° 
ZABDOP  inscriptible:  mZDPO  =  mZOBD  =  30° 
ZACEOP  inscriptible:  mZOPE  =  mZECO  =  30° 
.*.  x  =  60° 

68.  Hallar  AC,  si:  MA  =  5  A  NC  =  12 


Resolución: 


Trazamos  ME  ,  tál  que:  mZMEA  =  mZAME  =  a 
luego:  AE  =  AM  =  5  y  mZPAM  =  2a 
Por  dato  el  ZAAMNC  es  inscriptible, 

Entonces:  mZMNC  =  mZPAM  =  2a 
Pero  ON  es  bisectriz,  por  lo  que: 
mZMNO  =  mZONC  =  a 
=*  ZAMEON  es  inscriptible: 
mZEMO  =  mZENO  =  (5  y  mZAMO  =  mZOMN  =  a  +  p 
U-  (OM  es  bisectriz) 
Además:  mZNEO  =  mZOMN  =  a  +  p 
Luego,  el  ANEC  es  isósceles  ya  que: 
mZNEC  =  mZENC  =  a  +  p 
=>  EC  =  NC  =  12 
AC  =  17 
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PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI 

m 

PROBLÉMA  1  (UNI  2005  -  II) 

En  una  circunferencia  se  trazan  los  diámetros  perpendi- 
culares,  AB  y  CD,  por  C  se  traza  una  recta  L,  tangente  a 
la  circunferencia,  en  el  arco  DB  se  elige  el  punto  E  de  ma¬ 
riéra  que  E,  B  y  G  sean  colineales  (G  e  L),  la  mEB  =  70°, 
AE  n  DC  =  {F}.  Determine  la  mZAFG 

A)  85°  B)  95°  C)100° 

D) 125°  E) 155° 

Resolución: 

Graficamos  según  el  enunciado: 

A 


Dato:  mEB  =  70°  =>  mED  =  20° 

También:  mZEAB  =  35°  =>  mZAFC  =  55° 

/ZiCFEG:  cuadrilátero  inscriptible 

=>  mZFGE  =  mZECF 

En  la  circunferencia:  mZECF  =  10° 

=*  mZFGE  =  10°  =>  mZGFE  =  80° 

=>  mZCFG  =  180°  -  (80°  +  55°)  =  45° 

Nos  piden:  mZAFG  =  55°  +  45° 
mZAFG  =  100° 

Clave:  C 

PROBLÉMA  2  (UNI  2011  -II) 

Dos  circunferencias  C1  y  C2  de  centro  OyO’  respecti- 
vamente,  són  tangentes  exteriormente  en  T.  Desde  O 
se  traza  una  tangente  a  C^_en  P  y  desde  O’  se  traza 
una  tangente  a^en  Q  (OP  no  se  interseca  con  O’Q). 
Si  se  tiene  que  PQ  se  interseca  con  OO’  en  T,  entonces 
la  reláción  de  los  rádiós  de  dichas  circunferencias  es: 

A)i  B)±  C)  1  D)  2  E)  3 

Resolución: 


*L 


Se  traza  la  tangente  común  L _ 

mZOPT  =  mZTQO’  =  a  =>  OP  //  QO’ 

Luego:  mZOQO’  =  mZQOP  =  90° 

ZiöPO’  =  mZPO’Q  =  90° 

=>  QOPO’  rectángulo 
R  =  r 

Clave:  C 

PROBLÉMA  3  (UNI  2013-1) 

C  es  una  circunferencia  con  diámetro  AB  y  P  es  un  pun- 
to  exteriőr  a  C.  Se  trazan  los  segmentos  PA  y  PB,  tál 
que  la  prolongación  de  PB  corta  a  la  circunferencia  en 
C.  Si  el  ángulo  APC  midé  25°,  calcule  la  medida  dél 
ángulo  CAP. 

A)  53°  B)  65° 

D)  37°  E)  55° 

Resolución: 

Por  cuadrilátero  inscrito: 

OAMBC  inscrito 
mZACP  =  mZAMB  =  90° 
kACP:  x  +  25°  =  90° 
x  =  65° 


Clave:  B 


045° 


PROBLÉMA  4  (UNI  2014  - 1) 

En  la  figura  mostrada,  se  tiene  que  el  perímetro  dél  cua- 

drado  ABCD  es  igual  al  producto  de  las  longitudes  de 

1  1 

las  circunferencias  de  centro  OyO’.  Calcule  ^  +  - 

J  R  r 


PM»:  K  +  F 
Dato:  2pABCD  =  (L1)(L2) 
8(R  +  r)  =  (2íiR)(2nr) 

.  1  J  £ 

•*  r  R  2 


Clave:  B 


PROBLÉMA  5  (UNI  2014  -11) 

En  la  figura  mostrada,  se  tiene  que  AB  +  CD  =  30  m  y 
BC  +  AD  =  50  m,  calcule  EF. 

B 


A)  8  m 
D)  14  m 

Resolución: 

Piden  x 


B)  10  m 
E)  16  m 
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Por  el  teorema  de  Pitot:  a  +  x  =  m  +  p  i  + 
x  +  b  =  n  +  q 
30  +  2x  =  50 

x  =  10  m 


Clave:  B 
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■D 


PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 


n> 


1 .  Si  AO  =  EC,  calcular  0. 


2.  Hallar  x,  si  0  es  centro. 


D)  10°  E)  9° 

3.  Hallar  x,  si  T  es  punto  de  tangencia. 
SO  =  OV  =  VP  =  1 


4.  Calcular  el  perímetro  dél  triángulo  ABC. 


E)  18 


5.  En  un  triángulo  ABC,  se  sabe  que  AB  =  8,  BC  =  10 
yAC  =  12,  la  circunferencia  inscrita  determina  sobre 
AC  el  punto  M.  Calcular  AM. 

A)  6  B)  7  C)  5 

D)  3  E) 4 


7.  Del  gráfico,  calcular  R. 


8.  Hallar  R,  si  AB  =  9  y  BC  =  12. 


A)  15 


E)  22 


9.  En  la  figura,  hallar  R  +  r,  si  AB  =  15  y  BC  =  8. 


D)  13,5  E)  14 

10.  Del  gráfico,  R  =  3  y  r  =  1 ,  hallar  BE. 


A)  3  B)  4  C)5  D)  6  E)  7 


6.  En  el  trapecio  isósceles,  AD  =  BC  =  8  cm,  calcular 
la  mediana  dél  trapecio. 


A)  6  cm  B)  8  cm  C)10cm 

D)  12  cm  E)  14  cm 


A)  6  cm  B)8cm  C)10cm 

D)12cm  E)9cm 
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12.  Calcular  r,  si  AB  =  5  y  BC  =  12. 


D)  5  E) 10 

13.  Hallar  PT,  si  P  y  T  són  puntos  de  tangencia. 


D) 21  E)  22 


14.  En  el  gráfico,  AB  =  3  y  BC  =  13,  hallar  AD. 


D) 21  E)  22 

1 5.  En  un  cuarto  de  circunferencia  de  centro  O  y  rádiós 
OA,  OB;  se  torna  el  punto  E  y  luego: 

ÁH  1 ÖÉ;  BP  1  OE;  (H  y  P  sobre  OE).  Hallar  EP,  si 
AH  =  15yBP  =  8. 

A)  1  B)  2  C)3  D)  4  E)  5 


A)  120°  B)  125°  0130° 

D) 135°  E) 140° 

18.  La  circunferencia  exinscrita  relativa  a  la  hipotenusa 
en  un  triángulo  rectángulo  tiene  un  rádió  de  9  cm. 
Calcular  la  cantidad  de  valores  enteros  que  puede 
tomar  la  hipotenusa. 

A)  1  B)  2  C)3  D)  4  E)  5 

19.  Se  tiene  un  octógono  ABCDEFGH  circunscrito  a  una 
circunferencia,  donde  AB  =  1;  BC  =  1;  CD  =  1,5; 
DE  =  0,5;  EF  =  2;  FG  =  2,7;  HA  =  0,8.  Hallar  GH. 

A)  0,5  B)  1  C)  0,8 

D) 1,5  E)  2 

20.  En  la  figura,  CD  =  AB  +  BC.  Si  AD  =  18,  calcular 

rí  +  r2. 


C 


D) 10  E) 12 

21.  Del  gráfico,  calcular  AB,  si  EF  =  3  y  DE  =  1. 


C 


D) 5  E) 7 


E)2/2 


22.  En  un  triángulo  rectángulo,  el  semiperímetro  es 
igual  a  16  y  su  inradio  midé  4.  Hallar  la  longitud  de 
la  hipotenusa. 

A)  10  B)  12  C)16 

D) 13  E) 5 

23.  Del  gráfico,  P,  Q,  M  y  N  són  puntos  de  tangencia. 
BP  +  BQ  =  13,  MN  =  6.  Calcular  el  inradio  dél 
AABC. 
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24.  Según  el  gráfico,  P,  C  y  Q  són  puntos  de  tangencia. 
Si  PC  =  10  cm.,  calcular  el  máximo  valor  entero 
que  torna  el  diámetro  de  la  circunferencia  inscrita 
en  el  triángulo  ABC. 


A)  8  cm 
D) 10  cm 

25.  Calcular  x. 


B)  9  cm 
E)  6  cm 


C)  7  cm 


E)  60° 

26.  En  un  triángulo  ABC  acutángulo,  la  circunferencia 
inscrita  es  tangente  a  AB  en  N  y  la  circunferencia 
exinscrita  relativa  a  AC_es  tangente  a  la  prolonga- 
ción  de  BAen  M.  HallarAC,  si AN  =  3,5  yAM  =  4,5. 

A)  10,5  B)  8  C)  9 

D)  9,5  E)  11,5 

27.  El  punto  de  tangencia  de  la  circunferencia  inscrita 
en  un  trapecio  rectángulo  divide  al  mayor  de  los 
lados  no  paralelos  en  segmentos  que  miden  1  y  9 
cm.  Hallar  la  longitud  de  la  mediana  dél  trapecio. 

A)  12  B)  6  C)8  D)  10  E)  9 

28.  En  la  figura,  AO  =  OB  =  JF  =  FC;  calcular  x,  si  AB 
es  diámetro. 


29.  En  la  figura,  hallar  PA,  si  A  y  B  són  puntos  de  tan¬ 
gencia. 


A)  6 


D)  12  E) 13 


30.  En  una  circunferencia  de  centro  O,  se  ubica  la 
cuerda  BC  de  80  m  de  longitud.  Si  el  rádió  de  la 
circunferencia  midé  41  m,  hallar  la  distancia  de  O 
hacia  la  cuerda. 


A)  7  m 
D)  11  m 


31. 


32. 


B)  9  m 
E)  12  m 


C)  10  m 


La  prolongación  de  CA  de  un  triángulo  ABC  inter- 
seca  a  la  circunferencia  exinscrita  relativa  a  AB  en 
el  punto  P.  Siendo  CP  =  20  cm,  hallar  el  perímetro 
de  la  región  triangular  ABC. 

A)  20  cm  B)  40  cm  C)  30  cm 

D)  60  cm  E)  50  cm 

Una  circunferencia_  está^  inscrita  en  un  trapecio 
isósceles  ABCD  (BC  //AD).  Si  AB  =  12  cm,  calcular 
la  medida  de  la  mediana  de  dicho  trapecio. 

A)  24  cm  B)6cm  C)  12  cm 

D)  8  cm  E)  14  cm 


33.  En  el  gráfico,  calcular  x. 


A)  15° 
D)  25° 


E)  50° 


34.  Hallar  la  medida  dél  arco  ST,  si  a  +  0  =  257°  y  si  S, 
P  y  T  són  puntos  de  tangencia. 


35.  Del  gráfico,  L,  // BC.  Calcular  a. 


A)  15' 

D)  22°30' 


E)  30° 


36.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B, 
la  circunferencia  inscrita  es  tangente  en  P,  Q  y  R 
a  los  lados  AB,  BC  y  AC,  respectivamente.  Hallar 
la  mZPRQ. 

A)  60°  B)  90°  C)  45°  D)  75°  E)  53° 


37.  Determinar  el  lado  mayor  dél  rectángulo  mostrado, 
si  los  diámetros  de  los  círculos  iguales  es  15. 

A)  38  +  /5 

B)  41 

C)  35 

D)  48 

E)  15  +  15/3 

38.  En  una  circunferencia  de  centro  O,  sejrazan  los  rá¬ 
diós  OA  y  OB.  Sobre  el  menor  arco  AB  se  ubica  el 
punto  F,  tál  que  el  ángulo  AFB  midé  130°.  Calcular 
la  medida  dél  ángulo  AOB. 

A)  80°  B)  100°  0130° 

D)  50°  E)  65° 

39.  El  perímetro  de  un  triángulo  rectángulo  es  24  m 
y  su  hipotenusa  midé  10  m.  Hallar  el  rádió  de  la 
circunferencia  inscrita. 

A)  1  m  B)  2  m  C)  3  m  D)  4  m  E)  5  m 


40.  Dado  el  triángulo  equilátero  PQT,  inscrito  en  una 
circunferencia.  Hallar  SN,  en  función  dél  rádió  R, 
si  PS  =  ST. 


A)  R/2 
D)R/2 


B)  R/3 
E)R/3 


C)  R/4 


41.  Marcar  verdadero  (V)  o  falso  (F)  en  las  siguientes 
proposiciones: 


I.  La  recta  que  une  los  centros  de  dós  circunferen- 
cias  secantes  es  perpendicular  a  la  recta  que  une 
los  puntos  comunes  a  las  dós  circunferencias. 

II.  El  ángulo  Central  de  una  circunferencia  midé  0° 
(cero  grados). 

III.  La  mediatriz  de  toda  cuerda  pasa  por  el  centro 
dél  círculo. 

IV.  Ángulo  inscrito  es  aquel  cuyo  vértice  está  sobre 
la  circunferencia. 


A)  FFW  B)  FVFV  C)  VFVF 

D)  VFW  E)  WFF 


42.  De  la  figura,  AB  =  7  cm;  CD  =  7,5  cm  y  AD  =  4  cm. 
Calcular  BC. 
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A)  10,6  cm  B)  10,5  cm  C)  10,3  cm 

D)  10,7  cm  E)  10,8  cm 

43.  Las  longitudes  de  dós  circunferencias  coplanares 
están  en  reláción  de  7  a  3  y  su  suma  es  igual  a  2Ü7i. 
Si  la  distancia  entre  sus  centros  es  dós  veces  la  di- 
ferencia  de  las  longitudes  de  sus  rádiós,  podemos 
decir  que  las  circunferencias  són: 

A)  Exteriores  B)  Secantes 

C)  Interiores  D)  Tangentes  exteriores 

E)  Tangentes  interiores 

44.  Si  el  rádió  de  un  círculo  se  aumenta  en  1,  hallar  la 
razón  de  la  longitud  de  la  nueva  circunferencia  al 
diámetro. 

A)  n  B)  ZlL+l  c) 

D)  ti  -  2  E)  2ti  -  1 

45.  Calcular  el  lado  dél  triángulo  equilátero  inscrito  en 
una  circunferencia  de  16  cm  de  diámetro. 

A)  4/3  cm  B)  8/3  cm  C)  2/3  cm 

D)  3/2  cm  E)  8  cm 

46.  ^En  qué  reláción  están  los  rádiós  de  las  circunferen¬ 
cias  inscrita  y  circunscrita  a  un  triángulo  equilátero? 

A)  1  a  4  B)  1  a  2  C)  1  a  3 

D)  2  a  3  E)1a/2 

47.  Los  diámetros  de  dós  circunferencias  situadas  en 
el  mismo  piano  miden  10  m  y  6  m.  Si  la  distancia 
entre  sus  centros  es  10  m,  las  circunferencias  són: 

A)  Exteriores  B)  Interiores  C)  Tangentes 

D)  Secantes  E)  Concéntricas 

48.  En  un  triángulo  rectángulo,  cuya  hipotenusa  midé 
48  cm,  se  inseribe  una  circunferencia  de  longitud 
247i  cm.  ^Cuál  es  el  perímetro  de  dicho  triángulo? 

A)  120  cm  B)  144  cm  C)  96  cm 

D)  72  cm  E)  60  cm 

49.  La  figura  ABCD  es  un  trapecio  rectángulo  BC  =  1 0  m, 
OC  =  8  m.  Hallar  la  altura  dél  trapecio. 


50.  Si  unó  de  los  catetos  de  un  triángulo  rectángulo 
midé  15  cm  y  la  distancia  dél  baricentro  al  ortocen- 
tro  es  25/3  cm.  Hallar  la  altura  relativa  a  la  hipote¬ 
nusa  en  cm. 

A)  13  B)  14  C)  16  D)  12  E)  15 
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51.  Los  diámetros  de  dós  círculos  coplanares  y  las 
distancias  entre  sus  centros,  estén  en  la  reláción 
13:  10:  1.  Estos  círculos  són: 

A)  Secantes  B)  Tangentes  interiores 

C)  Interiores  D)  Exteriores 

E)  Concéntricos 


A)  45°  B)  53°  C)  55° 

D)  60°  E)  63°30' 

58.  En  un  triángulo  rectángulo,  calcular  la  longitud  de 
la  hipotenusa,  si  el  rádió  de  la  circunferencia  inscri- 
ta  midé  5  cm  y  el  rádió  de  la  circunferencia  exins- 
crita  relativa  a  la  hipotenusa  midé  14  cm. 


52.  La  distancia  entre  los  centros  de  dós  circunfe- 
rencias  coplanares  es  5  cm.  Si  sus  rádiós  miden 
2,5  cm  y  1,5  cm,  las  circunferencias  són: 

A)  Exteriores  B)  Tangentes  exteriores 

C)  Secantes  D)  Tangentes  interiores 

E)  Concéntricas 

53.  Los  diámetros  de  dós  circunferencias  situadas  en 
el  mismo  piano  estén  en  la  reláción  de  10  a  6  y  la 
distancia  entre  sus  centros  es  como  5.  Tales  cir¬ 
cunferencias  són: 

A)  Tangentes  interiormente. 

B)  Exteriores 

C)  Interiores 

D)  Tangentes  exteriormente 

E)  Secantes 

54.  En  dós  circunferencias  ortogonales  de  rádiós  R  y 
r,  respectivamente,  hallar  la  distancia  d  entre  sus 
centros. 

A)  4(R  -  r)  <  d  <  R  +  r 

B)  R  +  r  <  d 

C)  (R  -  r)/2  <  d  <  (R  +  r)/2 

D)  d2  =  R2  +  r2 

E)  R  +  r  =  d 

55.  El  rádió  de  la  circunferencia  y  el  perímetro  de  un 
triángulo  rectángulo  circunscrito  a  dicha  circun¬ 
ferencia  miden  3  cm  y  50  cm,  respectivamente. 
Hallar  el  rádió  de  la  circunferencia  circunscrita  al 
triángulo  rectángulo. 

A)  44  cm  B)  22  cm  C)  11  cm 

D)12cm  E)13cm 

56.  Sean  O  y  O',  los  centros  de  dós  circunferencias 
tangentes  exteriormente  cuyos  diámetros  són 
2  cm  y  6  cm  respectivamente.  Hallar  el  ángulo  agu- 
do  formado  por  la  recta  que  une  los  centros  y  la 
tangente  común  a  las  circunferencias. 

A)  60°  B)  45°  0  30°  D)  15°  E)  75° 


A)  5  cm 
D)  8  cm 


B)  7  cm 
E)  9  cm 


C)  6  cm 


59.  En  la  figura,  hallar  AD. 

A)  a  +  b  -  c 

B)  b  +  c  -  a 

C)  abc 

D)  a  +  b  +  c 
^  a  +  2b  +  c 


60.  En  el  gráfico,  P  es  semiperímetro  dél  triángulo 


A)  2 


61 .  Indicar  cuál  de  las  siguientes  proposiciones  es  falsa. 

A)  Todos  los  paralelogramos  són  inscriptibles  en 
una  circunferencia. 

B)  Todos  los  cuadriláteros  con  diagonales  iguales 
y  que  se  bisecan,  són  inscriptibles  en  una  cir¬ 
cunferencia. 

C)  Todos  los  cuadriláteros  cuyos  ángulos  opues- 
tos  són  suplementarios,  són  inscriptibles  en 
una  circunferencia. 

D)  Todos  los  trapecios  isósceles  són  inscriptibles 
en  una  circunferencia. 

E)  Todos  los  rectángulos  són  inscriptibles. 

62.  En  la  figura,  se  tiene  que  CA  y  CD  són  secan¬ 
tes,  AE  y  BD  són  cuerdas.  Si  mZAFD  =  100°  y 

mZACD  =  30°.  Hallar  mACD. 
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63.  En  la  figura,  se  tiene  que  mZDBF  =  36° 
y  AC  =  72  .  Hallar  la  medida  dél  ángulo  AGD,  sa- 
biendo  que  DE  y  AF  són  bisectrices. 


D)  90°  E)  95° 


67.  En  el  gráfico,  mAP-mBP  =  28°.  Calcular 
mZAMB,  donde:  A,  P  y  B,  són  puntos  de  tangencia. 


D)  7°  E)  30° 

68.  En  el  gráfico,  m  AB  =  100°,  calcular  x. 


64.  En  la  figura,  se  tiene  que: 

mBC  =  2^0  =  HüAB  y  mZAPC  =  66°  Ha||ar  \a 
medida  dél  ángulo  CAD. 


65.  Si  mBC  =  40°,  hallar  mZPQR. 


D)  160°  E)  135° 

66.  En  el  gráfico,  mAB  =  100°,  calcular  x.  (T  es  punto 
de  tangencia). 


A)  25° 
D)  50° 


B)  40°  C)  45° 

E)  80° 


D)  70°  E)  80° 

69.  En  la  figura,  hallar  la  m^MSL.  Si  mAP  =  100°; 
mAB  =  20°;  (P,  S  y  T  són  puntos  de  tangencia). 
Además,  L,  //  L2 


A)  60°  B)  70°  C)  80° 

D)  85°  E)  90° 

70.  Del  gráfico,  calcular  x,  si  A,  B,  C,  D  y  E  són  puntos 
de  tangencia. 


A)  30° 
D)  20° 


E)  25° 
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71.  En  el  gráfico,  T  y  M  són  puntos  de  tangencia,  cal- 
cular  x. 


A)  20° 


E)  35° 


72.  En  el  gráfico,  G,  T  y  F  són  puntos  de  tangencia. 
^Cuál  es  la  reláción  que  existe  entre  x,  y,  z? 


A)  2(x  +  z)  =  y 

C)  x  +  y  =  2z 
E)  3(x  +  z)  =  2y 

73.  Del  gráfico,  calcular  x. 


B)  2x  +  2y  =  3z 
D)  x  =  y  -  z 


A)  30° 


E)  90° 


74.  En  la  figura,  calcular  a,  si  mAB  =  50°;  A  y  B  són 
puntos  de  tangencia. 


A)  85°  B)  110°  C)80°  D)  100°  E)  90° 

75.  En  la  figura,  calcular  x,  siendo  C  y  D  puntos  de 
tangencia. 


A)  50° 
D)  65° 


B)  70° 
E)  55° 


C)  60° 

76.  En  el  gráfico,  si  BH  =  4  y  HE  =  6,  calcular  BC. 


A)  2 

D)  5 


E)  6 


77.  En  el  gráfico,  mMN  =  mNP;mAM  =  mNB  =  40° 
calcular  x. 


A)  20° 
D)  35° 


E)  40° 


78.  En  el  gráfico,  cuál  es  la  reláción  correcta,  si 
mAB  =  0  y  mBC  =  a. 


E)  20  +  3a  =  270° 

79.  En  el  gráfico,  B,  C  y  D  són  puntos  de  tangencia; 
calcular  mAB. 


D) 90°  +  | 


E)  90°  -  -I 
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80.  En  el  gráfico,  MP  //  CD  y  mAMC  +  mNB  =  160° 
Calcular  x. 


D)  65° 


E)  70° 


81 .  Si  A,  B,  C  y  D  són  puntos  de  tangencia,  m  AB  =  1 20° 
y  mAE  =  110°.  Calcular  x. 


A)  50° 
D)  25° 


E)  20° 


82.  Hallar  la  mZABC,  si  P,  Q,  R  y  T  són  puntos  de  tan¬ 
gencia;  además,  mZPMT  =  mZABC. 


A)  30° 
D)  60° 


E)  80° 


83.  En  el  gráfico,  hallar  mZSMB.  Si  AM  =  MB  y  EN  =  NO. 
T:  punto  de  tangencia. 


D)  45° 


E)  50° 


84.  Del  gráfico,  —  ~  ^  y  además:  x  +  y  =  190° 
mEL  ó 

Calcular  la  mNSL. 


A)  220° 
D) 250° 


E)  260° 


85.  En  el  gráfico,  cuál  es  la  reláción  correcta  entre  a  y 
0,si  B,  C,  D  y  E  són  puntos  de  tangencia. 


A)  a  =  29  B)  3a  =  0  C)  a  =  9 
D)  a  +  0  =  30°  E)  a  +  9  =  90° 

86.  Calcular  x,  si  A,  B,  C,  D  y  E  són  puntos  de  tangencia. 


A)  30° 
D)  90° 


B)  45° 
E)  50° 


C)  60° 


87.  En  el  gráfico,  Q  y  T  són  puntos  de  tangencia  y 
mRSQ  =  50°.  Calcular  mZRBA. 


A)  50° 
D)  70° 


E)  80° 


88.  En  un  cuadrilátero  inscrito  ABCD  se  ubica  M  en 
BC,  mientras  que  las  prolongaciones  de  BM  y  DC 
se  intersecan  en  N.  Si  AB  //  DN  y  mZADM  =  50°, 
calcular  mzDNB. 


A)  25° 
D)  50° 


B)  40° 
E)  60° 


C)  30° 


89.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  en- 
cuentra  inscrita  una_circunferencia  de  centro  O  y 
que  es  tangente  a  BC  en  el  punto  N.  Si  AB  =  8  y 
AC  =  17,  calcular  el  inradio  dél  triángulo  ONC. 
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A)|(6-VÍ7)  B)|(5-VÍ7) 

C)  3(6  -  VT7 )  D)2(5-VÍ7) 

e)  (5  -  m) 

90.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC  (recto  en  B)  se  ins¬ 
eribe  una  circunferencia  cuyo  rádió  midé  3;  en  AB 
y  BC  se  ubican  M  y  N,  respectivamente,  tál  que 
MN  es  tangente  a  la  circunferencia.  Si  el  inradio  dél 
triángulo  MBN  midé  1,  calcular  MB  +  BN. 

A)  3  B)  4  C)  6 

D)  8  E) 10 


91.  En  el  gráfico,  A,  B,  C,  D  y  E  són  puntos  de  tangen- 
cia.  Si  mZAPD  =  40°,  calcular  el  valor  de  x. 


D) 70°  E)  80° 


93.  En  el  gráfico,  la  circunferencia  está  inserita  en  el 
cuadrilátero  ABCD.  Además  BC  =  6.  Calcular  MN. 


A)  3 


E)  7 


94.  En  el  gráfico,  a  +  p  =  150°,  calcular  el  valor  de  x. 


95.  En  el  gráfico,  T  es  punto  de  tangencia,  calcular 
mMT,  si  mML  =  150°. 


96.  En  el  gráfico,  D,  P,  Q,  L,  M,  N,  R  y  S  són  puntos  de 
tangencia.  Calcular  el  inradio  dél  triángulo  ABC,  si 
PQ  =  6  y  2(BD)  +  MN  =  8. 


97.  En  un  triángulo  ABC  de  inradio  r  y  exradios  ra,  rb,  rc; 
si  r  +  ra  +  rc  =  10  y  BC  -  2r  =  AC  -  AB,  calcular  rb. 

A)  5  B)  6  C)  8  D)  10  E)  12 


98.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  está  inserito  una 
circunferencia  de  rádió  R.  Si  los  rádiós  de  las  cir- 
cunferencias  máximas  inseritas  en  los  segmentos 
circulares  determinados  por  AB  y  BC  són  r,  y  r2, 
además  el  rádió  de  la  circunferencia  inserita  en  el 
triángulo  ABC  es  r,  hallar  R. 

A)  r,  +  r2  +  r  B)  2(^  +  r2  +  r) 

C)  3r  -  ( r ,  +  r2)  D)  r  +  2(r,  +  r2) 

E)  r  +  +  r2) 


99.  En  el  gráfico,  D  es  punto  de  tangencia  y  mBD  =  100°. 
Calcular  el  valor  de  a. 

A)  50° 

B)  40° 

C)  30° 

D)  27° 

E)  20° 

100. Calcular  el  valor  de  x. 


A)  20° 
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101. En  un  cuadrilátero  ABCD  circunscrito  a  una  cir- 
cunferencia  se  traza  una  semicircunferencia  con 
diámetro  CD  en  el  cual  se  ubica  el  punto  M  en  el 
arco  CD,  tál  que  MD  =  AB  =  12  y  BC  +  AD  =  25. 
Calcular  el  inradio  de  la  circunferencia  inscrita  en 
el  triángulo  CMD. 

A)  1  B)  2  C)3 

D) 4  E) 5 

102. Dado  un  cuadrilátero  ABCD  circunscrito  a  una 
circunferencia  de  centro  O.  Si  mZABC  =  90°, 
AB  -I-  CD  =  23  yAD  +  OC  =  17,  siendo  P  punto  de 
tangencia  con  BC,  calcular  el  inradio  dél  triángulo 
OPC. 


A)  2 
D)  3,5 


B)  3 
E)  2,5 


C)  4 


103. En  el  gráfico,  AB  =  BC  y  BN  =  3(NK)  =  3,  calcular 
el  inradio  dél  triángulo  LBN. 


I  P 

4  \ 

\  L 

N  j 

A)  0,5  B)  0,75  C)  1 


D)  1,25  E) 1,5 


104.En  el  gráfico,  TL  //  PA.  Si  T  es  punto  de  tangencia, 
calcular  el  valor  de  x. 


A)  30° 
D)  35° 


E)  40° 


105. Calcular  el  valor  de  x,  si  AB  =  R  y  AM  =  MB. 

A)  80°  A  ^  M 

B)  60° 

C)  70° 

D)  90°  /  V  \*0° 

E)  100° 

106. En  una  circunferencia  de  centro  O  y  rádió  R,  se 
traza  el  ángulo  Central  AOB  cuya  medjda  es  60°, 
luego  se  ubica  los  puntos  P  y  Q  en  AB  y  en  AB 
respectivamente,  de  modo  que  PQ_es  paralelo  a 
OB.  Calcular  la  distancia  de  Q  a  OB,  tál  que  PQ 
sea  máximo. 


A) 

D)| 


B)R^2 

E)M 


C) 


107.Según  el  gráfico,  calcular  x,  siendo  P  y  Q  puntos 
de  tangencia. 


A)  30° 
D)  54° 


E)  60° 


108.Según  la  figura,  hallar  x,  si  A,  B,  C,  D  y  F  són  pun¬ 
tos  de  tangencia. 


A) 100° 
D) 130° 


E) 140° 


109.En  el  gráfico,  P  y  T  són  puntos  de  tangencia  y  la 
región  sombreada  es  rectangular,  calcular  x  en  fun- 
ción  de  0. 


A)f 

D)f 


E)! 


IIO.En  el  gráfico,  E  y  F  són  puntos  de  tangencia.  Si 
m  AB  =  40°  y  mCD  =  32°,  calcular  x. 


lll.Según  el  gráfico,  PT  =  TQ.  Siendo  T  punto  de  tan¬ 
gencia,  calcular  x. 
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112.  Del  gráfico,  calcular  la  mZAQD,  si  AB  //  CD  y 
mTDC  =0. 


D)  90°  +  9  E)  90°  -  0 


114.  En  la  figura,  las  circunferencias  són  congruentes; 
A,  B  y  C  són  puntos  de  tangencia.  Calcular  la  me- 
dida  dél  ángulo  entre  C,  y  C2. 


D)  90°  E) 120° 

115.lnteriormente  a  un  cuadrado  ABCD,  se  traza  los 

cuadrantes  BAD  y  ADC,  los  que  se  intersecan  en 
P.  Exteriormente  a  dicho  cuadrado  está  el  triángulo 
equilátero  CRD;  si  T  es  punto  medio  dél  arco  PD, 
calcular  la  medida  dél  ángulo  ART. 

A)  8°  B)  15°  C)27° 

D)  20°  E)  30° 


113.  En  el  gráfico,  A  y  B  són  puntos  de  tangencia,  cal¬ 
cular  la  mZAPB. 


A)  45°  B)  75°  C)  30° 

D)  53°  E)  60° 


116.Según  el  gráfico,  calcular  mCD,  si  mAB  =  50°. 


A)  25° 
D) 150° 


B)  50°  C)100° 

E) 200° 
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Puntos  notables 
dél  triángulo 


Leonhard  Paul  Euler  náció  en  Ba- 
silea  (Suiza)  el  15  de  abril  de  1 707  y 
murió  en  San  Petersburgo  (Rusia) 
el  18  de  septiembre  de  1783.  Fue 
un  matemático  y  físico  suizo,  re- 
conocido  como  el  principal  mate¬ 
mático  dél  siglo  XVIII  y  unó  de  Ios 
más  grandes  y  prolíficos  de  todos 
Ios  tiempos.  Vivió  en  Rusia  y  Ale- 
mania  la  mayor  parte  de  su  vida  y 
realizó  importantes  descubrimien- 
tos  en  áreas  tan  diversas  como  el 
cálculo  o  la  teória  de  grafos.  Tam- 
bién  introdujo  gran  parte  de  la 
moderna  terminológia  y  notación 
matemática,  particularmente  para 
el  área  dél  análisis  matemático. 


Euler  demostró  que  en  cualquier 
triángulo,  el  ortocentro,  el  circun- 
centro  y  el  baricentro  están  ali- 
neados.  Esta  propiedad  amplía  su 
dominio  de  verdad  para  el  centro 
de  la  circunferencia  de  los  nueve  puntos  notables  que  Euler  no  había  demostrado  para  ese  tiem- 
po.  En  los  triángulos  equiláteros  estos  cuatro  puntos  coinciden,  pero  en  cualquier  otro  triángulo 
no  lo  hacen,  y  la  recta  de  Euler  está  determinada  por  dós  cualesquiera  de  ellos.  El  centro  de  la 
circunferencia  de  Ios  nueve  puntos  notables  se  encuentra  a  mitad  de  camino  a  lo  largo  de  la 
línea  de  Euler  entre  el  ortocentro  y  el  circuncentro,  y  la  distancia  desde  el  centroide  dél  circun- 
centro  es  un  medio  que  va  desde  el  baricentro  hasta  el  ortocentro. 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  CIRCIJNCENTRO  (0) 

Es  el  punto  de  intersección  de  las  mediatrices  dél  trián- 
gulo,  equidista  de  sus  vértices  y  es  el  centro  de  la  cir- 
cunferencia  circunscrita  al  triángulo. 

B 


Triángulo  acutángulo 


OA  =  OB  =  OC 


Triángulo  rectángulo 


Triángulo  obtusángulo 


O:  circuncentro 

R:  rádió  de  la  circunferencia.  circunscrita  (circunradio) 
Es  un  punto  intenor  =*  acutángulo 
Está  sobre  un  lado  =>  rectángulo 
Es  un  punto  exteriőr  =>  obtusángulo 

mAMC  =  2mZB 

<4  ORTOCENTRO  (H) 

Es  el  punto  de  intersección  de  las  alturas  de  un  triángulo. 


Triángulo  acutángulo 


Triángulo 

rectángulo 


Triángulo 

obtusángulo 


<4  BARICENTRO  (G) 

Es  el  punto  de  intersección  de  las  medianas  de  un  trián¬ 
gulo.  Divide  a  cada  mediana  en  dós  segmentos  tales 
que  unó  es  el  doble  dél  otro. 


G:  es  el  centro  de  gravedad  de  la  región  triangular  ABC. 

AG  =  2GM  o  GM  =  |AM;  AG  =  |aM 

BG  =  2GP  o  GP  =  |BP;  BG  =  |BP 

CG  =  2GQ  o  GQ  =  ±CQ;  CG  =  |cQ 

<4  INCENTRO  (I) 

Es  el  punto  de  intersección  de  las  bisectrices  interiores 
de  un  triángulo,  equidista  de  los  lados  y  es  el  centro  de 
la  circunferencia  inscrita  al  triángulo. 

I:  incentro 

r:  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  (inradio) 


Es  el  punto  de  intersección  de  dós  bisectrices  exterio- 
res  y  una  bisectriz  interior.  Cada  triángulo  tiene  trés  ex- 
centros  los  cuales  són  puntos  exteriores  al  triángulo, 
equidistan  de  los  lados  y  són  los  centros  de  las  circun- 
ferencias  exinscritas  al  triángulo. 

E:  excentro  relativo  a  BC. 

ra:  rádió  de  la  circunferencia  exinscrita  relativa  al  lado 
a  (exinradio). 


mZALC  =  180°  -  mZB 


2 


2 


Geometria  ■  231 


<4  TRIÁNGLLO  MEDIANO 

Es  el  triángulo  que  se  forma  al  unir  los  puntos  medios 
de  los  lados  de  un  triángulo  MNP,  es  el  triángulo  media- 
no  dél  AABC. 


Un  triángulo  rectángulo  no  tiene  triángulo  órtico. 


<4  RECTA  DE  ELLER 

En  todo  triángulo,  el  ortocentro,  baricentro  y  circuncen- 
tro  pertenecen  a  una  misma  recta  llamada  recta  de  Eu- 
ler,  para  el  triángulo: 

H:  ortocentro 
G:  baricentro 
O:  cincuncentro 


El  circuncentro  dél  triángulo  totál  coincide  con  el  orto¬ 
centro  dél  triángulo  mediano. 

<4  TRIÁNGIILO  ÓRTICO 

Llamado  también  triángulo  pedál,  es  el  triángulo  que 
tiene  por  vértices  los  pies  de  las  alturas  de  un  triángulo 
dado. 

1 .  Si  el  AABC  es  acutángulo. 

ADEF  triángulo  órtico  o  pedál  dél  AABC 
H:  ortocentro  dél  AABC 
H:  incentro  dél  ADEF 
A,  B  y  C  són  excentros  dél  triángulo  DEF 


Formula: 


mZDEF  =  180°  -  2mZBAC 


Se  demuestra,  por  ejemplo,  que  FH  es  bisectriz; 
los  cuadriláteros  ADEC,  ADHF  y  FHEC,  són  ins- 
criptibles. 

Entonces:  mzDAH  =  p  =  mZDFH  =  mZDCE 
=>  mZHFE  =  mZHCE  =  p.  En  forma  análoga, 
para  DH  y  EH. 


2.  Si  ABC  es  un  triángulo  obtusángulo,  obtuso  en  A: 
APQR:  triángulo  órtico  o  pedál  dél  AABC. 

H:  ortocentro  dél  AABC 

A:  incentro  dél  APQR 

H,  B,  C  són  excentros  dél  APQR. 


HG  =  2GO 


Además,  se  cumple  que  la  distancia  dél  ortocentro  a  un 
vértice,  es  el  doble  de  la  distancia  dél  circuncentro  al 


lado  opuesto: 


BH  =  20M 


<4  CIRCIINFERENCIA  DE  ELLER 


Llamada  también  circunferencia  de  los  nueve  puntos, 
es  la  circunferencia  que  pasa  por  los  puntos  medios  de 
los  lados  de  un  triángulo,  por  los  pies  de  las  alturas  y 
por  los  puntos  medios  de  los  segmentos  que  unen  cada 
vértice  con  el  ortocentro. 


M,  N,  P:  puntos  medios  de  los  lados. _ 

U,  V,  W:  puntos  medios  de  AH,  BH,  CH.  (H  es  el  orto¬ 
centro). 

D,  E,  F:pies  de  alturas. 

R' :  Rádió  de  la  circunferencia  de  Euler. 

D 

R'  =  ^  (R:  circunradio). 


HO'  =  O'O 


H:  ortocentro 
D:  circuncentro 


Es  fácil  demostrar  que  los  puntos  M,  N,  P,  U,  V,  W,  D, 
E  y  F,  pertenecen  a  la  misma  circunferencia.  En  efecto: 
MN//ÁCyMF=  ^  =  NP 
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=*  El  trapecio  MNPF,  isósceles,  seré  inscriptible. 

AALB  =>  MV //AH 
AABC  =>  MP  //  BC 

=>  mZVMP  =  mZAEB  =90°,  por  tener  sus  lados  res- 
pectivamente  perpendiculares. 

Entonces,  el  £A MVPF  seré  Inscriptible,  porque 
mZVMP  =  mZVFP  =  90°.  Es  decir,  V  estará  en  la  cir- 
cunferencia  que  contiene  a  M,  N,  P  y  F. 

En  forma  análoga,  se  prueba  que  D,  U,  W  y  E  estén  en 
la  misma  circunferencia. 


1.  En  todo  triángulo  isósceles,  la  recta  de  Euler  es 
perpendicular  a  la  base  y,  además,  en  ella  estén 
contenidas  el  incentro  y  un  excentro. 

Por  ejemplo,  sí  AB  = 

O:  circuncentro 
G:  baricentro 
I:  incentro 
H:  ortocentro 
E:  excentro 

2.  En  todo  triángulo  equilátero,  el  ortocentro,  bari¬ 
centro,  circuncentro  e  incentro,  coinciden.  Cuai- 
quier  recta  que  pase  por  este  punto,  representa 
una  recta  de  Euler. 

<4  EL  TEOREMA  DE  MORLEY 

En  1899,  F.  Morley  descubrió  unó  de  los  teoremas  más 
sorprendentes  de  la  geometria  elemental:  “Los  trés 
puntos  de  intersección  de  las  trisectrices  adyacentes 
de  los  ángulos  de  un  triángulo  cualquiera,  formán  un 
triángulo  equilátero”. 


Así,  para  el  AABC,  AQ,  AR,  BR,  BP,  CP  y  CQ  trísecan 
los  ángulos  A,  B  y  C,  obteniéndose  el  APQR  equilátero. 

Es  dificultoso  intentar  demostrar  el  teorema  en  forma 
directa.  Veremos  que  es  más  sencillo  empezar  por  el 
triángulo  equilátero  y  construir  un  triángulo  generál  que 
se  puede  identificar  luego  con  el  triángulo  dado  ABC. 

Sobre  los  lados  QR,  RP,  PQ,  de  un  A  equilátero  dado, 
se  constituyen  exteriormente  triángulo  isósceles  P'QR, 
Q'RP  y  R'PQ  en  los  que  los  ángulos  de  la  base  a,  p,  r, 
cumplan: 


a  +  p  +  r  =  120°,  siendo  a  <  60°;  p  <  60°;  r  <  60° 

En  segunda  se  prolongan  los  lados  por  debajo  de  sus 
bases  correspondientes,  hasta  cortarse  en  los  puntos 
A,  B  y  C. 

Como  a  +  p  +  r  +  60°  =  180°,  podemos  deducir: 


AAQR  =>  mZQAR  =  60°  -  a, 
puesto  que  mZRQA  =  a  +  p  y  mZARQ  =  a  +  r 
Para  el  AP'BC,  concluimos  que  P  es  su  incentro,  dado 
que  P'P  biseca  el  ZP\  siendo  la  mitad  dél  ángulo  en  P': 

180°2~2a  =  90°  -a  y  mZBPC  =  180°  -  a  =  90”  + 

(90°  -  a)  =  90”  +  22^ 

Análogamente,  Q  es  el  incentro  dél  AQ’CA  y  R  lo  es 
dél  AR'AB.  Por  lo  tanto,  los  trés  ángulos  parciales  en 
C  són  congruentes;  sucediendo  lo  mismo  con  los  que 
estén  en  A  y  B.  Es  decir,  se  han  trisecado  los  ángulos 
dél  AABC. 

Los  trés  ángulos  pequenos  en  A,  midé  cada  unó: 
i(mZA)  =  60”  -  a; 

De  modo  que:  a  =  60°  -  i(mZ  A) 

También:  p  =  60”  -  |(mZ  B) 

r  =  60”  -  •l(mzC) 

Escogiendo  los  valores  para  los  ángulos  de  la  base 
de  los  triángulos  isósceles,  aseguramos  que  el  proce- 
dimiento  anterior  concluye  en  un  AABC,  semejante  al 
triángulo  dado. 

Ejemplos: 

1 .  <j,Qué  fracción  de  la  longitud  de  la  hipotenusa  es  la 
distancia  dél  cincuncentro  al  baricentro  de  un  trián¬ 
gulo  rectángulo? 

Resolución: 

Sea  ABC,  el  triángulo,  recto  en  B. 

O:  circuncentro;  G:  baricentro 
conociendo  AC 
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Además,  por  ser  mediana  hacia  la  hipotenusa: 
OB  =  =>  OG  =  OG  =  1(AC) 

2.  En  el  triángulo  ABC,  E  es  el  excentro,  hallar  x. 


Resolución: 


Como  E  es  un  excentro,  BE  y  CE  són  bisectrices 
de  los  ángulos  externos  B  y  C,  además  AE  biseca 
el  ZA. 

Por  propiedad: 

mZAEB  =  =  40°  =>  mZACB  =  80° 

mZAEC  =  -mZgBC  =  25°  -»  mZABC  =  50° 

Luego,  mZBAC  =  50°  y  a  =  25° 

Finalmente:  x  =  80°  +  a  =>  x  =  105° 


Finalmente,  en  el  AABD:  x  =  mZA  +  20°, 
(Z  externo):  x  =  60°  +  20°  x  =  80° 

4.  En  el  AABC,  E  es  el  excentro,  hallar  0. 


Como  E  es  excentro,  BE_y  AE  són  bisectrices  de 
los  ángulos  externos  y  CE  dél  ZC. 

Luego,  a  =  10°  y  0  =  60°  +  a,  en  el  AACR 
0  =  70° 

5.  En  el  AABC,  I  es  el  incentro,  hallar  x. 


3.  En  el  triángulo  ABC,  O  es  el  cincuncentro.  Hallar  x. 


Resolución: 


Como  O  es  el  circuncentro: 

OA  =  OB  =  OC  (equidista  de  los  vértices). 

ABOC  es  isósceles:  mZOCB  =  30°  y  mZBOC  =  120° 
Por  propiedad  de  este  punto  notable: 

(O:  centro).  mBC  =  mZBOC  =  2mZA 
=>  120°  =  2mZA  =>  mZA  =  60° 


Resolución: 


I:  incentro  =>  BD  yAE  són  bisectrices.  Sabemos  por 
propiedad  que  mZAIB  =  90°  + 

Luego,  a  =  90°  +  -| 

En  el  OIECD:  a  +  110°  +  x  +  100°  =  360° 

=»  90°  +  |  +  110°  +  x  +  100°  =  360° 

De  donde:  x  =  40° 

6.  En  el  triángulo  ABC,  O  es  el  circuncentro,  hallar  x. 
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Resolución: 


Como  O  es  circuncentro,  sabemos  por  propiedad, 
que:  mZAOB  =  2mZC 
(OA  =  OB  =  rádió) 

=>  y  =  2x 

En  el  ZAODCE:  y  +  110°  +  x  +  100°  =  360° 

=>  2x  +  110°  +  x  +  100°  =  360° 

De  donde:  x  =  50° 

7.  ABCD,  es  un  cuadrilátero  convexo.  Hallar  la  medi- 
da  dél  menor  ángulo  formado  por  AC  y  BD,  si: 
mZBAD  =  60°,  mZABD=  50°,  mZADB  =  70°  y 
mZBDC  =  55° 


Resolución: 

Del  gráfico,  se  observa  que  C  es  un  excentro  dél 
AABD  =>  AC  es  bisectriz  dél  ZBAD:  a  =  30°; 
x  =  50°  +  a  x  =  80° 

8.  En  la  figura:  AB  =  BC,  Bl  =  CE  y  BC  1  CE.  hallar  a 
si  I  es  incentro  dél  AABC. 


Resolución: 

B 


AABC  es  isósceles:  mZACB  =  mzBAC  =  20 
AAIC  es  isósceles:  Al  =  IC 


AICE  =  AAIB  (LAL)  =>  mZE  =  mZABI  =>  mZE  =  a 
En  el  AABC:  2a  +  40  =  180° 

=>  0  =  45°  —  a/2  ...(1) 

En  el  AICE:  2a  +  a  +  (90°  +  0)  =  180° 

Con  (1):  3a  +  45°  -  a/2  =  90°,  de  donde:  a  =  18° 

9.  En  la  figura,  H  es  ortocentro  e  I  es  incentro,  hallar  a. 


Resolución: 


Como  H  es  ortocentro:  CQ  1  AB 
=*  mzQCA  =  mzABM  (z  de  lados  perpendiculares). 
mZQCA  =  a 

I  es  incentro.  Entonces:  ZBCI  =  mZICM 
ZBCI  =  2a ;  mZMBC  =  mZMBA  =>  mZMBC  =  a 
En  el  ABMC:  mZMBC  +  mZBCM  =  90° 
a  +  4a  =  90°  a  =  18° 

10.  Demostrar  que  en  todo  triángulo  acutángulo  ABC, 
de  ortocentro  H  y  circuncentro  O: 
mZABH  =  mZOBC. 

Resolución: 


En  efecto  prolongamos  al  rádió  BO  hasta  F. 

En  el  AAEB:  si  ZBAE  =  a 

=*  ZABH  =  90°  -  a  ...(1) 

Pero:  mBC  =  2mZBAC  =>  mBC  =  2a 

.  /r _  BC  2a  _ 

y  mZF  =  —  =  —  =  a 

Entonces,  en  el  ABCF:  mZOBC  =  90°  -  a  ...(2) 
De  (1)  y  (2):  mZABH  =  mZOBC 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 
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1.  En_  la  figura,  O  es  centro.  BC  1  AD,  AB  =  12  y 
OH  1CD,  hallar  OH. 


Se  traza  BD  y  luego  BQ  1  CD. 

Se  observa,  que  si  mZABC  =  a 

=*  mAC  =  2a  y  mZADC  =  a 

mZFBH  =  mZHDQ  (Z  de  lados  perpendiculares) 

=>  mZFBH  =  a 

AABH:  isósceles 

=>  BH  =  AB  =>  BH  =  12 

Para  el  ABCD:  H:  ortocentro;  O:  circuncentro 

Luego,  por  propiedad:  OR  =  =*  OR  =  4^ 

.-.  CR  =  6 


2.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  BH  es  altura.  Se 
trazan  HR  1  AB  y  HQ  1  BC.  Si  RQ  =  10,  hadar  el 
perímetro  dél  triángulo  pedál  de  ABC. 

Resolución: 


Sea  MNH,  el  triángulo  pedál.  Se  pide: 

MH  +  MN  +  HN 

Recordamos  que  A,  B  y  C  són  excentros  dél  MNH. 
Esto  implica  que  MA  y  NC  són  bisectrices  de  los 
ángulos  exteriores  M  y  N,  respectivamente. 
Prolongado  HR  y  HQ  hasta  cortar  a  MN  en  E  y  F: 
AEMH  es  isósceles  (MR  es  altura  y  bisectriz) 

=*  EM  =  MHyER=_RH  ...(1) 

AHNF  es  isósceles  (NQ  es  altura  y  bisectriz) 


=*  NF  =  HN  y  HQ  =  QF  ...(2) 

Ahora,  usando  el  teorema  de  los  puntos  medios 
(base  média)  en  el  AEHF:  EF  =  2RQ. 

EM  +  MN  +  NF  =  2RQ  (Por  lo  hallado  en  (1 )  y  (2)) 
=>  MH  +  MN  +  HN  =  2RQ 
Es  decir,  perímetro  dél  AMHN  =  2RQ 
(Propiedad,  para  todo  triángulo  acutángulo  y  obtu- 
sángulo) 

En  el  probléma,  como:  RQ  =  10 
.-.  Perímetro  dél  AMHN  =  20. 


Si  ABC  fuera  un  triángulo  obtusángulo  obtuso  en 
B,  BH  es  altura.  HR  1  ÁB  y  HQ  1  BŐ  AMHN  es 
el  triángulo  pedál  dél  AABC.  Entonces,  perímetro 
de  AMHN  =  2RQ. 


3.  En  la  figura,  AB  =  AR;  hadar  la  medida  dél  ángulo 
ARC. 


mZARC  =  x 

Trazamos  BR  y  luego  AP  1  BR  en  H,  como 
AB  =  AR,  entonces:  BH  =  HR  y 
mZBAH  =  mZHAR  =  a 

ABPR  es  isósceles,  ya  que  PH  1  BR  en  su  punto 
medio  =>  mZHPR  =  mZHPB  =  <j>. 
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En  el  AAPC,  AR  y  CR  són  bisectrices. 

=>  R:  incentro  dél  AAPC. 

Luego,  PR  biseca  el  mZAPC:  mZRPC  =  mZRPA  =  <|> 
En  P:  3<j>  =  180°  =><(>  =  60°  y  mZAPC  =  120° 

Por  propiedad:  x  =  90°  +  rnZ^PC  =  90  + 
x  =  150° 

4.  En  la  figura  AB  =  BC,  hallar  el  valor  de  x. 


Resolución: 


Sea  BQ  1 AC  =>  BQ  biseca  AC  y 
mZABQ  =  mZQBC  =  2r,  ya  que  AB  =  BC. 
Además,  mZABE  =  r  =  mZEBQ. 

El  AAQC,  resulta  isósceles. 

En  el  AABQ:  E  es  un  excentro  (BE  triseca  un  ángu- 
lo  interior  y  QE  biseca  un  ángulo  exteriőr). 

=>  AE  biseca  el  ángulo  externo  A,  de  dicho  triángu- 
lo  (mZFAE  =  mZEAQ). 

Por  propiedad: 

x  =  mZ^QQ  =  ^  x.=  30° 

5.  En  la  figura:  hallar  x,  si  AB  =  BC. 


Resolución: 


Se  trazan  AC;  BH  1  AC,  cortando  a  OC  en  M  y 
luego  MA. 

Como  el  AABC  es  isósceles:  AM  =  HC;  MA  =  MC; 
mZABH  =  mZHBC  y  mZMAB  =  mZMCB. 

O  es  incentro  dél  AABM  ya  que  AO  y  BO  bisecan 
los  ángulos  MAB  y  ABM,  respectivamente. 
Entonces:  mZOMB  =  mZOMA  =  r  =>  r  =  60° 
Finalmente,  por  propiedad:  x  =  90°  +  mZ^MB 
x  =  90°  +  r  x  =  150° 

6.  Demostrar  que  en  todo  triángulo,  el  ortocentro,  ba- 
ricentro  y  circuncentro,  són  colineales.  La  distancia 
dél  ortocentro  el  baricentro  es  doble  de  la  distancia 
dél  baricentro  al  circuncentro. 

Resolución: 


Sea  el  AABC,  donde  L  y  O,  són  el  ortocentro  y  cir¬ 
cuncentro,  respectivamente.  Como  AM  es  media- 
na,  bastará  probar  que  AP  =  2PM,  para  concluir 
que  P  es  el  baricentro  dél  triángulo. 

Para  ellő,  usaremos  lo  demostrado  en  el  probléma 
anterior.  AH  =  2(OM).  Si  T  y  V  bisecan  AP  y  HP, 

respectivamente;  entonces,  en  el  AAHP:  TV  //  AH 
AH 

y  TV  =  por  el  teorema  de  los  puntos  medios. 

Además,  por  otro  lado,  OM  //  TV  y  que  OM  //  AH. 

AH 

También  recordemos  que:  OM  = 

Entonces,  concluimos  que  el  AMOP  es  congruen- 
te  al  ATVP,  ya  que  OM  =  TV  =  ,  mzPMO  = 

mZPTV  y  mZTVP  =  mZMOP.  (Postulado  ALA). 

Luego,  TP  =  PM  y  por  lo  tanto,  AP  =  2PM,  con  lo 
cual  queda  demostrado  que  P  es  el  baricentro  dél 
AABC. 
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El  ortocentro,  baricentro  y  circuncentro  de  todo 
triángulo,  són  colineales.  La  recta  que  los  contiene 
es  llamada  recta  de  Euler. 

Asimismo,  como  VP  =  PO  y  LP  =  2(VP),  entonces: 
HP  =  2(PO),  con  lo  cual  queda  demostrado  que  la 
distancia  dél  ortocentro  al  baricentro  es  el  doble  de 
la  distancia  dél  baricentro  al  circuncentro. 


A  pesar  que,  para  la  demostración  de  estas  dós 
propiedades  se  ha  usado  un  triángulo  acutángulo, 
los  resultados  són  válidos  también  para  los  trián- 
gulos  obtusángulos  y  los  rectángulos.  El  lector 
puede  probar  esto. 


7.  Dos  circunferencias  són  tangentes  interiores  en  el 
punto  T.  El  segmento  ST  es  diámetro  de  la  circun- 
ferencia  mayor.  La  cuerda  SM  de  la  circunferencia 
mayor  es  tangente  a  la  circunferencia  menor  en  el 
punto  N.  Entonces,  para  el  triángulo  STM,  el  seg¬ 
mento  TN  es: 

Resolución: 


=>  x  +  90°  —  a  =  90°  -  0  =>  x  =  a  —  0  = 

.-.  x  =  <J) 

9.  En  un  triángulo  ABC,  donde  BC  =  2AB,  se  traza  la 
altura  BH,  tál  que  mZHBC  =  3mZABH.  Si  AH  =  2, 
hallar  HC. 

Resolución: 


AABE  isósceles:  AH  =  HE  =  2 
AABC;  por  teorema  de  la  bisectriz 

4  =  =>  x-2  =  8  x  =  10 

2  x  -  2 

10.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  ceviana  interior 
BD,  de  manera  que  mZABD  =  3mZBAD  =  60°, 
AB  =  DC,  calcular  la  mZBCA. 

Resolución 


AABD  =  ACBE  (LAL)  a  =  20° 


Se  traza  la  recta  tangente  L  por  el  punto  T. 

Luego  ZmTM  =  2mZS  =  2a 

Si  mZNTM  =  0  =*  mZTNM  =  a  +  0. 

ASTN:  mZSTN  =  0. 

TN  es  la  bisectriz. 

8.  En  un  AABC,  H  es  el  ortocentro  y  O  es  el  cir¬ 
cuncentro.  Si  mZBAC  -  mZBCA  =  <j>,  hallar  la 
mZHBO. 

Resolución: 


Recordemos  que:  mZABQ  =  mZOBC  =  90°  -  a 
kBQC:  mZQBC  =  90°  -  0 


11.  En  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC)  se  ubi- 
ca  el  punto  interior  T,  tál  que  la  mZBAT  =  40°, 
mZTAC  =  30°,  mZBCT  =  20°.  Calcular  la  mZCBT. 

Resolución: 


Se  traza  BH  1 AC. 

BH  es  bisectriz  dél  ángulo  ABC: 
mZABH  =  mZHBC  =  20° 

Pero:  mZBQT  =  mZTQC  =  60° 
y  mZQCT  =  mZBCT  =  20° 
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Entonces,  T  es  el  incentro  dél  triángulo  QBC. 
Luego,  mZQBT  =  mZTBC  =  a 
x  +  x  =  20°  x  =  10° 


14.  Trés  rectas  secantes  se  intersecan  dós  a  dós. 
Cuántos  puntos  dél  piano  determinado  por  dichas 
rectas  existen  tál  que  equidisten  de  dichas  rectas. 


12.  Sea  el  triángulo  BAC  isósceles  (BA  ^  AC),  en  la 
prolongación  de  BC  se  ubica  en  el  punto  D,  tál  que 

CD  =  BC.  En  el  lado  AB  se  ubican  los  puntos  E  y  F 
AB 

tál  que  EA  =  EB  y  FA  =  .  Los  segmentos  ED  y 

FD  intersecan  al  lado  AC  en  los  puntos  G  y  H;  los 
segmentos  EH  y  FG  se  intersecan  en  el  punto  M  y 
la  prolongación  de  DM  intersecan  al  lado  AB  en  el 
punto  K.  Si  AB  =  10,  hallar  la  longitud  de  EK. 

Resolución: 


En  el  cuadrilátero  completo  EAHD,  los  puntos  E,  K, 
F,  A  són  armónicos,  se  cumple: 


13.  En  un  cuadrado  ABCD,  M  y  N  són  puntos  medios 
de  los  lados  BC  y  CD,  respectivamente,  P  es  la 
intersección  de  AM  y  BN.  El  centro  dél  cuadrado, 
i,qué  reláción  tiene  con  el  triángulo  APN? 

Resolución: 


Se  traza  AN: 

mZOAD  =  mZOAB  =  45° 
mZPAC  =  mZNAO  =  a 
mZNAD_=  mZMAB  =  5372 
ÖN//BC//ÁD  mZBNO  =  mZANO  =  5372 
AAPN:  AO  y  NO  són  bisectrices  interiores 
O  es  el  incentro  dél  AAPN 


Se  observa  que:  E^  E2;  E3  y  I  equidistan  de  L1t  L2 

y  L3. 

No  existen  otros  puntos  más,  por  lo  tanto,  són  4. 


15.  Se  tiene  un  triángulo  acutángulo  ABC:  BR,  CQ  y 
AR,  són  alturas.  Si  mZA  =  50°.  Hallar  la  mZQRH. 

Resolución: 


C2AQRC  inscriptible  mZQRB  =  50° 

=>  mZQRA  =  40° 

•d) 

DBRHA  inscriptible  mZHRC  =  50° 

=*  mZARH  =  40° 

...(2) 

Se  obtiene:  AR  bisectriz  interior  dél  AQRH. 
(1)  +  (2):  .*.  x  =  80° 


16.  Se  tiene  un  AABC,  donde  mZA  =  30°  y 
mZC  =  20°.  Se  traza  la  ceviana  BD  tál  que 
AD  =  BC.  Hallar  la  mZADB. 

Resolución: 
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P  circuncentro  dél  AABC 

BPC  es  AEquilátero  (mZBPC  =  mZBCP  =  60°) 

PAD  es  Aisósceles  (AP  =  AD) 

ABDPEA  inscriptible  (mZABP  =  mZADP  =  70°) 
x  =  mZAPB  .*.  x  =  40° 

1 7.  Se  tienen  dós  triángulos  equiláteros  ABC  y  ABD  de 
lado  común  AB.  Por  A  se  traza  AH  y  AN  perpendi- 
culares  a  CB  y  BD  respectiva mente  (H  en  CB  y  N 
en  BD).  Se  torna  P  punto  medio  de  AD.  Se  traza  la 
mediana_BQ  que  corta  en  M  a  CL.  Si  CM  =  2/3 . 
Calcular  NP. 


Resolución: 


ABDA  =  ABCA  (equiláteros) 
ml  =  %  =  V3 

o 

b£LC  (30°  y  60°):  BL  =  3  A  BA  =  6 

R  A 

Pero  NP  =  ^-(base  média) 
x  =  3 

18.  Si  AM  =  MC,  hallar  x. 


Resolución: 


QAEBM:  cuadrilátero  simétrico:  AB  1  EM 
QAFOM:  Cuadrilátero  inscriptible  mZFAO  =  x 
Pero  AO:  bisectriz  de  ZBAC 


mZFAD  =  mZOAM  =  x 

kODC  (45°):  OD  =  DC  =  a 

LADC:  AD  =  2DC  =  2a  .*.  x  =  5372 

19.  Con  un  cuadrilátero  ABCD,  la  mZDBA  =  20°, 
mZCBD  =  80°,  la  mZCDB  =  70°  y  la 

mZBDA  =  40°.  Calcular  la  mZACB. 

Resolución: 


BC  es  bisectriz  dél  ángulo  TBD 
DC  es  bisectriz  dél  ángulo  BDQ. 

Entonces,  C  es  el  excentro  dél  triángulo  ABD,  rela- 
tivo  al  lado  BD. 

Por  propiedad: 


20.  En  un  triángulo  ABC,  mZB  =  90°,  se  traza  la  cevia- 
na  AF,  de  manera  que  la  mZBAF  =  1 2°,  G  e  AC  de 
modo  que  mZAFG  =  mZC  =  54°.  Si  BF  =  a. 
Hallar  FG. 

Resolución: 


Se  traza  FE,  de  modo  que  mZFEG  =  78° 

AFE  es  isósceles:  mZAFE  =  mZAEF  =  78° 
se  traza  AH  =  EF. 

=>  mZBAF  =  mZFAH  =  mZHAE  =  12°. 

Por  teorema  de  la  bisectriz  de  un  ángulo: 

BF  =  FH  =  a. 

Pero,  FH  =  HE  =  a 

Como  el  triángulo  GFE  es  isósceles:  FG  =  FE. 
x  =  2a 

21.  En  el  lado  AC  de  un  triángulo  ABC  se  construye  el 
triángulo  rectángulo  ACD  (recto  en  D)  de  manera 
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que  mZECB  =  2mZCAD  (E  e  a  la  prolongación  de 
DC).  Si  AD  +  DC  =  CB.  Hallar  la  mZABC. 

Resolución: 


Dato:  BC  =  m  +  n 

Pero,  mZACD  =  mZACB  =  90°  -  0. 

Se  traza  AH  1  BC,  por  teorema: 

HC  =  BH  =  n  =>  BH  =  AH  =  m 
kAHB  es  isósceles:  x  =  45° 

22.  Dado  un  triángulo  ABC  obtuso  en  B  por  el  punto  B 
se  traza  una  perpendicular  al  lado  BC,  QB  1  BC; 
Q  e  AC.  Si  AB  =  a  y  mZBAC  =  2mZBCA.  Hallar 
QC. 


Resolución: 

B 


LQBC:  se  traza  la  mediana  BM: 
mZC  =  mZMBC  =  a 
AABM  es  isósceles:  AB  =  BM  =  a. 
Luego:  QC  =  a  +  a  QC  =  2a 


23.  En  un  triángulo  ABC  (recto  en  B),  la  mZC  =  1 5°,  se 
traza  la  altura  BH  y  la  mediana  BM.  Por  H  se  traza 
HF  1  BM  que  al  prolongarse  interseca  en  P  a  BC. 
Si  AC  =  b.  Hallar  FP. 


Resolución: 


kBFP: 
tani  5°  =  Ar  = 


73-1 
b/8  73  +  1 


Despejando  x  y  racionalizando:  x  = 


bf(73-1);l 
81  3-1  I 


Simplificando: 

.  v_  b(2-V3) 

"  8 

24.  Con  respecto  a  los  exradios  de  los  triángulos  ABC 
y  ADC,  r1  y  r2,  respectivamente,  se  puede  afirmar 
que: 


AO  es  bisectriz  dél  ángulo  TAQ 

=*  mZTAO  =  mZOAQ 

kFTO  s  kEQO  (ALA):  FT  =  EQ  =  b 

Pero:  AT  =  AQ  =>  AF  +  b  =  AE  +  b  =>  AF  =  AE 

kABE  =  kADF  (ALA):  AB  =  AD 

kABC  s  UKDC  (ALA):  r,  =  r2 

25.  En  un  triángulo  ABC,  P  es  un  punto  en  la  mediatriz 
de  AC  (P  es  exteriőr  al  triángulo),  tál  que  PA  =  PB. 
Si  la  mZABP  =  20°  y  el  ángulo  exteriőr  en  C  midé 
el  doble  que  el  ángulo  BAC,  hallar  la  medida  dél 
ángulo  ABC. 

Resolución: 


Sea:  mZABC  =  0 
Del  gráfico: 

PQ:  mediana  y  altura  dél  AAPC 

Así,  P  es  el  circuncentro  dél  AABC 
=>  AAPC  (isósceles):  AP  =  PC  =  PC 
Luego:  0  +  20°  +  0  +  20°  +  20  =  180° 

=>  40  =  140°  /.  0  =  35° 

26.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  las  alturas  AD,  BE 
y  CF  concurren  en  H.  Por  este  punto  se  traza  la 


Resolución: 
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paralela  a  FD,  que  interseca  a  AB,  FE,  DE  y  BC,  en 
los  puntos  M,  N,  P  y  Q,  respectivamente.  Si  FN  =  a 
y  DP  =  b,  hallar  MQ. 

Resolución: 


B 


AFED:  A  órtico  o  pedál  =>  H:  incentro  dél  AFED 
=*  mZEFH  =  mZHFD  =  mZFHM  =  a 
=»  mZFDH  =  mZHDE  =  mZDHQ  =  0 
En  kMFH:  MN  =  NH  =  FN  =  a  =*  MH  =  2a 
kHDQ:  HP  =  PQ  =  PD  =  b  =>  HQ  =  2b 
.*.  MQ  =  2a  +  2b 

27.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  las  alturas  AD,  BE 
y  CF  concurren  en  H.  Se  trazan  las  perpendicula- 
res  EM  y  EN  a  los  lados  AB  y  BC,  respectivamente. 
Si  MN  =  10,  hadar  el  perímetro  dél  triángulo  DEF. 

Resolución: 


Piden:  2pAFDE  =>  2pAFDE  =  a  +  b  +  c 

Dato:  MN  =  10 

AFED:  A  órtico  o  pedál  =>  A,  B  y  C:  excentros  dél 
AFED 

Construimos  los  triángulos  QFE  y  EDP. 

=*  mZEDN  =  mZNDP  =  0 

=>  mZQFM  =  mZMFE  =  a 

AQFE  (isósceles):  QF  =  FE  =  c 

AEDP  (isósceles):  ED  =  DP  =  a 

AQEP  (por  base  média):  a  +  b  +  c  =  2(10) 

z  2íW  =  20 

28.  En  la  figura,  calcular  x 


AABD:  AC  es  bisectriz  interior  y  DC  bisectriz  ex¬ 
teriőr 

=>  Ces  el  excentro. 

=>  BC  es  bisectriz  exteriőr 
AABC:  15°  +  x  =  45°  (por  ángulo  exteriőr) 
x  =  30° 

29.  Del  gráfico,  hadar  x: 


Resolución: 


B 


Trazamos  BP  1  AC 

AABC  (isósceles)  mZABP  =  mZPBC  =  20 

También:  mZBAC  =  mZBCA  =  4x 
=»  mZDCA  =  2x 

kAPB:  4x  +  20  =  90°  ...(1) 

Trazamos:  Al  =>  mZBAI  =  mZlAP  =  2x 
=>  mZDIA  =  4x 
AABI:  D  es  el  incentro 
=>  mZBID  =  mZDIA  =  4x 

ABIC:  20  +  2x  =  4x  =>  0  =  x  ...(2) 

(2)  en  (1):  4x  +  2x  =  90°  =>  6x  =  90° 
x  =  15° 

30.  En  la  figura  E  es  el  excentro  de  AABC.  Calcular  x 
si  Al  =  IB 

B 


242  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


Resolución: 


IC  (mediana):  Al  =  IB  =  IC 
=>  mZICB  =  x 

ZAICEB  (inscriptible):  mZIEB  =  mZICB  =  x 
ABEC:  (90°  - 1)  +  2x  +  45”  =  1 80°  x  =  30” 

31.  Calcular  x  en  la  figura  mostrada. 


Resolución: 


AABC;  mZC  =  60° _ 

Prolongamos  BE  y  AD  hasta  C 
I  es  incentro  dél  AABC 

Como:  mZBIE  =  mZDCE  =>  /ADIEC  inscriptible 
=*  x  =  mZlCE  x  =  30° 

32.  Se  tiene  el  triángulo  rectángulo  ABC,  F  e  AC, 
AB  =  FC,  las  mediatrices  de  BC  y  AF  se  intersecan 
en  P.  Si  la  mZBCA  =  q,  hallar  la  mZACP 

Resolución: 


Por  teorema  de  la  mediatriz:  PA  =  PF  A  PB  =  PC 

Por  dato:  AB  =  FC 

Luego:  APFC  s  APAB  (LLL) 

=>  mZABP  =  x 

Como:  mZPBC  =  mZC  =  x  +  0 
=>  x  +  x  +  0  =  90°  =*  2x  =  90°  -  0 
/.  x  =  45°  -  0/2 


33.  En  un  AABC  se  traza  la  mediana  BM.  Si 
mZBMA  =  45°  y  2mZBCA  =  mZBAC,  hallar  la 
mZBCA. 

Resolución: 


kAMP:  I  es  incentro  según  la  figura 

De  la  figura:  mZAPM  =  90°  -  2a 

=>  mZAPI  =  mZMPI  =  45°  -  a 

Pero:  mZMBC  =  45°  -  a,  entonces  el  cuadrilátero 

BPNI  es  inscriptible. 

En  consecuencia:  mZANB  =  2a  =  mZBPI 
=*  2a  =45° -a  a  =  15° 

34.  En  un  triángulo  ABC,  mZABC  =  60°.  Hallar  la  me- 
dida  dél  ángulo  obtuso  que  determina  la  recta  de 
Euler  con  el  lado  BC. 

Resolución: 


B 


Si:  mZB  =  60°  =>  mZAOM  =  mZMOC  =  60° 
Pero:  mZAHC  =  120°,  entonces  el  cuadrilátero 
AHOC  es  inscriptible. 

=>  mZQHO  =  mZACO  =  30° 

En  consecuencia:  x  =  90°  +  30°  x  =  120° 

35.  Se  tiene  una  semicircunferencia  de  diámetro  AB; 
H  y  T  són  puntos  dél  diámetro  y  de  la  semicircun- 
ferencia  respectivamente,  tál  que  HT  1  AB,  por 
T  y  H  pasan  una  recta  tangente  y  una  recta  se- 
cante  que  se  intersecan  en  C.  Si  desde  el_ángulo 
TCH  se  traza  una  bisectriz  que  interseca  a  AT  en  E  y 
mZCHB  =  70°;  hallar  la  mZAHE. 

Resolución: 
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TA  es  bisectriz  dél  ángulo  STH 

Por  ángulo  inscrito:  mZSTA  =  mZTBA  =  0 

=>  CE  es  bisectriz  dél  ángulo  TCH. 

Luego:  E  es  excentro  dél  triángulo  HTC  relativo  al 
ladoTH. 

=>  HE  es  bisectriz  exteriőr, 
n  +  n  +_20°  =J80  =>  2n  =  160°  =>  n  =  80° 

Como:  TH  1ÁB  =>  x  +  80°  =  90°  x  =  10° 

36.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  la  recta  de  Euler 
determina  con  sus  lados  un  cuadrilátero  inscripti- 
ble.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  que  formán  di- 
cha  recta  de  Euler  y  el  diámetro  que  pasa  por  el 
vértice  de  donde  partén  los  lados  que  intersecan  a 
la  recta  de  Euler. 

Resolución: 


H:  ortocentro;  O:  circuncentro 
Sabemos  que:  mZABH  =  mZOBC  =  0 
Por  condición:  mZBEH  =  mZC  =  a 
=>  mZAOM  =  mZMOC  =  90°  +  0  -  a 
Luego:  mzHBO  =  90°  -  (a  +  0) 

AEBH:  mZBHO  =  a  +  0 
AHBO:  x  +  (a  +  0)  +  90°  -  (a  +  0)  =  180° 
x  =  90° 

37.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  mediana  BR;  tál 
que  AB  =  AR,  mZRBC  =  14°.  Hallar  la  mZBAR. 

Resolución: 

Sea:  mZBAR  =  x 


B 


En  el  triángulo  isósceles  ABR  trazamos  la  mediana 
AM  que  también  es  altura  y  bisectriz. 

Trazamos:  CH  1  BR 
kAMR  s  fckCHR  =>  RM  =  RH 
Sea:  CH  =  3k 

En  bBHC  (14°  y  76°):  BH:  =  4(CH)  =  12k 


Luego:  BM  =  MR  =  RH  =  4k 
kRHC  (37°  y  53°):  mZCRH  =  37° 

AABR  (isósceles):  x  +  2(37°)  =  180°  .-.  x  =  1 06° 

38.  En  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC),  se 
ubica  el  punto  interior  T  tál  que  la  mZBAT  =  40°, 
mZTAC  =  30°,  mZBCT  =  20°.  Calcular  la  mZCBT. 

Resolución: 


Trazamos:  BH  1 AC 

BH  es  bisectriz  dél  ángulo  ABC 

mZABH  =  mZHBC  =  20° 

Pero:  mZBQT  =  mZTQC  =  60°  y 
mZQCT  =  mZBCT  =  20° 

Entonces:  T  es  el  incentro  dél  triángulo  QBC 
Luego:  mZQBT  =  mZTBC  =  x 
x  +  x  =  20°  .*.  x  =  10° 

39.  En  la  figura,  EF  es  la  mediatriz  de  DC,  AB  //  DE  y 
AJ  =  20.  Calcular  BE. 

G 


Resolución: 


Por  teorema  de  la  mediatriz: 

mZEDF  =  mZECF  =  0 

Como:  DE  //AB  =>  mZBAD  =  mZEDC  =  0 

Trazamos:  DV  //  BE  =>  mZVDA  =  0 

OVDEB  (paralelogramo):  VD  =  x 

kADJ:  mZADV  =  mZVAD  =  0 

=>  mZVDJ  =  mzDJV 

Luego:  AAVD  A  ADVJ  són  isósceles 

=*  AV  =  VJ  =  VD  x  =  10 
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®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  2003  - 1) 

La  suma  de  dós  ángulos  exteriores  de  un  triángulo  midé 
270°,  el  lado  mayor  midé  48  m.  Hallar  la  distancia  dél 
baricentro  al  circuncentro. 

A)  6  m  B)  8  m  C)  12  m 

D)  16  m  E)  20  m 

Resolución: 

Por  los  datos  dél  probléma,  sabemos  que  se  trata  de  un 
triángulo  rectángulo: 


C 


a  +  p  =  270  °  =*  mZA  +  mZB-  4-  mZC  =  1 80° 

360°  -  (a  +  p)  +  mZC  =  180°  =>  mZC  =  90° 

Luego:  3x  =  24  x  =  8  m 

Clave:  B 


Por  incentro:  mZlCB  =  2p  4-  m  +  0 

Se  observa:  mZOAB  =  mZOCB 

=>  2a  4-  m  =  0  4-  2p  +  m  4-0  p  =  a  —  0 

Clave:  E 

PROBLÉMA  3  (UNI  2007  - 1) 

Se  tiene  un  triángulo  equilátero,  donde  la  distancia  dél 
ortocentro  a  la  recta  que  une  los  puntos  medios  de  dós 
lados  dél  triángulo  es  2,  calcule  la  longitud  dél  lado  dél 
triángulo. 

A)  2  B)2V2  C)4 

D)4V2  E)8V2 

Resolución: 

Sea: 


PROBLÉMA  2  (UNI  2003  -  II) 


En  la  figura  mostrada  el  punto  O  es  el  ortocentro  e  I  es 
el  incentro  dél  AABC.  Hallar  la  reláción  entre  0,  a  y  p. 


A)  p 
D)p 


2a  -  0  B)  p  =  2(a  -  0)  C)  P  = 
E)  p  =  a  -  0 


Resolución: 

Graficando: 


Piden  la  reláción  entre  a,  p  y  0. 

Sea:  mZCBO  =  m  =>  mzCAO  =  m 

Por  incentro:  mZIAB  =  a  4-  m;  mZlBA  =  p  +  m 

Por  ortocentro:  mZACO  =  2p  4-  m 


Del  gráfico  vemos  que  la  base  média  midé  4/3  luego 
cada  lado  medirá  8/3  por  ser  un  triángulo  equilátero. 

Clave:  E 


PROBLÉMA  4  (UNI  2010  - 1) 

En  un  triángulo  ABC,  denote  por  I  al  incentro  y  por  O  a 
la  intersección  de  la  bisectriz  interiordel  ánguIoAcon  la 
bisectriz  exteriőr  dél  ángulo  C. 

Si:  mZAlC  4-  mZCOA  =  150°,  halle  mZCOA. 

A)  20°  B)  25°  C)  30° 

D)  35°  E)  40° 

Resolución: 

Nos  piden:  mZCOA  =  x 

Dato:  mZAlC  4-  mZCOA  =150°  ...(1) 


Por  propiedad:  mZABC  =  2mZAOC 
=>  mZABC  =  2x 

Por  propiedad:  MZAlC  =  90°  +  ^Z-ABC 
m+AIC  =  90°  4-  x 

Luego,  en  (1):  mZAlC  +  mZCOA  =  150° 

x  4-  90°  4-  x  =  150°  x  =  30° 

Clave:  C 
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1.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  la  recta  de  Euler 
interseca  a  BC  y  AB  en  los  puntos  M  y  N  respecti- 
vamente  tál  que  BM  =  BN,  calcular  mzABC. 

A)  45°  B)  75°  C)  72° 

D)  53°  E)  60° 

2.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC  de  ortocentro  H; 
sea  M,  P  y  L  puntos  medios  de  AB,  AC  y  BH  res- 
pectivamente.  Si  mZBAC  =  a,  calcular  mZMLP. 

A)  3a  B)  a/2  C)  3a/2 

D)  a  E)  2a 


3.  En  el  gráfico,  G  es  baricentro  de  la  región  triangular 

ABC  y  punto  de  intersección  de  las  diagonales  dél 

rn 

paralelogramo  AMNP.  Calcular 


B 


D)  3/7  E)  4/7 


4.  En  el  gráfico,  H  y  O  són  ortocentro  y  circuncentro 
dél  triángulo  ABC,  mZPSC  +  mZOAC  =  90°  y 
BC  =  3(RP),  calcular 


B 


D)  3  E)  3/2 


5.  En  una  semicircunferencia  de  diámetro  AB  se  ubi- 
can  los  puntos  M,  N  y  P,  tál  que  M  E  AN  y  P  e  NB. 
Desde  P  se  traza  la  perpendicular  PH  a  AB 
(H  e  AB)  si  NB  y  MB  intersecan  a  PH  en  S  y  Q. 
Luego,  se  ubica  T  en  la  región  exteriőr  relativa  a 
MN.  SjNS  =  SQ;  MT  =  TN,  mZMTN  =  mZSQB  y 
MS  n  NT  =  {0}  <j,qué  punto  notable  es  O  dél  trián¬ 
gulo  MNB? 

A)  Circuncentro  B)  Incentro  C)  Ortocentro 

D)  Baricentro  E)  Excentro 


6.  El  gráfico  ABCD  es  un  rombo,  calcular  ™ 


M 


A)  1  B)  1/2  C)2  D)  1/3  E)  1/4 

7.  En  la  figura,  H  es  el  ortocentro  dél  triángulo  acután¬ 
gulo  ABC  y  BC  =  2(AH),  calcular  x. 


B 


D)  5372  E)  8° 


8.  Según  la  figura,  O  y  G  són  el  incentro  y  baricentro 
de  las  regiones  triangulares  ABC  y  DNC  respecti- 

vamente,  siendo  DP  =  PC,  calcular 

NG 

A)  2/3  B)  3/2  C)  1212 

D)  1/2  E) 2 


9.  Según  el  gráfico,  G  es  baricentro  de  la  región  ABC. 
Calcular  x  en  función  de  a  y  R  (T  es  punto  de  tan- 
gencia). 


A)  R  +  a  B)  2R  -  a  C)  R  +  2a 

D)  3R  -  2a  E) 

10.  En  un  triángulo  ABC,  con  diámetro  AC,  se  traza 
una  semicircunferencia  que  contiene  al  baricentro 
G  de  la  región  ABC.  Si  AG  =  2/5  y  mAG=  53°. 
Calcular  BC. 
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A)  57Í7  B)  2785  C)  4734 

D) 2734  E)  785 

11.  En  un  triángulo  ABC  de  ortocentro  H,  la  medida  dél 
ángulo  ABC  es  0,  en  la  región  exteriőr  relativo  a  BC 
se  ubica  el  punto  E,  tál  que  mZHAC  =  mZHEC, 
calcular  la  mZBEH. 

A)  0  B)  0/2  C)  90°  -  20 

D)  90°  -  0  E)  20 

12.  En  el  gráfico  I  y  O  són  incentro  y  ortocentro  dél 
triángulo  respectivamente,  calcular  x. 


D)  45°  E)  53° 


14.  En  un  cuadrante  AOB,  en  el  arco  AB  se  ubica  el 
punto  P  trazándose  el  rectángulo  PMOS  (M  e  AO), 
luego  se  traza  (PQ 1  AB).  ^Qué  punto  notable  es  Q 
en  el  triángulo  MPS? 


Si  mZABC  =  80°.  Calcular 

A)  70°  B)  80°  C)  75° 

D)  85°  E)  60° 

16.  En  el  gráfico: 

O:  circuncentro  dél  AABD 

D:  excentro  dél  AABC  relativo  al  lado  AB. 

Siendo  DO  =  a  y  OR  =  b.  Calcular  RS. 


D)  a  -  |  E)  2a  -  b 


17.  En  la  figura,  MN  =  AQ  y  AC  =  BC,  ^qué  punto  no¬ 
table  es  Q  dél  triángulo  ACB? 


A)  Ortocentro  B)  Baricentro  C)  Incentro 

D)  Circuncentro  E)  Cevacentro 

18.  En  un  cuadrado  ABCD  con  centro  en  B,  se  traza  el 
arco  AC,  luego  se  ubica  M  y  N  en  ADy  CD  respec¬ 
tivamente,  siendo  MN  tangente  a  AC  en  T,  si  BM 
y  BN  intersecan  a  AC  en  P  y  Q  respectivamente, 
entonces  el  triángulo  PTQ  es: 

A)  Acutángulo  B)  Obtusángulo 
C)  Rectángulo  D)  Equilátero 

E)  Isósceles 


A)  Circuncentro  B)  Baricentro  C)  Ortocentro 

D)  Incentro  E)  Excentro 

15.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  ceviana  interior 
BM.  Luego,  se  ubican  los  ortocentros  H,  y  H2  en 
los  triángulos  ABM  y  BMC  respectivamente. 


19.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  H  es  ortocentro  y 
O  es  circuncentro.  Calcular  mZABC,  si: 
mZAHC  =  mZAOC 

C)  60° 


A)  120' 
D)  45° 


B)  90' 
E)  75' 


20.  Calcularx. 
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B 


D) 22°  E)  23° 

21.  Si  O  es  el  ortocentro  dél  AABC,  calcular  x 


D)  24°  E)  16° 

22.  Calcularx. 


D)  40°  E)  32° 

23.  Si  I  es  incentro  dél  triángulo  ABC.  Calcular  x. 


A)  60°  B)  71°30'  C)  45° 

D)  26°30'  E)  37° 


A)  90°  B)  45°  C)  37° 

D)  30°  E)  60° 

25.  En  el  gráfico,  calcular  0,  Si  I  es  incentro  dél  AABC. 


D)  60°  E)  50° 

26.  En  un  AABC  de  circuncentro  K  y  excentro  E  relati- 
vo  a  BC.  Calcular  la  mZA,  siendo 

mZBKC  =  2(mZBEC) 

A)  30°  B)  60°  C)  45° 

D)  90°  E)  75° 

27.  De  las  siguientes  afirmaciones,  cuáles  són  correctas. 

I.  Todo  triángulo  tiene  un  triángulo  órtico. 

II.  En  un  triángulo  equilátero,  todos  los  puntos  no- 
tables  coinciden  en  un  mismo  punto. 

III.  Si  el  perímetro  de  un  triángulo  es  26,  entonces 
el  perímetro  de  su  triángulo  mediano  es  13. 

IV.  El  ortocentro  de  un  triángulo  obtusángulo  es  un 
excentro  de  su  triángulo  pedál. 

A)  Ily  III  B)  Ily  IV  C)  III  y  IV 

D)  I  y  IV  E)  I  y  II 

28.  Sea  H  el  ortocentro  dél  triángulo  acutángulo  ABC, 
exteriőr  y  relativo  al  lado  AC  se  ubica  el  punto  P  de 
modo  que  mZCPH  =  mZHBC  y  mZBAC  =  80°. 
Calcular  la  mZAPH. 

A)  10°  B)  15°  C)  20° 

D)  30°  E)  40° 

29.  Si  O  es  ortocentro,  calcular  y  -  x. 


24.  Exteriormente  a  un  rombo  ABCD,  se  traza  el  cua-  i 

drado  BCPQ.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  deter-  |  A)  5° 
minado  por  AC  y  PD.  D)15° 


B)  8°  C)10° 

E)  20° 
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30.  Si  H  es  ortocentro  y  O  es  el  circuncentro,  calcular 
x. 


31.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  altura  BH  (H  en 
ÁC)  y  se  ubica  N  en  BH.  Si  =  mZNAC  _ 


mZHBC.  Calcular  mZHCN. 
A) 45°  B)  53° 

127  143 


C)  60° 


D) 


E) 


2  '2 
32.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  ceviana  inte- 
rior  BP,  tál  que  mZBAC  =  2(mZABP),  AB  =  PC  y 
mZPBC  =  90°+  mZABP,  calcular:  mZABP. 


A)  15° 
D)  16° 


B)  10° 
E)  18° 


C)  12° 


33.  En  el  gráfico,  MB  =  MP  =  6,  calcular  la  distancia 
dél  circuncentro  dél  triángulo  ABC  hacia  AC. 


A)  Í2 
D)3/2 


B)  2/2 
E)  4/2 


C)  6/2 


34.  En  el  gráfico,  P  y  O  són  puntos  de  tangencia;  ade- 
más,  AM  =  R/2  <j,Qué  punto  notable  es  Ot  dél  trián¬ 
gulo  MPQ? 


A)  Baricentro 
D)  Excentro 


B)  Incentro 
E)  Ortocentro. 


C)  Circuncentro 


A)  37° 
D)  60° 


B)  53° 
E)  74° 


C)  30° 


36.  En  el  gráfico  AM  =  MB,  T  y  S  són  puntos  de  tan¬ 
gencia.  Si  R  =  <12,  calcular  AS. 


A)  2 
D)  5 


E)  2(2 


37.  En  el  gráfico,  T  y  M  són  puntos  de  tangencia  y 
mST  =  mRQ.  <j,Qué  punto  notable  es  O  dél  trián¬ 
gulo  TLQ? 


35.  En  una  circunferencia  se  trazan  las  cuerdas  per- 
pendiculares  AC  y  BD  secantes  en  Q.  Si  AB  =  5  y 
QH  torna  su  máximo  valor  entero,  siendo  H  orto¬ 
centro  dél  triángulo  BCD,  calcular  mBC. 


A)  Ortocentro  B)  Incentro  C)  Baricentro 

D)  Circuncentro  E)  Cevacentro 

38.  En  un  cuadrilátero  ABCD  circunscrito  a  una  cir¬ 
cunferencia,  se  traza  una  semicircunferencia  con 
diámetro  CD  en  el  cual  se  ubica  al  punto  M  en  el 
arco  CD,  tál  que  MD  =  AB  =  12  y  BC  +  AD  =  25. 
Calcular  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  en  el 
triángulo  CMD. 

A)  4  B)  3  C)  2 

D)  5  E)  1 

39.  En  el  gráfico,  mZDBF  =  45°,  BC  //  DE. 

AB  =  OT  (T,  punto  de  tangencia)  y  2(AD)  =  CE. 

Calcular 


A)  2((2  +  1) 
D)  2  ((2-  1) 


B)  2(2 
E)  2(2  -  1 


C)/2+  1 


40.  En  el  gráfico,  BCD  y  CDEF  són  cuadrados. 
<j,Qué  punto  notable  es  C  para  el  triángulo  LQS? 
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A)  Excentro  B)  Baricentro 

C)  Ortocentro  D)  Circuncentro 

E)  Punto  de  Poncelet 

41.  En  el  gráfico,  H  es  ortocentro  dél  triángulo  ABC, 
OM  =  AN  =  (2  y  mBC  =  127°,  calcular  x. 


a4 

D)  2 

42.  En  el  gráfico,  G1t  G2  y  G3  són  baricentros  de  los 
triángulos  ABC,  BCD  y  DEF.  Si  AD  =  9,  <j,en  cuánto 
distan  los  puntos  medios  de  BC  y  EF? 


D 


E 
F 

A)  9  B)  10  C)  8 

D)  6  E)  7,5 

43.  En  un  triángulo  equilátero  ABC_  se  ubica  en 
la  región  exteriőr  relativo  a  BC  el  punto  R, 
mZARB  =  30°  y  mZRAC  =  0.  Calcular  mZARC 
en  función  de  0. 

A)e  B)|  C)  20 

D) 30  E) ^ 

44.  En  la  región  interior  y  en  la  prolongación  de  CB  de 
un  triángulo  isósceles  ABC,  cuya  base  es  AC,  se 
ubican  los  puntos  P  y  Q  respectivamente,  tál  que 
mZAQB  =  90°,  QB  =  BP  y  mZABC  =  mZQBP.  Si 


E)  V2 


PB  interseca  a  AQ  en  M  y  mZQAC  =  a,  calcular 
mZMBC  en  función  de  a. 

A)  a +  45°  B)  30°  +  a  C)a  +  15° 

D)  2a  E)^- 

45.  Según  el  gráfico,  AM  =  MO.  Calcular  x.  (T  es  punto 
de  tangencia). 


D) 20°  E)  35° 


46.  Según  el  gráfico,  H  es  el  ortocentro  dél  triángulo 
ABC,  BM  // AC  y  BM  =  TO.  Calcular  la  mZBMH. 


A)  30° 
D)  53° 


E)  60° 


47.  Según  el  gráfico,  mAB  =  80°,  calcular  x. 


C) 160° 


48.  En  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC)  se 
traza  las  cevianas  interiores  BD  y  CQ,  tál  que 
mZABD  =  mZBCQ  =  30°;  mZDBC  =  50°.  Calcu¬ 
lar  mZDQC 

A)  20°  B)  30°  C)  40° 

D)  60°  E)  35° 

49.  Según  el  gráfico,  BN  =  6,  AM  =  9  y  MC  =  5,  calcu¬ 
lar  BC  (S,  T,  L  y  Q  són  puntos  de  tangencia  y  r  es  el 
inradio  dél  triángulo  ONA). 
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A)  8 
D)  15 


E)  13 


50.  En  un  paralelogramo  ABCD,  AB  =  12,  M  es  punto 
medio  de  CD,  AM  =  BD  y  AM  n  BD  =  {Q}.  En  la 
prolongación  de  AD  se  ubica  el  punto  E,  tál  que 
BC  =  DE  y  mZDQE  =  37°.  Calcular  QE. 

A) 16  B)  12  C) 14 

D) 20  E)  15 

51.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  las  prolongacio- 
nes  de  las  alturas  trazadas  desde  A,  B  y  C  són 
secantes  a  la  circunferencia  circunscrita  a  dicho 
triángulo  en  los  puntos  P,  Q  y  R.  Si  la  suma  de  las 
distancias  dél  circuncentro  dél  triángulo  ABC  a  sus 
respectivos  lados  es  d,  calcular  el  perímetro  de  la 
región  hexagonal  ARBPCQ. 


A)  2d 
D)6d 


B)  3d 
E)  5d 


C)4d 


52.  Según  la  figura,  P  y  T  són  puntos  de  tangencia, 
calcular  x. 


C)  78° 


53.  Desde  un  punto  P  exteriőr  a  una  circunferencia,  se 
trazan  las  secantes  PMA  y  PQB.  En  MQ  se  ubi¬ 
ca  el  punto  H  que  es  ortocentro  dél  triángulo  APB. 
<j,Qué  punto  notable  es  H  para  el  triángulo  MPQ? 

A)  Circuncentro  B)  Ortocentro  C)  Baricentro 

D)  Excentro  E)  Incentro 

54.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  mZABC  =  60°;  la 
recta  de  Euler  es  secante  a  los  lados  AB  y  BC  en  M 
y  N  respectivamente.  Si  AM  =  a  y  NC  =  b,  calcular 
el  perímetro  de  lo  región  triangular  MBN. 

A)  2(a  +  b)  B)  3(a  +  b)  C)  4(a+  b) 


D)|(a  +  b) 


E)  V3(a  +  b) 


55.  Según  el  gráfico,  calcular  x  si  mZABC  =  80°;  H  es 
ortocentro  y  M  es  punto  medio  de  BC. 


A)  20° 
D)  60° 


E)  40° 


56.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B, 
de  incentro  I  y  excentro  E  relativo  a  BC  y  sien- 
do  T  la  proyección  ortogonal  de  I  sobre  AC  y  la 
mZACB  =  37°,  calcular  la  medida  dél  ángulo  IET. 

C)  21°  30’ 


A)  10° 

D)  10°30’ 


B)  15° 
E)  7°30’ 


57.  En  el  gráfico,  I  es  el  incentro  dél  triángulo  ABC  y 
PQ  =  AC,  calcular  x. 


A)  90° 
D)  85° 


E)  95° 


C) 110° 


58.  En  la  figura,  P,  Q,  R  y  S  són  puntos  de  tangencia, 
TC  =  AM,  TB  =  3  y  a  +  0  =  90°,  calcular  TM. 


59.  En  un  triángulo  ABC  cuyo  circuncentro  es  O  y,  ade- 
más,  A',  B'  y  C'  són  puntos  simétricos  de  O  res- 
pecto  a  BC,  AC  y  AB  respectivamente.  <j,Qué  punto 
notable  es  O  para  el  triángulo  A’B'C'? 


A)  Baricentro 
C)  Circuncentro 
E)  Excentro 


B)  Ortocentro 
D)  Incentro 


Geometria  ■  251 


60.  En  un  triángulo  equilátero  ABC  de  circuncen- 
tro  O,  se  trazan  las  cevianas  interiores  CN  y 
AM,  las  cuales  se  intersecan  en  P,  tál  que  la 
mZPBA  =  10°  y  AN  =  BM.  Calcular  la  mZOMP. 

A)  30°  B)  10°  C)  60° 

D)  20°  E)  50° 

61.  En  un  triángulo  ABC  acutángulo  de  ortocentro  O, 
la  recta  de  Euler  corta  en  el  punto  F  al  lado  AC. 
Calcular  la  mZFDC,  si  AF  =  2FC  =  20B,  (D  es 
circuncentro  dél  triángulo  ABC). 

A)  5372  B)  3772  C)  45° 

D)  30°  E)  60° 

62.  Dado  el  triángulo  acutángulo  ABC  el  ZA  midé  80° 
y  sea  E^Eg  su  respectivo  triángulo  excentral  (E, 
relativo  a  AB  y  E2  relativo  a  BC).  Calcular  la  suma 
de  los  ángulos  E2E.,E3  y  E.,E3E2. 

A)  50°  B)  60°  C)100° 

D) 120°  E) 130° 

63.  Se  tiene  un  cuadrilátero  circunscrito  a  una  circun- 
ferencia  donde  la  mZABC  =  mZACD  =  90°.  Cal¬ 
cular  la  suma  de  las  distancias  de  los  incentros  a 
los  vértices  de  los  ángulos  rectos  de  los  triángulos 
ABC  y  ACD,  si  BC  =  m. 

A)  B)mV2  C)^ 

D)  m  E)  2m 


A)  8 

B)  12 

016 

D)  20 

E)  24 

En  un 

triángulo  ABC, 

se  cumple  que: 

mZEIC  -  mZlEC  =  36°.  Donde  1  es  el  incentro 
y  E  es  el  excentro  relativo  al  lado  BC.  Calcular  la 
mZABC. 

A)  46°  B)  50°  C)  54° 

D)  62°  E)  68° 

69.  En  la  figura,  calcular  x,  si  E  es  el  excentro  dél  trián¬ 
gulo  ABC. 

A)  95° 

B)  98° 

C)  100° 

D)  105° 

E)  110° 

70.  Sean  O,  B  y  C  el  ortocentro,  baricentro  y  circuncen¬ 
tro  de  un  triángulo,  si  M  y  N  són  puntos  medios  de 
los  segmentos  OC  y  OB,  respectivamente.  Hallar 
OC,  siendo:  MN  =  8. 

A)  12  B)  24  C)32 

D)  48  E) 18 

71.  En  el  gráfico,  H  es  el  ortocentro  dél  triángulo  ABC, 
O  es  el  circuncentro  y  Calcular  la  suma  de  los  án¬ 
gulos  HCO  y  OBC. 


64.  En  la  prolongación  dél  lado  AB  de  un  cuadrilátero 
ABCD  se  marca  el  punto  E,  tál  que  mZEBC  =  48°, 
mZCBD  =  78°,  mZBDC  =  30°,  mZADB  =  54°. 
Calcular  la  mZBAC. 

A)  9°  B)  18°  C)36° 

D)  30°  E)  54° 

65.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  ABC  recto  en  B, 
de  incentro  I,  se  raza  IH  1  AC.  Calcular  HC,  si  su 
exradio  relativo  a  BC  midé  4. 

A)  3  B)  4  C)  4V2 

D)  2  E)  4V3 

66.  La  distancia  entre  el  centro  de  la  circunferencia  cir- 
cunscrita  a  un  triángulo  rectángulo  y  el  punto  de 
intersección  de  sus  trés  alturas  es  igual  a: 

A)  dós  tercios  dél  cateto  mayor 

B)  dós  tercios  dél  cateto  menor 

C)  un  tercio  de  la  altura  relativa  a  la  hipotenusa 

D)  la  semisuma  de  los  catetos 

E)  la  mitad  de  la  hipotenusa 

67.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  alturas  AM,  BH 
y  CN;  desde  M  se  trazan  las  perpendiculares  MP  y 
MQ  a  los  lados  AB  yAC,  respectivamente.  Si  PQ  =  12, 
calcular  el  perímetro  dél  triángulo  órtico  MHN. 


B 


D) 53°  E) 60° 

72.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  mZA  =  <|>.  Hallar 
unó  de  los  ángulos  internos  de  su  triángulo  pedál. 

A)  90°  -  <|>  B)  90°  -  2<|>  C)  180°  -  <|> 

D)  180°  —  2<f>  E)  90°  +  <|)/2 


73.  Se  tiene  un  triángulo  ABC,  BC  =  48  y  la  distancia 
dél  incentro  al  excentro  relativo  a  BC  es  50.  Hallar 
la  mZBAC. 

A)  16°  B)  32°  0  64° 

D)  74°  E)  106° 

74.  Se  tiene  un  triángulo  ABC  de  incentro  I,  con  rádió 
IB  se  traza  una  circunferencia  que  interseca  a  AB 
y  AC  en  P  y  R,  respectivamente,  y  BC,  RC  en  M  y 
N.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  formado  por  NP  y 
RM,  respectivamente,  siendo:  mZABC  =  70°. 
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A)  45° 
D)  15° 


B)  60° 
E)  30° 


C)  70° 


75.  Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F)  en  las  siguientes 

proposiciones: 

I.  En  todo  triángulo,  el  perímetro  de  la  región  limi- 
tada  por  su  respectivo  triángulo  mediano  es  la 
mitad  dél  perímetro  de  la  región  triangular  inicial. 

II.  En  todo  triángulo,  el  triángulo  que  tiene  por 
vértice  a  los  excentros,  para  el  triángulo  inicial, 
siempre  es  acutángulo. 

III.  Si  en  el  triángulo,  la  recta  de  Euler  es  paralela  a 
un  lado,  entonces  la  distancia  hacia  dicha  recta, 
de  un  punto  dél  lado  al  cual  es  paralela,  es  la 
mitad  de  la  distancia  dél  vértice  opuesto  a  dicho 
lado  a  la  recta  de  Euler. 

C)  VW 


A)  VFF 
D)  FFV 


B)  FW 
E)  WF 


76.  En  el  gráfico  hallar  x,  si  a  =  80°  y  M,  N  y  P  són 
puntos  de  tangencia. 


A)  10° 
D)  40° 


E)  50° 


77.  Calcular  el  circunradio  de  un  triángulo  acutángulo 
ABC,  si  la  distancia  entre  los  puntos  medios  de  AC 
y  BH  es  12.  Siendo  H  el  ortocentro  dél  triángulo. 


A)  6 
D)  12 


B)  8 
E)  14 


C)  16 


78.  En^  un  paralelogramo  ABCD,  se  traza  la  diagonal 
BD  y  se  ubican  O,  y  02  excentros  de  los  triángulos 
BCD  y  ABD  relativos  a  los  lados  CD  yAD,  respecti- 
vamente.  Determinar  que  punto  notable  que  repre- 
senta  D  para  el  triángulo  C^BO;,. 

A)  Incentro  B)  Ortocentro  C)  Baricentro 
D)  Circuncentro  E)  Cevacentro 

79.  Calcular  el  perímetro  de  la  región  cuadrada  HGMN. 
H  es  ortocentro  dél  AABC,  G  es  baricentro  dél  AABC 
y  AC  =  6  /2Í 

B 


A)  18 
D)  26 


B)  20 
E)  32 


C)  24 


80.  Siendo  P,  Q  y  T  puntos  de  tangencia,  ^qué  punto 
notable  es  D  para  el  TÓBA? 


A)  Ortocentro  B)  Baricentro 
D)  Circuncentro  E)  Jerabek 


C)  Incentro 
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34.  E  ; 

44.  D 

54.  B 

64.  B 

74.  D 

5.  E 

15.  B 

25.  B 

35.  E 

45.  A 

55.  B 

65.  B 

75.  C 

6.  A 

16.  B 

26.  B 

36.  E  ! 

46.  E 

56.  D 

66.  E 

76.  C 

7.  D 

17.  B 

27.  C 

37.  A 

|  47.  C 

57.  A 

67.  E 

77.  D 

8.  C 

18.  C 

28.  A 

38.  C  | 

48.  C 

58.  D 

68.  C 

78.  B 

9.  A 

19.  A 

29.  C 

39.  D 

49.  B 

59.  B 

69.  D 

79.  C 

10.  B 

20.  C 

30.  C 

40.  A 

!  50.  A 

1  60.  D 

70.  D 

80.  A 

Líneas 
proporcionales 
Semejanza  de 
triángulos 


Tales  de  Mileto  náció  en  Mileto 
(625/624  a.  C.)  y  murió  en  Mileto 
(547/546  a.  C.).  Fue  un  filósofo, 
matemático,  geómetra,  físico  y 
Iegislador  griego.  Fue  el  inicia- 
dor  de  la  Escuela  de  Mileto.  En 
la  antigüedad  se  le  consideraba 
unó  de  los  Siete  Sabios  de  Gre- 
cia.  Se  suele  aceptar  que  Tales 
comenzó  a  usar  el  pensamiento 
deductivo  aplicado  a  la  geome¬ 
tria  y  se  le  atribuye  la  enuncia- 
ción  de  dós  teoremas  geométri- 
cos  que  Ilevan  su  nombre. 

Además,  se  le  atribuyen  a  Tales 
varios  descubrimientos  mate- 
máticos  registrados  en  Los  eíe- 
mentos  de  Euclides.  Asimismo. 
es  muy  conocida  la  leyenda 

acerca  de  un  método  de  com-  _ 

paración  de  sombras  que  Tales 
habría  utilizado  para  medir  la 
altura  de  las  pirámides  egipcias:  el  milesio  se  percató  de  que  se  podría  saber  la  altura  exacta  de 
las  pirámides  midiendo  la  sombra  de  estas  en  el  momento  dél  dia  en  que  su  sombra  éra  más  o 
menos  de  igual  tamano  que  su  cuerpo.  Este  método  fue  aplicado  Iuego  a  otros  fines  prácticos 
de  la  navegación.  Se  supone,  además,  que  Tales  conocía  ya  muchas  de  las  bases  de  la  geome¬ 
tria,  como  el  hecho  de  que  cualquier  diámetro  de  un  círculo  Io  dividiría  en  partes  idénticas,  que 
un  triángulo  isósceles  tiene  por  fuerza  dós  ángulos  iguales  en  su  base  o  las  propiedades  relacio- 
nales  entre  los  ángulos  que  se  formán  al  cortar  dós  paralelas  por  una  línea  recta  perpendicular. 


HH 


jflígp^  ’ 

fo.6C\a,  S25/B2A  a.  0.  -  Grecia.  547/54fia 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<♦  LÍNEAS  PROPORCIONALES 


Teorema  de  Tales 

Trés  o  más  rectas  paralelas  determinan  sobre  dós  o 
más  secantes  a  estas,  segmentos  proporcionales. 

Si  LJJL2//L3 


Entonces: 


AB  _  DE 
BC  EF 


1 .  Bisectriz  interior 


AD  _  AB 
DC  BC 


Deaquí:í§  =  ül:l§ 


EF 

DF 


Demostración: 


Al  dividir  AB  y  BC  en  m  y  n  partes  iguales  de  longitud 
“a”,  cada  una,  y  trazar  paralelas  a  las  dadas,  DE  y  EF 
quedarán  divididos  en  m  y  n  partes  iguales  de  longitud 


“b”,  cada  una. 

Luego:M=ma 

y  BC  na 


-  m  v  —  - 

“  n  y  EF  ~ 


mb  _  m 
nb  n 


•  AB-DE 
’  •  BC  “  EF 


Corolario: 

Toda  paralela  a  unó  de  los  lados  de  un  triángulo,  que 
interseca  a  los  otros  o  a  sus  prolongaciones,  determina 
sobre  ellos  segmentos  proporcionales. 

Si  EF  //  AC,  entonces: 


Primer  teorema  de  la  bisectriz 

En  todo  triángulo,  una  bisectriz  cualquiera  determina 
sobre  el  lado  opuesto,  segmentos  que  són  entre  sí 
como  los  lados  que  concurren  con  dicha  bisectriz. 


2.  Bisectriz  exteriőr 


EA  AB 
EC  BC 


Trazando  CR  //  BD:  mZR  =  mZABD  =  a  (correspon- 
dientes)  y  ZBCR  =  ZDBC  =  a  (alternos). 

ACBR  es  isósceles:  BR  =  BC  ...(I) 


En  el  AARC,  por  el  teorema  de  Tales 


.  AD  _  AB 
DC  ”  BR 


Con  lo  de  (I) 


.  AD  AB 
‘  DC  BC 


Para  demostrar  (2),  trace  CQ  //  EB  (Q  en  AB). 


Teorema  dél  incentro 

En  todo  triángulo,  el  incentro  determina  en  cada  bisec¬ 
triz,  segmentos  que  són  entre  sí,  como  la  suma  de  las 
longitudes  de  los  dós  lados  que  concurren  con  dicha 
bisectriz,  a  la  longitud  dél  tercer  lado. 


AABC,  I:  incentro 

Bl  _  AB  +  BC 
ID  AC 
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Demostración: 


Por  el  primer  teorema  de  la  bisectriz: 

.(1) 
AD 


„,aad O.  ad  AB  ^  AD  AB 
Bne'AABCDC  =  BC°AC^ÁD  =  BC 

Efectuando:  =  AB.~^BC 

AD  AC 

Reemplazando  esto  último,  en  (1):  ^  =  ABA*CB^ 

Teorema  dél  excentro 


En  la  figura,  E  es  el  excentro  relativo  al  lado  AC  dél 


AABC.  Entonces: 


BE  _  AB  +  BC 
ED  "  AC 


<♦  DIVISIÓN  ARMÓNICA 


Se  dice  que  los  puntos  colineales  y  consecutivos  A,  B,  C  y 
D,  constituyen  una  cuatema  armónica,  si  se  cumple  que: 


ABC 


D 


AB  _  AD 
BC  CD 


Cuando  esto  se  cumple,  se  dice  que  B  y  D  són  los  con- 
jugados  armónicos  de  A  y  C.  También  suele  decirse  que 
B  y  D  dividen  armónicamente  al  segmento  AC. 

Reláción  de  Descartes 

De  la  expresión  exteriőr,  se  demuestra  que: 


JL+JL =_L 

AB  AD  AC 

Propiedad.  En  todo  triángulo,  dós  vértices  y  los  pies  de 
las  bisectrices  interior  y  exteriőr,  que  partén  dél  tercero, 
constituyen  una  cuatema  armónica. 


AABC:  BD:  bisectriz  interior;  BE:  bisectriz  exteriőr. 


Demostración: 

Por  el  primer  teorema  de  la  bisectriz,  aplicado  al  AABC, 
para  las  bisectrices,  interior  BD  y  exteriőr  BE: 

AD  _  AB  EA  AB 
DC  BC  CE  BC 


Igualando  los  primeros  miembros  de  ambas  expre- 


siones: 


AD  _  EA 
DC  CE 


Para  recordar  la  forma  de  la  expresión  que  relaciona 
a  los  segmentos  de  una  cuatema  armónica,  tenemos: 

AB  _  AD  ^  1.°  =  4.°  t 

BC  CD  ^  2.°  3.°  A  B  C  D 

i - 4^ - 1 


Ház  armónico 

Se  da  este  nombre  al  conjunto  de  rayos  OA,  OB,  OC 
y  OD,  tál  que  A,  B,  C  y  D  constituyen  una  cuatema  ar¬ 
mónica. 


Ejemplos: 

1.  Enlafigura,  L,//L2‘/IL3JIL5\ AB=2;CD  =  5;GH  =6; 
QR  =  8  y  PQ  =  FG  +2.  Hallar  FG. 


Resolución: 

PQ  =  FG  +  2 

Por  el  teorema  de  Tales: 

FG  PQ  FG  FG  +  2 
EF“QR=>EF“  8 

rói/'nio  HoCC'  EF  AB  EF  2  rp  12 
Calculo  de  EF.  ^  =  cö  *  T  =  5  -  EF  =  T 

Reemplazando  en  (1 ): 

12  o 
5 

.-.  Efectuando:  FG  =  -| 
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2.  En  un  triángulo  ABC,  se  trazan  la  cevlana  interior  AR 
y,  luego,  RE  // ÁC  y  EF//ÁR.  (E  sobre  ÁB  y  F  en  BR). 
Si  BF  =  5  y  FR  =  3;  hallar  RC. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Tales: 

AABC:§  =  |§  ...(1) 

AABR:||  =  |  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

,  8  5 


Por  dato:  mZMBC  =  mZA  +  mZC 

Si:  mZA  =  a,  mZC  =  <(>=>  mZMBC  =  a  +  <}> 

En  el  AABC,  por  ser  ángulo  exteriőr: 
mZEBC  =  mZA  +  mZC  =>  mZEBC  =  a  +  <j) 

Se  observa  que  BC  es  bisectriz  exteriőr  en  el 
AABM.  Entonces,  por  el  primer  teorema  de  la  bi¬ 
sectriz,  aplicado  en  este  triángulo. 

BM  =  CM  BM  __  a 
AB  CA  *  16  2a 


■  =  -£-  BM  =  8 


Rt 

5.  En  la  figura,  O  e  I,  són  centros.  Si  R  +  5r,  hallar  ~ 


Resolución: 

I  es  incentro  dél  AABC  (teorema  dél  incentro): 
Bl _ AB  +  BC 

ÍD“  AC  ; 

Siendo  AC  =  2R 


3.  En  un  AABC,  AB  =  20;  BC  =  1 0  y  AC  =  21 ,  se  trazan 
las  bisectrices  interior  BD  y  exteriőr  BE.  Hallar  DE. 

Resolución: 


DE  =  x  +  y  ...(1) 

Por  el  primer  teorema  de  la  bisectriz: 

AD  _  AB  21  -x  20 
DC  BC  x  10 


Interior 


p-  *  .  EC  BC  y 
Exteriőr  =>  =rf  =  =r£  =»  - 


10 

EA  AB  ^  y  +  21  20 


=>  x  =  7 
y  =  21 


Reemplazando  los  valores  de  x  e  y  en  (1): 
DE  =  7  +  21  /.  DE  =  28 


4.  En  un  AABC,  AB  =  16,  se  traza  la  mediana  BM. 
Hallar  BM,  si  mZMBC  =  mZA  +  mZC 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Poncelet:  AB  +  BC  =  AC  +  2r. 

Colocando  esto  último  en  (1 ):  ^ 

BI_2R  +  2r  Bl  _  R  +  r 
^  ID  ~  2R  ^  ID  "  R 

Y  según  el  dato:  R  =  5r 

_ Bl  5r  +  r  .  Bl  6  4  0 

Entonces.  •  ]D  =  5=1’2 

6.  En  la  figura,  AB,  BC  y  AC  són  diámetros, 

AE  =  4,  EF  =  10  y  CG  =  12.  Hallar  GH. 


Resolución: 
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GH  =  x 

Como  AB,  BC  yAC  són  diámetros: 

mZAEB  =  mZAFC  =  mZAHC  =  mZBGC  =  90° 

=>  BE  //  CF  y  BG  //  AH 

Por  el  teorema  de  Tales:  f§  =  ^  y  f§  =  ^ 

=>  —  =  —  •  x  =  48 

12  10  ‘  ’ 


En  la  figura:  EP // BC;  QE//AB;  CF  =  16y 
AC  =  9.  Hallar  EF. 


Resolución: 

EF  =  x  +  16 

Por  el  teorema  de  Tales: 


EC  PQ 

x  PQ 

...a) 

CF  '  QF  ^ 

16  "  QF 

AE  PQ 

9  -  x  PQ 

...<2) 

EF  QF 

x  +  16  QF 

x  9  -  x 

16  “  x  +  16 

=>  x  =  4 

4  +  16  =  20 

8.  En  la  figura,  AE  =  5;  EF  =  8  y  CD  =  6.  Hadar  DF. 


Resolución: 


DF  =  x 

Trazamos  EQ  //  AC:  el  trapecio  AEQC  es  isósce- 
les:  QC  =  AE  =>  QC  =  5 


En  el  AEQD,  por  el  teorema  de  Tales: 

DF  PC  x  6  -v n  o 

-=r=r  —  =>  —  =  —  .  .  X  =  y.O 

FE  CQ  8  5 

AC 

En  la  figura,  G  es  baricentro  dél  AABC  y  CE  =  . 

Hadar  QC,  si  BQ  =  12 


Resolución: 


QC  =  x 

Trazamos  la  mediana  BM.  Por  propiedad  dél  bari¬ 
centro:  BG  =  2(GM);  GM  =  n;  BG  =  2n 


Como:  CE  = 


AC 


CE  =  AM  =  MC. 


Trazando  ML  //  QE:  mZLMC  =  mZQEC  (alternos) 
y  como  mZQCE  =  mZLCM 
=*  AMCL  =  AECQ  (ALA) 

=>  CL  =  CQ  =>  CL  =  x 

En  el  AMBL,  por  el  teorema  de  Tales: 

§^  =  I^=>12  =  2n=,x  =  3  QC  =  3 
QL  GM  2x  n 


10.  I  es  incentro  dél  AABC  y  AM  =  MC.  Si 
BP  =  6  y  QM  =  4.  Hadar  PQ. 


Resolución: 

I  es  incentro  dél  AABC  =>  Al,  Bl,  Cl  són  bisectrices. 
En  el  AABC,  por  el  teorema  dél  incentro: 

AB  +  BC  _  Bl  AB  +  BC  _  3 
AC  ID  ^  AC  2 


AC 


...(I) 
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Con  el  primer  teorema  de  la  bisectriz: 
AABM: 

AB 
AM 


AMBC: 
BC 
MC 


Sumando  (II)  y  (III):  2(AB/tff<?)  = 


BP 

AB 

6 

2AB 

6 

PM  ^ 

AC 

2 

x  +  4  ^ 

AC 

x  +  4 

BQ  ^ 

BC 

6  +  x 

2BC 

6  +  x 

QM 

AC 

4 

AC 

4 

De 
x  =  2 


AC 
6  +  x 


x  +  4 


x  +  4 


3  = 


...(II) 

...(III) 

6  +  x 

4 

6  +  x 


x  +  4 


11.  ABCD  es  un  cuadrilátero  inscrito  en  una  circunfe- 
rencia;  AB  =  AD  y  AC  es  diámetro.  P  es  un  punto 
dél  arco  BC.  PA  y  PD  cortan  a  BC  en  los  puntos  E  y 
F,  respectivamente.  Si  BE  =  3  y  EF  =  2,  hallar  FC. 


Resolución: 

FC=  x  „  „ 

Como  AB  =  AD  =>  mAB  =  mAD 
Trazando  BP  y  PC: 

mZBPA  =  y  mZAPD  = 

=>  mZBPA  =  mZAPD  =  a 
Además,  por  dato  AC  es  diámetro. 

Entonces,  mZAPC  =  90° 

Luego,  mZFPC  =  90°  -  mZEPF  =  90°  -  a 
y  mZQPC  =  90°  -  mZBPE  =  90°  -  a 
Es  decir,  mZFPC  =  mZQPC. 

Por  lo  tanto,  PE  y  PC  són  bisectrices  interior  y  ex¬ 
teriőr  dél  ABPF.  Por  propiedad,  B,  E,  F  y  C  confor- 
man  una  cuaterna  armónica: 

BE  _  CB  3  _  x  +  5  .  Y  _  in 

EF  "  FC  ^  2  ~  x  ’  X  U 

12.  En  la  figura,  AB  es  diámetro,  DF1  AB. 

CD  =  10;  CF  =  22  y  DF  =  18.  Hallar  ED. 


Resolución: 


ED  =  x 

Como  AB  es  diámetro  perpendicular  a  la  cuerda  DF: 
mÁF  =  2a  =  mACD  ...(1) 

%  AF 


mZACF  =  m- 


(Z  inscrito) 


mZACF  =  a  =>  mZMCE  =  a 

(Z  exinscrito 
mZECD  =  a 


También,  mZECD  =  m-^^ 


Con  (1):  mZECD  =  ^ 


Entonces,  CE  es  bisectriz  exteriőr,  en  el  ACDF. 
Luego,  por  el  primer  teorema  de  la  bisectriz: 

10  ...  x 
^  22  x  +  18 


x=  15 


13.  En_un  triángulo  ABC,  las  cevianas  interiores  AF  y 
BQ  se  cortan  en  el  punto  R.  Si  BC  =  18,  OC  =  3AQ 
y  BR  =  2RQ,  hallar  BF. 


Resolución: 


Por  dato:  QC  =  3AQ;  si  AQ  =  a  =>  QC  =  3a 


Además,  BR  =  2RQ;  si  RQ  =  n,  entonces  BR  =  2n. 
Para  hacer  unó  dél  teorema  de  Tales,  trazamos 
QP//AF. 


ABQP 


FP 

BF 


n 

2n 


►FP  =  f 


FP  =  £ 


AAFC  => 


FP  _  AQ 
FC  "  AC 


x 

2  a 
18 -x  4a 


. .  Efectuando:  x  =  6 


14.  En  un  AABC,  la  ceviana  AR  corta  a  la  bisectriz 
interior  BD  en  el  punto  M.  Si  BR  =  2;  RC  =  12  y 
BM  =  MD,  hallar  AB. 


Resolución: 
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En  el  AABC,  por  el  primer  teorema  de  la  bisectriz: 

AB  _  AD  _x_  _  AD  m 

BC  —  DC  m  14  DC  "  '  ' 

Tracemos  DE  //  MR. 

Luego,  MR  es  base  média  dél  ADBE: 

ER  =  RB  =*  ER  =  2;  además,  EC  =  10. 

En  el  AARC,  por  el  teorema  de  Tales: 

AD  RE  AD  _  _2_ 

DC  EC  "*  DC  10 

x  2 

Reemplazando  esto  último  en  (1):  ^  =  — 
x  =  2,8 


15.  Del  gráfico,  hallar  el  valor  de  x. 


R 


Por  el  primer  teorema  de  la  bisectriz,  en  el  AABM: 

SE7  =  =*  Í?Í7  =  —  =AB  =  2(BM) 

BM  DM  BM  n  '  ’ 


Luego,  si  BM  =  a  =>  AB  =  2a 
Tracemos  CR  //  BM.  Entonces: 
mZBCR  =  mZMBC  =  x  (alternos  internos) 

En  el  AARC,  BM  es  base  média,  ya  que  AM  =  MC 


=*  RC  =  2(BM) 

RC  =  2a.  También,  BR  =  AB  =>  BR  =  2a 
Luego,  el  ABRC  es  isósceles: 
mZCBR  =  mZBCR  =*  mZCBR  =  x 
Finalmente,  en  B:  4x  =  180°  x  =  45° 


<♦  SEMEJANZA  DE  TRIÁNGULOS 

En  generál,  dós  figurás  semejantes  tienen  igual  forma 
y  tamanos  diferentes.  Por  ejemplo,  dós  cuadrados,  unó 
de  3  cm  de  longitud  por  cada  lado  y  el  otro  de  10  cm  de 
longitud  por  lado,  són  semejantes: 


(El  símbolo  ~,  se  lee:  es  semejante  a...) 

Dos  triángulos  semejantes  tienen  sus  ángulos  con- 
gruentes,  dós  a  dós,  y  sus  lados  homólogos,  propor- 
cionales.  Se  llaman  lados  homólogos,  unó  en  cada 
triángulo,  a  aquellos  opuestos  a  ángulos  congruentes. 
Así: 


B 


E 


Si:  AABC  ~  ADEF,  se  cumplirá: 


DE  _  EF  DF 
AB  BC  AC 


=  k  (constante) 


(DE  y  AB;  EF  y  BC;  DF  y  AC  són  pares  de  lados  ho¬ 
mólogos). 

k  se  llama  razón  de  semejanza. 

Por  ejemplo,  si  k  =  significa  que  los  lados  dél  ADEF 
tienen  la  mitad  de  longitud  de  los  lados  dél  AABC. 

Además,  alturas  homólogas,  medianas  homólogas, 
etc.,  són  aquellas  referidas  a  los  lados  homólogos  y  la 
reláción  de  sus  longitudes  puede  igualarse  a  la  reláción 
de  longitudes  de  los  lados. 


Casos  de  semejanza 

Dos  triángulos  serán  semejantes  si  cumplen  con  cual- 
quiera  de  los  siguientes  casos: 

1.er  caso.  Si  tienen  dós  pares  de  ángulos  congruentes: 
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Si  mZA  =  mZD  y  mZC  =  mZF,  entonces:  AABC  ~  ADEF 

En  consecuencia  mZB  =  mZE  (los  terceros  ángulos 
resultan  congruentes  entre  sí). 


2.°  caso.  Sí  tienen  un  pár  de  ángulos  congruentes  y  los 
lados  que  los  formán,  respectivamente  proporcionales. 
B 


Sí:  mZB  =  mZE  y  ^  entonces:  AABC  ~  ADEF. 


3.er  caso.  Los  trés  pares  de  lados,  respectivamente  pro¬ 
porcionales. 


a.  En  la  resolución  de  los  problémás,  el  caso  que  más 
se  usa  es  el  primero  . 

b.  Toda  paralela  a  unó  de  los  lados  de  un  triángulo, 
determina  con  los  otros  o  sus  prolongaciones,  un 
triángulo  semejante  al  original. 

Si  EF  //  AC  =*  AEBF  ~  AABC,  en  ambos  casos. 


v. 


Ejemplos: 

1 .  En^un  AABC,  E  es  un  punto  de  AB  y  F,  un  punto  de 
BC,  tales  que  mZEFB  =  mZA;  AC  =  36;  EB  =  24 
y  BC  =  40.  Hallar  EF. 


Resolución: 

Por  tener  en  común  la  mZB  y  el  dato  mZEFB  =  mZA  =  a, 
los  triángulos  EBF  y  CBA  són  semejantes. 


2.  En  un  cuadrilátero  ABCD,  el  ángulo  externo  D  midé 
la  mitad  dél  ángulo  interior  B  y  la  diagonal  BD,  bise- 
ca  el  ángulo  ABC.  Hallar  BD,  si  AB  =  16  y  BC  =  9. 

Resolución: 


Dato:  mZCDE  =  m^BC 

Si:  mZCDE  =  a  =>  mZABC  =  2a 


mZABD  =  mZCBD  =  a 
En  el  AABD: 

mZBDE  =  mZA  +  mZABD  ...(Z  externo) 
=*  mZBDC  +  mZCDE  =  mZA  +  mZABD 
Es  decir,  mZBDC  +  a  =  mZA  +  a 
=>  mZBDC  =  mZA 
Luego,  AABD  ~  ADBC 


RD 

En  consecuencia,  mZBDA  =  mZC  y  ^  = 

BC 


BD  _  J6_ 
9  BD 


.-.  BD  =  12 


AB 

BD 


3.  En  un  AABC,  mZA  =  2(mZC),  se  traza  la  bisectriz 
interior  AE.  Hallar  AB,  si  BE  =  4  y  EC  =  5. 

Resolución: 
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Del  dato:  mZA  =  2(mZC) 

Si:  mZC  =  a  =>  mZA  =  2a 


Luego:  mZBAE  =  mZEAC  =  a  y 
AAEC:  mZAEB  =  mZEAC  +  mZC 
=>  mZAEB  =  2a 
AABE  es  semejante  al  ACBA: 


AB  _  BE  AB=_4_ 
BC  AB  ^  9  AB 


AB  =  6 


4.  En  un  AABC,  mZB  =  90°,  de  catetos  AB  =  12  y 
BC  =  8,  se  inseribe  un  cuadrado  con  unó  de  sus 
vértices  en  B  y  el  opuesto  sobre  la  hipotenusa.  Ha- 
llar  la  longitud  dél  lado  de  dicho  cuadrado. 


Resolución: 


Sea  BFEG  un  cuadrado  y  x  la  longitud  de  su  lado, 
es  fácil  deducir  que  los  triángulos  AFE  y  ABC  són 
semejantes. 


i  EF  AF 

Lueg0CB  =  AB  = 
De  donde:  x  =  4,8 


x  12  -  x 
8  12 


5.  En  un  AABC,  AC  =  27,  por  el  baricentro  G,  se  traza 
EF  paralelo  a  AC  (E  sobre  AB  y  F  en  BC).  Hallar 
EF. 

Resolución: 


B 


Es  evidente  que  AEBF  ~  AABC. 

Sea  M  el  punto  medio  de  AC.  Luego,  como  G  es 
baricentro,  estará  contenido  en  BM.  Además,  por 
ser  EF  y  AC  lados  homólogos  paralelos  y  tener 
común  el  vértice  B,  BG  seré  mediana  homóloga 
de  BM. 

EF_BG  EF  _  2 
^  AC  BM  ^  27  3 

EF  =  18 


Teorema  de  Menelao 

Sea  el  AABC  de  la  figura.  Si  una  recta  interseca  a  los 
lados  AB,  BC  y  a  la  prolongación  de  AC,  en  los  puntos 
E,  F  y  G,  respectivamente.  Se  cumple  que: 


B 


aevbfvcg 

EB  X  FC  X  GA 


=  1 


Sea  CH  // AE  (la  demostración  dél  teorema  se  hará  con 
semejanza  de  triángulos). 

AAEG  ~  ACHG:  M  ...(1) 

AEBF  ~  AHCF:  ...(2) 


(Multiplicando  miembro  a  miembro  (1)  y  (2): 


Teorema  de  ceva 

Sean  AE,  BF  y  CR,  trés  cevianas  cualesquiera  dél 
AABC,  concurrentes  en  el  punto  Q.  Se  cumple,  que: 


Demostración: 

Por  el  teorema  de  Menelao: 

AABF  (transversal  RQC):  (£§)(§)(§)  =  1 

AFBC  (transversal  EQA):  (§§)(§)( $ )  =  1 
Dividiendo  miembro  a  miembro  estas  dós  expresiones: 


Resolución: 
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Simplificando  y  efectuando  con  lo  que  queda: 


Éjem  pl os : 

1.  En  la  figura,  T  es  punto  de  tangencia,  hadar  ET,  si 


P  E  O 


Resolución: 


Uniendo  los  centros  y  trazando  MP: 

AOET  ~  AOPM 

ET  _  OT  ET  _  R  FT  _  Rr 
PM  OM  r_R  +  r  R  +  r 

Con  el  dato:  ET  =  5 


Se  sabe:  EF  = 


AD  -  BC  6-4 


=  1 


AEPF~AAPD:fg  =  Jg 


PQ 

PQ  +  4 


PQ  =  | 
b 


4.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  se  trazan  las  al¬ 
turas  ÁQ  y  CH.  Hallar  HQ,  si  AC  =  20,  BC  =  25  y 
BH  =  18. 

Resolución: 


2.  En  un  triángulo  ABC,  la  prolongación  de  la  bisectriz 
interior  BD,  corta  a  la  circunferencia  circunscrita  en 
el  punto  E.  Hallar  la  longitud  de  AE,  si  BD  =  16  y 
DE  =  9. 


Resolución:  ^ 

De  gráfico,  mZEAC  =  m^p-  =  mZEBC 

Por  tener  a  y  ZE:  AAED  es  semejante  al  ABEA. 
Entonces:  mZADE  =  mZBAE 

Luego:  41  = -4-  =>  (AE)2  =  25  x  9  AE  =  15 
zo  Ah 

3.  En  un  trapecio  ABCD,  BC  //  AD;  BC  =  4;  AD  =  6 
y  la  altura  midé  8.  Hallar  la  distancia  dél  punto  de 
corte  de  las  diagonales,  a  la  mediana  dél  trapecio. 


Del  gráfico,  AAAHQC  es  inscriptible,  ya  que 
mZAHC  =  mZAQC. 

Entonces:  mZBHQ  =  mZACB  y  mZHQB  =  mZBAC. 
Luego:  AQBH  ~  AABC 

HQ  _  HB  HQ  18 
^  AC  CB  20  25 
De  donde:  HQ  =  14,4 

5.  En  un  AABC,  por  los  vértices  A  y  C  pasa  una  cir¬ 
cunferencia  que  corta  a  AB  en  M  y  BC  en  N.  La 
tangente  trazada  por  C  es  paralela  a  AB.  Si  AC  =  12 
y  BC  =  16,  hallar  NC. 

Resolución: 
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NC  =  x 

Del  gráfico,  al  trazarAN: 

mZNAC  =  =  mZNCE 

=*  mZNAC  =  mZNCE  =  a 

También,  como  CE  //AB: 

mZB  =  mZNCE  =>  mZB  =  a 

Luego:  AANC  ~  ABAC,  por  tener  a  y  mZC 

=>  mZANC  =  mZBAC 

NC  AC  _x_  _  12 

AC  BC  12  16 

De  donde:  x‘=  9 


6.  En  un  triángulo  ABC,  isósceles,  AB  =  BC;  la  media- 
triz  de  BC,  corta  a  AC  en  el  punto  R.  Luego,  se  traza 
RF  // BC  (F enÁB).  Si  RF  =  1  y  RC  =  /6, hallar  AB. 


Resolución: 


Datos:  RF  //  BC;  AB  =  BC;  RF  =  1;  RC  =  /6 
AB  =  x 


Por  propiedad  de  la  mediatriz: 

RB  =  RC  =>  RB  =  /6  =>  mZRBC  =  mZC  =  a 

mZFRB  =  mZRBC  =  a  (alternos  internos) 
mZARF  =  mZC  =  a  (ángulos  correspondientes) 


AFBR  ~  ARBA: 

BR  =  FB  76  _  x-  1 
AB  BR  x  “  Tg 
De  donde:  x  =  3 


x(x  —  1)  =  6 


7.  En  la  figura,  AB  1  BC;  r  y  R  són  rádiós  de  las  se- 
micircunferencias  tangentes  a  AC  y  a  la  altura  BH 
(R  >  r).  Hallar  BH. 


Con  los  trazos  indicados: 

BE  =  BH  -  Ry  BF  =  BH  -  r 

ABFO-AMEB:  §  -  §| 
BH  -r  r 


R  BH-R 
De  donde:  BH  =  R  +  r 


8.  En  un  AABC,  AB  =  6,  BC  =  8  y  AC  =  7.  Por  B,  se 
traza  una  tangente  a  la  circunferencia  circunscrita, 
cortando  en  P  a  la  prolongación  de  CA .  Hallar  PA. 


Resolución: 


AR 

Del  gráfico:  mZC  =  m-^p-  =  mZPBA 
Por  tener  ZPya: 

APBA  ~  APCB  =>  mZPAB  =  mZPBC, 

x  .  6  PB 
PB  -  8  x  +  7 

4x 

De  las  dós  primeras:  PB  =  -y-  ...(1) 

De  las  dós  últimas:  |.  =  =>  6(x  +  7)  =  8(PB) 

Con  lo  de  (1):  6(x  +  7)  =  8(^) 

De  donde:  x  =  9 

9.  En  un  AABC,  AB  =  9;  BC  =  8  y  AC  =  3.  Sobre  AB 
y  BC  se  tomanjos  puntos  E  y  F,  respectivamente; 
de  modo  que  EF  sea  tangente  a  la  circunferencia 
inscrita  al  AABC  y  además  EF  // AC.  Hallar  la  lon- 
gitud  EF. 

Resolución: 


Como:  EF  // AC,  entonces:  AEBF  ~  AABC 
Se  puede  escribir. 

EF  _  Semiperímetro  dél  AEBF  ^ 
AC  -  Semiperímetro  dél  AABC 
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El  semiperímetro  dél  AABC  es: 

P  =  1±8±3  =10  ...(2) 

Por  propiedad:  BT  =  p  -  AC  =*  BT  =  10  -  3  =  7 
Pero,  para  el  AEBF,  BT  midé  igual  que  el  semiperí¬ 
metro. 

Semiperímetro  dél  AEBF  =  7  ...(3) 

Reemplazando  (2)  y  (3)  en  (1):  ^  ~ 

EF  =  2,1 

10.  Dado  el  AABC,  de  altura  BH  =  h  y  lado  AC  =  b; 
hallar  la  longitud  de  x  dél  cuadrado  inscrito  PQRS. 

Resolución: 


Se  observa  que:  APBQ  -AABC 

PQ  _  BF  x  _  h  -  x  _  bh 

AC  BH=>b_h  b  +  h 

11.  En  la  figura,  O  es  centro  de  la  circunferencia; 
AM  =  MB;  MF  1  OA.  Hallar  la  longitud  de  AB. 


Resolución: 


Trazamos  OM  y  OB;  OM  será  perpendicular  a  AB, 
ya  que  AM  =  MB 

Además:  mZAOM  =  mZMOB  =  a  =>  mAB  =  2a 
mZC  =  m4p  =*  mZC  =  a 


En  el  AAMO:  mZAMH  =  mZAOM  =  a 

Por  tanto,  los  triángulos  ACB  y  AMF  són  semejan- 

tes,  entonces:  mZAFM  =  mZB 

Ü  =  *  (AB)(AM)  =  (AF)(AC) 

-  (AB)j^)  =  a(a  +  b) 

.-.  AB  =  V2a(a  +  b) 

12.  En  la  figura,  B  es  punto  de  tangencia  y  “m 7/  AC. 
Hallar  AB,  si  BE  =  4  y  EC  =  5. 


B  m 


AB  =  x 

Por  ser  alternos  internos  entre  las  paralelas: 
mZC  =  mZPBC  =  a 

También,  por  la  misma  razón,  al  trazar  BF: 
mZAFB  =  mZFBP 

De  otro  lado:  mZA  =  m^^  =  mZFBP 

=>  mZA  =  mZFBP 

En  consecuencia:  mZAFB  =  mZA 

=>  el  AABF  es  isósceles:  BF  =  AB  =  BF  =  x 

Además,  al  trazar  EF: 

mZBFE  =  =  mZEBF 

=>  mZBFE  =  mZEBP  =  a 

Entonces:  ABEF  -  ABFC,  donde:  mZBEF  ^  mZBFC 

i  .  .«««■  BF  BE  x  4  v2  qo 
Lueg0  BC  =  BF  ^9=7  ~X  =36 

x  =  6 

13.  En  un  AABC,  de  incentro  I,  por  este  punto  se  traza 
EF  //AC,  estando  E  sobre  AB  y  F  en  BC.  Si  AB  =  c, 
BC  =  a  y  AC  =  b,  hallar  EF. 
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Resolución: 


trazamos  RH  // AM,  entonces:  ARHC  ~  AAMC 

..(1) 


o 


RH  a 

AM  3a  10  3 

Además: 

£&  =  #-=>£!£  =  4;  siHC  =  n  =>  MH  =  2n 
AM  2a  MH  2 

Entonces:  BM  =  MC  =  3n 

Finalmente,  como:  AFBM  ~  ARBH  =>  =  §77 

KM  ÖM 

Con(1):™=i  ••FM  =  2 


Como  I  es  incentro,  BD  es  bisectriz 
AEBF  ~  AABC:  ^ 


AC  BD 


EF 

b 


_B]_ 

BD 


••(1) 


Por  el  teorema  dél  incentro:  =  iL±-£. 

ID  b 

Con  propiedad  de  proporciones,  a  fin  de  obte- 
Bl  . 


ner 


BD' 


Bl 


a  +  c 


Bl  +  ID  a  +  b  +  c 


BI 

BD 


a  +  c 
a  +  b  +  c 


...(2) 


Reemplazando  (2)  en  (1): 

EF  _  a  +  c  .  _  b(a  +  c) 

b  a+b+c  a+b+c 


14.  En  un  triángulo  ABC,  la  mediana  AM  corta  a  la  ce- 
viana  BR  en  el  punto  F.  Si  AR  =  2RC  y  AM  =  10, 
hadar  FM. 

Resolución: 


Dato:  AM  =  10 

A  fin  de  aprovechar  la  reláción  dada:  AR  =  2RC, 


15.  En  un  trapecio  ABCD,  BC  //  AD,  las  diagonales  se 
cortan  en  el  punto  O  y  por  él  se  traza  EF  //  BC  (E 
sobre  AB  y  F  en  CD).  Demostrar  que: 

I  .  EO  =  OF 


II.  EF  = 


2(BC)(AD) 
BC  +  AD 


Resolución: 


-(2) 


II.  Sumando  (1)  y  (2): 


EO  EO  EB  +  AE  EO  EO 
AD  BC  AB  öAO  BC' 

EO  ,  EO  .  rn  (AD)(BC) 
AD  BC  AD  +  BC 


AB 

AB 

...(3) 


En  forma  análoga,  al  hacer  la  reláción  de  la- 
dos  entre  los  triángulos  semejantes  OFD 
y  BCD;  OCF  y  ACD,  se  demuestra  que: 


_  (AD)(BC) 
AD  +  BC 


...(4) 


Luego,  de  (3)  y  (4):  EO  =  OF 


EO  +  OF  =  EF  = 


2(BC)(AD) 
BC  +  AD 
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^  PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


1.  En  la  figura,  B  es  punto  de  tangencia  y  BD  //  AF. 
Hallar  la  longitud  de  AF,  si  AB  =  1 8  y  BC  =  10. 


Resolución: 


AF  =  x 

Como  BD  // AF,  entonces,  mZD  =  mZDAF 
=*  mZD  =  a;  luego,  el  AABD  es  isósceles: 

BD  =  AB  =*  BD  =  18  y  CD  =  8 

De  otro  lado,  mZCBE  =  mZy  =  mZBAE 

=>  mZCBE  =  a.  Enseguida: 

mZAEB  =  mZEBD  +  mZD  =  a  +  a  =*  mZAEB  =  2a 

También,  en  el  cuadrilátero  inscrito  ABEF: 

mZBEC  =  mZBAF  =>  mZBEC  =  2a 

Se  observa  que  ABED  es  isósceles:  ED  =  BE  =  a 

AAEF  ~  ADEC:  £  =  - 
8  a 

AABE  ~  ABCE:  -  = 

a  10 

x.  _  18  .  x  _  ^4  4 

8  10  '  ' 

2.  En  la  figura,  PA  y  PB  són  tangentes,  AC  =  8, 
BC  =  6yAD  =  10.  Hallar  BD. 


Resolución: 


Se  observa:  mZADC  =  rriyp  =  mZCAP  y 

mZCDB  =  =  mZCBP 

Entonces:  ADBP  ~  ABCP:  ...(1) 

BC  PC 

APAD  ~  APCA:  ££  =  ...(2) 

PC  AC 

Reemplazando  (2)  en  (1),  ya  que  PB  =  PA: 

BD  _  AD 
BC  AC 

De  donde:  (BD)(AC)  =  (AD)(BC) 

Con  los  datos  (BD)(8)  =  10x6  BD  =  7,5 

3.  En  la  figura,  L  es  ortocentro  dél  AABC.  Entonces, 
hallar  la  reláción  entre  los  rádiós  de  las  circunfe- 
rencias  indicadas. 


Resolución: 


Se  observa  que: 

mZACQ  =  mZFBA;  mZQCB  =  mZHAB, 
mZCAH  =  mZFBC 
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Entonces:  AAFL  ~  ABHL  => 

AAQL  ~  ACHL:  £  = 

y  AL 

ALQB  ~  ACFL:  -  =  |r 
x  CL 


a 

z 


AL 

LB 


Multiplicando  miembro  a  miembro  estas  trés  rela- 
ciones  y  simplificando: 


abc  =  xyz 


O  en  forma  equivalente: 


Expresión  que  indica  a  los  puntos 
^  A,  P,  C,  Q,  conformando  una  cua- 

Iterna  armónica. 


Entonces,  por  la  reláción  de  Descartes: 

2  _  1  1  2  _n9r 

AC  “  AP  +  AQ  AC  ’ 

AC  =  8 


4.  En  el  AABC,  recto  en  B,  se  sabe  que  AE  =  7  y  r  =  3 
(H,  E  y  F  són  puntos  de  tangencia).  Hallar  BG. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Menelao,  en  el  AABC: 


Pero,  EC  =  CF;  de  modo  que  lo  anterior  queda: 


De  otro  lado,  es  fácil  probar  que: 

FB  =  r=  HByGA=GB  +  BAvGA  =  GB  +  BH  +  AH 
Siendo:  AH  =  AE.  Entonces:  GA  =  GB  +  r  +  AE 

Luego,  en  (a):  i 

Con  los  datos:  (|)(BG^  +  7)  =  1  BG  =  7,5 

5.  En  la  figura,  =  0,25.  Hallar  ÁC. 

Resolución: 


Para  el  AABC. 

Teorema  de  Menelao: 

(AE)(BF)(CQ)  =  (EB)(FC)(QA)  ...(1) 

Teorema  de  Ceva: 

(AE)(BF)(CP)  =  (EB)(FC)(PA)  ...(2) 

Dividiendo  miembro  a  miembro  (1)  y  (2): 
(AE)(BF)(CQ)  (EB)(FC)(QA)  CQ  =  QA 

(AE)(BF)(CP)  (EB)(FC)(PA)  "  CP  PA 


6.  La  figura  muestra  un  trapezoidé  ABCD  y  una  recta 
que  interseca  a  dós  lados  y  a  las  prolongaciones 
de  los  otros.  Demostrar  que: 


Resolución: 


Trazamos  BD,  cortando  en  R  a  la  recta. 
Usando  el  teorema  de  Menelao: 


AABD: 

ABCD: 


=  1  ...(a) 

=  1  .(P) 


Multiplicando  ahora  las  expresiones  (a)  y  (j3), 
miembro  a  miembro  y  cancelando  las  distancias 
iguales  en  numerador  y  denominador: 


=  1 


7.  Dado  el  trapezoidé  ABCD;  M  y  N  bisecan  BC  y  AD, 
AP  DO 

respectivamente.  Si  £5-  =  =  k,  demostrar  que: 

1  ~l-k 

LM 

II.  LP  =  LQ 
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Resolución: 


En  efecto;  sean:  PB  =  a  y  QC  =  b 
=>  AP  =  ka  y  DQ  =  kb 

Trazamos:  C C'  //  PQ  y  DD'  //  PQ 


PD' 

PC' 


QD 

QC 


8. 


Teorema  de  Tales: 

ka  +  AD1  _  kb 
a  +  BC’  _  b 
De  donde:  AD'  =  k(BC') 

Además,  RM  //  UN,  por  ser  paralelos  a  la  misma 
recta  C'D' 

Luego:  mZRML  =  mZUNLy  UN  =  k(RM) 

Sea  L't  punto  de  intersección  de  MN  y  RU,  entonces: 
ARML^~  AUNL'  ^_IAJ=  k(L'R).  Pero,  según  Ta¬ 
les,  PQ  interseca  a  RU  determinado  sobre  él,  seg- 
mentos  que  són  entre  sí  como  kai.  Por  lo  tanto,  L' 
pertenece  a  PQ.  Así,  concluimos  que  L  y  L'  són  un 
mismo  punto.  Es  decir,  R,  L  y  U,  són  colineales. 
Además,  de  la  semejanza  anterior: 

=  k,  tál  como  se  pidió  probar. 

Finalmente,  es  fácil  demostrar  que  LP  =  LQ,  el 
usar  los  trapecios  D'C'RU  y  URCD. 

El  perímetro  de  un  triángulo  ABC  es  25,  la  bisectriz 
interior  AD  =  10  y  BC  =  5.  Hallar  la  distancia  dél 
incentro  al  vértice  A. 

Resolución: 


Dato:  a  +  b  +  c  =  25 
5  +  b  +  c  =  25 
También:  x  +  y  =  10 
Por  teorema  dél  incentro: 
x  _  b  +  c  ___ 

5 


b  +  c  =  20 


x  =  20  =4 


x  +  y 


x 

10 


=  Í>  x  =  8 


9. 


En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  mediana  BM.  La 
bisectriz  dél  ángulo  MBC  interseca  al  lado  AC  en 


el  punto  E,  luego  se  traza  EF  (F  e  BC)  paralelo  a 
la  mediana  BM  y  finalmente  se  traza  FN  (N  eAM), 
paralelo  al  lado  AB.  Hallar,  la  longitud  de  FN  en  fun- 
ción  de  AB  yAC. 

Resolución: 


ak  +  bk  =  b  =*  k  = 


a  +  b 


Luego,  FN  =  a(— Z)  .-.  FN  = 

a  \a  +  b)  AB  +  AC 

10.  ABCD  y  DEFG  són  cuadrados,  donde  A,  D  y  G  per- 
tenecen  a  la  recta  L,  la  prolongación  de  BE  interse¬ 
ca  a  FG  en  P  y  L  en  Q.  Si  BE  =  5  y  EP  =  2,  hallar 
PQ. 

Resolución: 


De  (1)  y  (2):  =  |  =>  2x  +  14  =  5x  +  10 


3x  =  4 


..x  3 


11.  En  un  triángulo  ABC,  se  ubican  los  puntos  E,  F  en 
AC  y  M,  N  en  BC,  tál  que  BE  es  bisectriz  dél  ZABF. 

Si  ||  =  ^  =  |,  FB  =  FN,  y  si  AE  =  6;  hallar  FC. 

Resolución: 


AB  //  ME  //  NF 
AFNC  ~  AABC: 


-  x  =  2n  ^  x  =  20 
10 +  x  3n 
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12.  En  el  triángulo  ABC  escaleno,  BC  =  2  y  AB  +  AC  =  1 0, 
siendo  E  el  excentro  relativo  a  BC.  Si  por  E  se  traza 
una  paralela  a  BC  de  manera  que  interseque  a  las 
prolongaciones  de  AC  y  AB  en  P  y  Q,  respectiva- 
mente.  Hallar  PQ. 

Resolución: 


Dato:  b  +  c  =  10 

AABC  ~  AAQP:  =  b +  C  +  2(x6+ y> 

2  b  +  c  +  2 

x  +  y  _  10  +  2(x  +  y) 

2  “  10  +  2 

6(x  +  y)  =  10  +  2(x  +  y)  =>  4(x  +  y)  =  10 
.-.  x  +  y  =  2,5 

13.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  mediana  BM;  en 
los  triángulos  ABM  y  BMC  se  trazan  las  bisectrices 
AD  y  CÉ  (D  y  E  estén  en  BM).  Si  BD  =  3;  EM  =  2 

y  AB  +  BC  =|.  Hallar  DE. 

AC  2 

Resolución: 


A  b/2  M  b/2  C 


Por  dato:  a  +  c  =  l 
b  2 

Por  teorema: 

b  x  +  2 

...(2) 

2a  x  +  3 
b  "  2 

•(3) 

Sumando  (2)  y  (3): 

2(a  +  c)  3  x  +  3 

b  x  +  2  2 

K  +  2**23 

...(4) 

Resolviendo:  x  =  1 

En  un  paralelogramo  ABCD,  AB 

=  9  y  AD  =  12, 

se  ubica  el  punto  P  en  AC  sobre  su  diagonal,  de 
manera  que  la  distancia  de  P  a  AB  es  6,  calcular  la 

distancia  de  P  al  lado  AD. 

Resolución: 


ARPS  ~  ACBA:  |  =  ^  =>  x  =  4,5 


15.  Calcular  la  longitud  de  la  bisectriz  relativa  al  mayor 
lado  dél  triángulo,  donde  sus  lados  són  números 
enteros  consecutivos  y  la  medida  dél  mayor  ángulo 
intemo  es  el  doble  dél  menor  ángulo  interno,  si  el 
lado  de  menor  longitud  es  4. 

Resolución: 


=>  30  -  5x  =  4x  =>  9x  =  30  x  =-y 


16.  En  un  triángulo  ABC;  2BC  =  7AB  se  traza  la  altura 
BH  de  manera  que  la  mZHBC  =  3(mZABH),  hallar 
AH/HC. 


Resolución: 


Por  teorema:  ^  => x  =  %  ...(1 ) 

2x  y  7  v  ’ 

Luego,  AH/HC  =  ...(2) 


(1)  en  (2):£g 


•  AH  1 

'  HC  8 
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17.  En  un  triángulo  ABC,  se  trazan  las  bisectrices  in- 
teriores  ÁN,  BQ  y  CM  (N  e  BC;  Q  e  ÁC;  M  e  ÁB) 

concurrente  en  I.  Si  jj£  +  {g  =  f,  hallar  (g): 

Resolución: 


Por  teorema  de  la  bisectriz  (AABC): 
a  _  m  +  n 
b 


AC 
a  +  b 


n  “  AC 

Sumando  (1)  y  (2): 
a  m  a  +  b  +  m  +  n 
b  n  AC 


-a) 

...(2) 


...(3) 


AABQ:  *  =  3+1  ^  a  +  b  =  *  < 


AQBC:  -  =  HLLÜ  =>  m  +  n  =  *(QC) 
y  QC  y 

Sumando:  a  +  b  +  mjMi  =  x  (4) 

ac  y 

De  (3)  y  (4):  £  +  —  =  21  ...  *=1 

' J  v  '  b  n  y  y  4 


18.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  alturas  AQ,  CP 
y  BF.  La  recta  PQ  interseca  a  la  altura  BF  en  el 
punto  T,  a  la  prolongación  de  CA  en  el  punto  R.  Si 
QT  =  3  y  TP  =  2,  hallar  PR. 

Resolución: 


Según  la  figura,  los  puntos  R,  P,  T  y  Q  són  armóni- 
cos.  Se  cumple: 

£  =  *±!  =>  3x  =  2x  +  10  x=  10 
2  x 

19.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  CF  y  lue- 
go  por  F,  una  paralela  a  AC,  de  modo  que  interseca 


a  BC  en  Q.  Si  BC  =  5  y  AC  =  6,  hallar  la  magnitud 
de  BQ. 

Resolución: 


•••*=TT 

11 


20.  En  un  triángulo  ABC,  se  trazan  las  cevianas  BQ  y 
CM  que  se  interseca  en  N,  mZBAN  =  mZQAN, 
mZABQ  =  40°  y  mZQBC  =  70°,  hallar  la  medida 
dél  ángulo  que  determina  AN  y  QM. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Menelao  en  el  AABC  (MC:  recta 
secante). 

(AM)(BN)(QC)  =  (MB)(NQ)(AC) 

(BN)(QC)  _  MB  m 

^  (NQ)(AC)  AM  ' 

Por  teorema  de  la  bisectriz  interior,  en  el  AABQ: 
AB  _  BN  Ad  _  (AQ)(BN) 

AQ  NQ  NQ 


Por  teorema  de  la  bisetriz  exteriőr,  en  el  AABQ: 
AB  _  AC  AR=  (BQ)  (AC) 

BQ  “  QC  QC 


Igualando: 


.  (BN)(QC) 


(NQ)(AC) 


BQ 

AQ 


n.  /^\ ..  /o\.  BQ  MB 
De  (!)  Y  (2)-  áq  =  AM 


...(2) 


Esto  demuestra  que  QM  es  bisectriz,  por  propie- 
dad:  x  =  go0  +  ^ 
x  =  110° 


21.  En  una  recta  L,  se  ubican  los  puntos  consecutivos 
A,  B,  C  y  D  con  diámetros  AB  y  CD  se  trazan  las 
semicircunferencias  C,  y  C2  en  un  mismo  semipla- 
no,  L2  es  recta  tangente  a  C,  y  C2  en  T  y  S  respec- 
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tivamente,  las  prolongaciones  de  TB  y  SC  se  inter- 
secan  en  el  punto  Q,  en  TS  se  ubica  E  de  manera 
que  mZTBE  =  90°,  TB  =  8,  TE  =  4(ES).  Hallar  BQ. 

Resolución: 


En  el  cuadrilátero  TRSQ: 

2y  +  180°  =  360°  =>  y  =  90°  =>  EB  //  SQ 

Por  Tales:  !•  =  -?“  =>  x  =  2cm 
8  4n 


22.  En  un  triángulo  ABC,  si  mZB  =  120°,  AB  =  5  cm 
y  BC  =  15  cm.  Se  traza  la  bisectriz  BE.  Hallar  la 
longitud  de  BE. 

Resolución: 


F 


AABC  ~  AMIN:  M  =  ^  =  M  =  k 

Luego,  lOk  +  12k  +  14k  =  12  =>  k  =  | 

=>  MN  =  12(1/3)  MN  =  4  cm 

24.  En  un  triángulo  ABC,  se  tiene  que  BC  =  2(AB).  Las 
bisectrices  interiores  de  los  ángulos  A  y  C  interse- 
can  a  la  mediana  BM  en  los  puntos  P  y  Q,  tál  que 
BP  es  menor  que  BQ.  Si  BP  =  3  y  QM  =  2,  hallar 
PQ. 

Resolución: 


Por  teorema  de  la  bisectriz  interior. 

AABM:  —  =  — -(1) 

AMBC:  ^  H  =  -Í-2P  ...(2) 

(1)  =  (2):7f2=21T1  *  12  =  (x  +  2)(x  +  3) 

0  =  x2  +  5x  -  6 

x  6 

x  -1 

0  =  (x  -  1  )(x  +  6)  =>  x  =  1 

25.  En  un  cuadrilátero  ABCD  se  tiene  que  mZA  =  60°, 
mZC  =  mZD  =  90°  y  BC  =  CD.  En  AC  se  ubica 
el  punto  F  y  se  traza  FM  1  AD  y  FN  1  AB.  Si 
FM  =  2/3,  hallar  FN. 


Se  construye  el  triángulo  equilátero  BFC. 

Se  observa  que  BE  //  FC 

AABE  ~  AAFC:  TF  =  ‘4=>x  =  ijícm 
1 0  ZU  4 

23.  Por  el  incentro  de  un  triángulo  ABC  se  trazan  dós 
rectas  paralelas  hacia  AB  y  BC;  las  cuales  interse- 
can  a  AC  en  los  puntos  M  y  N  respectivamente.  Si 
AB  =  10  cm,  BC  =  14  cm  y  AC  =  12  cm.  Hallar  MN. 

Resolución: 


Resolución: 


H 


kANF  ~  kAHC: 


x  _  AF 
n  jö  AC 


kAFM  ~  fcACD:  —  = 


(1)  =  (2): 


n 

2/3 


AF 

AC 


§V3 


x  =  3 


...(1) 

...(2) 


12 


n 
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26.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  6,  AC  =  8  y  BC  =  4.  Se 
trazan  las  bisectrices  AE  y  BD  y  el  rayo  DE  que 
interseca  a  AB  en  P.  Calcular  BP. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Menelao,  en  el  AABC  (PD:  recta 
secante):  3m(4n)(x)  =  2m(3n)(x  +  6) 

.*.  x  =  6 

27.  En  la  figura,  AB  =  m  y  CD  =  n,  calcular  EF. 


Resolución: 


AABE  ~  AFEC:  —  =  ^  ...(1) 

x  b  v  ’ 

ABFE  ~  AEDC:  ^  =  §  ...(2) 

n  b  v  ' 

(1)  =  (2):  =  ü  =sX  =  Vmn 

V  '  v  '  x  n 


28.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  mediana 
AM  (M  e  BC).  Si  la  mZBAM  =  mZBCA.  Calcu- 


Resolución: 


AABC  ~  AMBA:  ^  ^  =,  £  =  1JL 

a  c  a  2 


29.  ABCD  es  un  paralelogramo,  FQ  //AD.  Si  BE  =  a; 
EC  =  b,  hallar  FQ. 


Resolución: 


ABCD  ~  AFQD:  — *-r-  = 
a  +  b 

AAFD  ~  AEFB:  m  =  iy 
k  7 

a  +  b 

En  (1)- _ - _ =  — ^ —  = 

a  +  b  2a +  b 

k 


n 

m  +  n 

n  =  5  +  b 


...(1) 


„  _  (a  +  b)2 
2a  +  b 


30.  En  un  triángulo  ABC  (AB  <  BC),  la  mediatriz  de  ÁC 
intersecan  a  BC  en  Q  y  a  la  prolongación  de  AB 
en  P.  Si  O  es  el  circuncentro  y  OQ  =  a;  PQ  =  b, 
calcular  el  circunradio. 

Resolución: 


AOBP  ~  AOQB:  =  §■  =>  R2  =  a  (a  +  b) 

3  4-  D  K 

R  =  Ja(a  +  b) 
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31.  En  la  figura  mostrada,  las  rectas  L1t  L2  y  L3  són  pa- 
ralelas.  Entonces,  el  valor  de  y  es: 


Resolución: 

Por  el  teorema  de  Tales: 

-  =  4  =»x2  =  6=»x=V6 
x  2 

También:  |  =  y  =»  y  =  ® 

.  v=  _L  =Üi  .  y=476 
V  76  6  ••  y  3 

32.  En  la  figura  mostrada  se  cumple  que:  BD  //  CE  //  OR. 
Si  DR  =  a  y  RE  =  b,  hallar  la  longitud  de  AD. 

C 


Resolución: 


C 


Dato:  BD//CE//OR 
Por  el  teorema  de  Tales: 
m  _  x  m  +  n  _  x  +  a  +  b 
n  a  +  b  n  a  +  b 

Por  el  teorema  de  Menelao  en  el  AABE  (DC  secante): 
x(bk)n  =  (a  +  b)(ak)(m  +  n) 

=*  bx  =  ax  +  a(a  +  b)  x(  b  -  a)  =  a(a  +  b) 

.  y  _  a(a  +  b) 

b-a 

33.  En  un  AABC  se  traza  la  bisectriz  interior  CF 
(F  e  AB).  Luego  se  traza  FQ  //  BC  (Q  e  AC).  Sí 
BC  =  a  y  AC  =  b,  hallar  la  longitud  de  FQ. 


Resolución: 


B 


i - b - 

Si  FQ  //  BC  =>  FQ  =  QC  =  x 
Por  teorema:  BF  =  an  A  AF  =  bn 

Por  el  teorema  de  Tales: 

^  bx  =  ab  -  ax 

an  x 

=>  ax  +  bx  =  ab  =>  x(a  +  b)  =  ab 


34.  MNPQ  es  un  rectángulo,  tál  que  MQ  >  MN.  Si  R  e 
MN,  NR  =  a,  RM  =  2a_yMP  n  RQ  =  (0),  hallar  la 
distancia  de  O  al  lado  NP. 


Resolución: 

N  H  P 


kMRQ  ~  fc>EOQ  =»  =  Ü£ 

=•  1 5a  -  5x  =  6a  =»  5x  =  9a  =>  x  =  ^ 


35.  En  un  AABC,  sus  lados  miden  AB  =  c,  BC  =  a  y 
AC  =  b  (c  <  a).  Se  trazan  las  bisectrices  interior  y 
exteriőr  BH  y  BP  (D  e  AC  y  P  e  aAC).  Entonces,  la 
longitud  de  DP  es: 

Resolución: 


Por  teorema:  -  =  y  +  b 
c  y 

y  = 


ay  =  cy  +  be 


y(a  -  c)  =  be 
be 


be 


a  -  c 


Luego: x  = 


be 


a  -  c  a  +  c 


x-bc  a  +  c  +  a~c 
i(a  -  c)(a  +  c) 


y  _  (be)  (2a) 
a2  -  c2 


x  = 


2abc 
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36.  En  la  figura  mostrada:  QR  II AC.  Si  BP  =  4  y  RC  =  3, 
entonces  la  longitud  de  BR  es: 

B 


Resolución: 


Por  el  teorema  de  Tales: 
a  _  x 
b  "  3 


x  -  4 


De(1)y(2):|  =  í^7 


.(1) 

...(2) 

=>  x2  -  4x  -  12  =  0 


=>  (x  —  6)(x  +  2)  =  0  =>  x  =  6 


37.  AB  es  el  diámetro  de  una  semicircunferencia,  se 
ubica  el  punto  C  en  la  prolongación  dél  diámetro 
BA,  desde  C  se  traza  una  tangente  a  la  semicircun¬ 
ferencia  en  el  punto  P,Qe  CP,  tál  que:  QB  1  CQ. 
Si  BQ  =  5  y  CB  =  13  ,  entonces  la  longitud  en  PQ 
es: 


Resolución: 


I - 13 - 1 


kCPO  ~  kCQB  »  §  =  1-^~  =»  R  =  || 
O  ló  1o 

_ _ U;a~.  12  -  X  65 

Tamb,en.^-  =  wy 

=>  36-  3x  =  26  =>  3x  =  10  x  = 


38.  En  un  AABC  sus  lados  miden:  AB  =  c;  BC  =  a  y 
AC  =  b.  Por  el  incentro  I  se  trazan  rectas  paralelas 
a  unó  de  los  lados  AB  y  BC,  dichas  rectas  paralelas 


intersecan  al  lado  AC  en  los  puntos  M  y  N.  Enton¬ 
ces,  hallar  la  longitud  dél  segmento  MN. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Tales: 
n  _  c  ack 

ak  b  ^  b 

Por  semejanza: 

ck  _  b 
c  -  n  b  +  c 

Reemplazando  (1)  en  (2): 
Luego:  x  =  b(^)  =>  x= 


...(1) 


...(2) 

k-  b 
a  +  b  +  c 

bi 

2p 


_b_ 

2p 


39.  En  un  AABC  se  traza  la  altura  BH.  Si  mZHBC  = 
2(mZBAH),  BH  =  5  y  HC  =  12,  entonces  la  longi¬ 
tud  de  AH  es: 

Resolución: 


B 


■x - 1 - 1 2 - 1 


kBHC:  5k  +  13k  =  12  =»  18k  =  12  =»  k  =  |. 
kABD:  52  =  x(5)(|)  =>  x  =  7,5 

40.  En  un  cuadrilátero  ABCD  se  trazan:  BP  paralelo  al 
lado  CD  (P  pertenece  a  la  diagonal  AO)  y  CQ  para¬ 
lelo  a  AB  (Q  pertenece  a  BD).  En  dichas  condicio- 
nes,  respecto  a  PQ  se  puede  afirmar. 

Resolución: 


APTB  ~  ACTD 


...(1) 


Resolución: 
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AATB  ~  ACTQ  =>  ^ 


TP  _  TB 
TC  "  TD 

TC  TQ 
TA  TB 


(1)  x  (2): 


TP(TC)  TB(TQ) 
TC(TA)  "  TD(TB) 

Esto  significa  que:  PQ  //AD 


...<2) 

TP  _  TQ 
TA  TD 


41.  En  el  AAOD  recto  en  O  (AO  >  OD),  las  medianas 
OC  y  DM  se  intersecan  perpendicularmente.  Si 
AO  =  3  m,  entonces  la  longitud  (en  m)  de  AD  es: 

Resolución: 


AMBF  ~  AABC 

=>  =  r  =»  bh  -  bx  =  hx 

h  b 

=»  x(b  +  h)  =  bh  x  = 

44.  En  un  cuadrilátero  ABCD  se  cumple  AB  =  m,  CD  =  n 
y  mZBAD  =  mZCDA.  Considerando  el  punto  me- 
dio  de  AD  como  centro  se  traza  una  semicircunfe- 
rencia  tangente  a  los  otros  3  lados  dél  cuadrilátero. 
Entonces,  la  longitud  de  AD  es: 

Resolución: 


LAHC  ss  kDGC  (ALA) 

=>  AH  =  GD  =  a 
Pero:  a2  =  9x2  -  x2  =>  a2  =  8x2 
kAHO:  32  =  a2  +  (4x)2 
9  =  8x2  +  16x2 


=*  24x2  =  9  =>  2/6  x  =  3 

3/6  /6  3/6 

=>x=^-=*x=^|-  .-.  AC= 


42.  En  un  AABC  sus  lados  miden:  AC  =  b,  BC  =  a  y 
AB  =  c  (a  <  b  y  a  <  c).  Entonces,  la  longitud  dél 
menor  lado  de  otro  triángulo  de  perímetro  L  seme- 
jante  al  AABC  es: 

Resolución: 


(1):  2p  =  a  +  b  +  c  (2):  2p  =  L 

Por  teória,  si  són  semejantes,  sus  elementos  ho- 
mólogos  són  proporcionales. 

»  ü  = _ t _ ^  x= _ §L_ 

a  a+b+c  a+b+c 


43.  En  un  AABC  se  trazan  la  altura  BH  y  la  ceviana 
CM.  En  CM,  BC  yAC  se  ubican  los  puntos  M,  F,  N 
y  D  respectivamente  que  determinan  un  cuadrado. 
Si  AC  =  b  +  BH  =  h,  entonces  la  longitud  de  la 
altura  MD  dél  AAMC  es: 


AABO  ~  ADOC 
x  _  m  v2  = 
^  n  x  ~ 
Luego:  AD  =  2/mn 


—  =  —  =>  x2  =  mn  =>  x  =  /rnH 


45.  En  un  AABC  se  traza  la  bisectriz  interior  BP  (P  e 
AC),  luego  por  el  punto  medio  de  BP  se  traza  una 
recta  secante  que  intercepta  a  AB  en  E,  a  BC  en  D  y 
a  la  prolongación  de  CA  en  F.  Si  BC  =  12,  AB  =  8  y 
AC  =  3(AF),  entonces  la  longitud  de  BD  es: 

Resolución: 


B 


Por  el  teorema  dél  Menelao  en  el  APBC: 
(12  -  x)m|n  +  =  x(m)4n 

(12  -  x)(Zj  =  4x 
132  -  11x  =  20x  »  x  = 
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46.  En  el  interior  de  un  AABC  se  ubica  el  punto  D, 
en  los  lados  AC  y  BC  se  ubican  los  puntos  E 
y  F  respectivamente,  tál  que  DB  =  DE  =  DF  y 
mZABD  =  mZDEC  =  90°.  Una  recta  trazada  por  F 
perpendicular  a  DF  divide  a  EC  en  dós  segmentos 
ET y  TC  (T e ÉC)._SiTC  =  2(ET)  y AB  =  5,  enton- 
ces  la  longitud  de  EC  es: 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Menelao,  en  el  AAHT: 

(5)(n)(2y)  =  (n)(y)(5  +  3y) 

10  =  5  + 3y  =>  3y  =  5 

47.  En  la  figura  mostrada  los  puntos  Oy  Ü!  són  cen- 
tros  de  las  semicircunferencias.  Si  3(AM)  =  8(ME); 
BE  =  2(EM)  y  NC  =  11,  entonces  la  longitud  de 
BN  es: 


Resolución: 


Por  el  teorema  de  Ceva,  en  el  AABC: 

(11n)(x)(z)  =  (6n)(11)(y)  ...(1) 

Por  el  teorema  de  Menelao,  en  el  AABC: 

(11  )(2a)(y)  =  (x)(a)(y  +  z)  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  x  =  16  .*.  BN  =  16 

48.  En  un  cuadrilátero  ABCD,_se  ubican  M  y  N  puntos 
medios  de  las  diagonales  AC  y  BD  respectivamen¬ 
te.  Luego  trazamos  la  recta  que  pasa  por  M  y  N  e 
interseca  a  los  lados  AD  y  BC  en  los  puntos  P  y  Q 


y  a  la  prolongación  de  CD  en_el_punto  F.  Si  AP  =  a, 
PD  =  b  y  BQ  =  c,  entonces  CQ  es: 

Resolución: 


B 


Se  traza  LC  //AD: 

=>  AMLC  =  AMPA  (A.  L.  A) 

Luego:  LC  =  AP  =  a 

Ahora  observamos  que  el  ALQC  ~  ANMT 

=>  — - —  =  — ~“t~  =>  x(a  +  b)  =  a(c  +  x) 
c  +  x  a  +  b  \  /  v  / 

2  2 

=*  xa  +  xb  =  ac  +  ax 


49.  En  un  cuadrilátero  ABCD:  mZBAC  =  mZCAD, 
mZADB  =  mZBDC,  AB  =  a  y  CD  =  c.  Sea 
M  un  punto  de  AD  y  {E}  =  BD  n  AC  ,  tál  que 
mZAEM  +  mZEDM  =  90°,  MD  =  d  yAM  =  e,  ha- 
llar  el  cociente  de  las  distancias  de  B  y  C  al  seg- 
mento  AD. 

Resolución: 


kAET  ~  kACS 

^  r  _  k(e  +  d)  ^  y(e  +  d) 

^  y  k(e  +  d  +  c)  ^  (e  +  d  +  c) 

kBRD  ~  kETD 

L  -  n(e  +  d)  _  x(e  +  d) 

=>x_n(a  +  e  +  d)="  ~  (a  +  e  +  d) 

De  (1)  y  (2): 

x(e  +  d)  =  y(e  +  d)  .  x  =  a  +  d  +  e 
a+e+d  e+d+c  ”  y  c+d+e 


50.  Un  triángulo  ABC  está  inscrito  en  una  circunferen- 
cia,  la  prolongación  de  la  bisectriz  interior  AD  inter¬ 
seca  a  la  circunferencia  en  el  punto  E.  Si  AC  =  6, 
AB  =  10,  DE  =  4  y  la  mZADB  =  110°,  entonces  la 
mZBCE  es: 


Resolución: 
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B 


También  el  AABC:  y2  =  60  -  15k2  ...(2) 

(1)  en  (2):  =  60  -  15k2;  si:  k2  =  x 

1b 

=>  15x2  +  16x  -  64  =  0 
3x  +  8 

5x  -  8 

=»  (3x  +  8)(5x  -8)  =  0=>x=f 

o 

Luego:  y  =  ^(|)  =>  y  =  6 

AADC  es  isósceles:  AD  =  AC  =  6  a  =  40° 

51.  En  un  triángulo  ABC  de  baricentro  G,  se  traza  la 
mediana  BM,  luego  se  traza  la  bisectriz  interior  AE 
en  el  triángulo  ABM,  CG  n  AE  =  { D } .  Si  AB  =  5  cm 
yAC  =  8  cm,  entonces  AD/DE  es: 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Menelao  en  el  AAEM: 

(x)(k)(m)  =  (y)(3k)(2m)  -  i  =  6 

52.  En  el  triángulo  ABC  se  traza  la  bisectriz  interior  BD, 
la  mediana  AE  y  la  ceviana  CF  que  pasa  por  la  in- 
tersección  BD  y  AE.  Si  AC  =  8  y  (BE)(AD)  =  12, 
entonces  la  longitud  de  BF  es: 

Resolución: 


B 


Por  teorema:  X  =  Q 

2n  8  -  m 

~x  +  y  =  2mn_  2mn_-x 

3  8  -  m  3  8  -  m 

En  el  AABC,  por  el  teorema  de  Ceva: 

(y)(n)(8  -  m)  =  (x)(n)(m) 
Igualando(l)  A  (2): 

2mn  __  x  _  xm 


•(1) 


y=8^  -(2) 


2mn  -  x(8  -  m)  =  xm 


8  -  m  8  -  m 
=*  2mn  -  8x  +  xm  =  xm  =>  8x  =  2mn 

•  x=mü 


Por  dato:  mn  =  12 


12 


Reemplazando:  x  =  x  =  3 


53.  Se  tiene  el  triángulo  ABC,  donde  AB  =  BC  =  12,  en 
AB  se  ubican  los  puntos  consecutivos  P  y  E,  tál  que 
AP  =  PB,  AB  =  3(BE),  en  la  prolongación  de  AC  se 
ubica  el  punto  R  de  manera  que  AC  =  CR,  PR  y  RE 
intersecan  al  lado  BC  en  Q  y  F.  Halle  FQ. 

Resolución: 

B 


Por  el  teorema  de  Menelao  en  el  AAPR: 

(BC  es  secante):  (n)(b)(6)  =  (n)(a)(12) 
b  =  2a  ...(1) 

En  el  APBQ  (ER  es  secante): 

2(8  -  x)(b)  =  4(x)(a  +  b)  ...(2) 
Reemplazando  (1)  en  (2):  (8  -  x)(2a)  =  2x(a  +  2a) 
=>  8  -  x  -  x(3)  =>  4x  =  8  .*.  x  =  2 

54.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  ceviana  BD,  de  ma¬ 
nera  que  la  mZAID  =  90°  (I  es  incentro  dél _AABC) 
y  (BC)(CD)  =  64.  Entonces  la  longitud  de  IC  es: 

Resolución: 


B 


Dato:  (a)(n)  =  64  ...(1) 

Por  propiedad:  mZAlC  =  90°  +  -^=  90°  +  0 
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Pero  por  dato:  mZAID  =  90°  =>  mZDIC  =  0 
Luego:  ADIC  ~  AIBC 

-  jf«f  -  x2  =  (a)(n)  -(2) 

Reemplazando  (1)  en  (2): 
x2  =  64  ^  x  =  8 

55.  Dado  el  triángulo  AQD  de  manera  que:  B,Cg  AD, 
(mZCQD)  =  mZBQC  _  mZAQB  =  x  si  AB  =  4i 

BC  =  2,  y  CD  =  6.  Halle  x. 

Resolución: 


Piden:  x 

Trazamos  CT  // AQ  =*  QT  =  DT 
TC  =  L  (base  média) 

AQTC:  isósceles  =*  mZQTC  =  2x 
AQTC:  2x  +  2x  +  2x  =  180° 

=>  6x  =  180°  .*.  x  =  30° 

56.  Se  tiene  un  triángulo  escaleno  ABC,  circunscrito  a 
una  circunferencia  de  centro  O,  se  ubican  P,  Q  y  K 
puntos  de  tangencia  (P  e  BC,  K  e  AC),  las  prolon- 
gaciones  de  PQ  y  AC  se  intersecan  en  S.  Si  AC  =  28 
y  KS  =  21,  calcule  CS. 

Resolución: 


Piden  CS  =  x 

AABC  (Teorema  de  Menelao) 

(n)(m)(x)  =  (m)(t)(28  +  x)  =>  nx  =  t(28  +  x) 

Pero:  t  =  21  -  x  A  n  =  7  +  x 
=*  (7  +  x)(x)  =  (21  -  x)(28  +  x) 

.*.  x  =  14 

57.  Dado  el  triángulo  ABC,  en  AC  se  ubican  los  puntos 
consecutivos  P  y  Q.  En  BC  se  ubica  el  punto  R,  de 
manera  que  PR  //  AB  y  BP II RQ.  Si  AP  =  a  y  PQ  =  b, 
cuánto  midé  OC. 


Resolución: 


Piden:  QC  =  x 

Donde:  PR //ÁB  A  QR//PB 

AABC  (Tales):  ^ 

v  7  n  b  +  x 

ABPC  (Tales)  => 

v  '  n  x 

(1)  =  (2)  =»  i-3— =  -  x  = 
v  7  v  '  b  +  x  x 


...(1) 

...(2) 

b2 

a  -  b 


58.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC;  recto  en  A,_se  tra- 
za  la  bisectriz  interior  AM  (M  pertenece  a  BC).  Si 
la  suma  de  las  inversas  de  las  longitudes  de  los 
catetos  es  igual  a  k/2 .  Determine  la  longitud  de  la 
bisectriz  AM. 

Resolución: 


Piden:  AM  =  x 

Dato:  i  +  k^2 

a  b 

kMTC~kBAC  =>  —  =  ízJÜ 
c  a 


^  -1  =  k/2  =»  n 
m 

Como:  x  =  m  /2 


kV2 


59.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  mediana  BM  y  la  bi¬ 
sectriz  interior  AD  que  se  intersecan  en  P.  Además 
se  traza  la  ceviana  CE  que  pasa  por  el  punto  P.  Si 
AB  =  c  y  AC  =  b,  calcule  BE. 

Resolución: 
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Piden:  BE  =  x 

MBC<TBI>:Sr§ 

=>  BD  =  ck  y  DC  =  bk 
AABC  (Teorema  de  Menelao) 

xbk(|)  =  (c  -  X)ck(|)  .-.X-gSL 

60.  En  un  triángulo  ABC,  se  trazan  las  cevianas  BM  y  BN 
(M  y  N  contenidos  en  AC)  tál  que:  AM  =  MN  =  NC. 
La  mediana  relativa  al  lado  BC  interseca  a  las  ce¬ 
vianas  BM  y  BN  en  los  puntos  P  y  Q  respectiva- 
mente.  Si  PQ  =  3  dm,  halle  la  longitud  de  la  media¬ 
na  mencionada. 

Resolución: 


Piden:  AT;  si  PQ  =  3 
ABMC:  TN  //  BM  (base  média) 

AATN:  PM:  base  média 
=>  AP  =  PT  y  TN  =  2(MP) 

BM  =  2(TN)  =*  BM  =  4L  =>  BP  =  3L 
ABPQ  ~  ANTQ: 

^  =  =>  TQ  =  2  =.  AP  =  PT  =  5  .-.AT  =10 

61.  En  la  figura  I  es  el  incentro  dél  triángulo  ABC,  se 
puede  decir  que: 


fcJTC:  mZTIC  =  90°  -  n 

Por  propiedad:  mZAlC  =  90°  +  -| 

Pero:  mZAlC  =  n  +  y  +  90°  -  n 
Luego:  n  +  y  +  90°  -  n  =  90°  + 

=*  x  =  2y 

Se  puede  decir  que:  x  >  y 


62.  En  un  triángulo  ABC,  BC  =  a,  L  es  una  recta  que 
contiene  al  incentro  e  interseca  a  los  lados  AB  y  AC 
en  D  y  E  respectivamente.  Si  AD  =  m;  DB  =  n  y 
AE  =  t,  entonces  EC  midé: 

Resolución: 


G 


Por  el  teorema  de  Menelao  en  el  AABC: 
x(m)y  =  t(n)(y  +  a) 

Dedonde:y= — ant  ...(1) 

En  el  AABF:  p(n)(y  +  e)  =  q(m)y 

^  P  =  my  Pero.  P  =  m  +  n  +  t  +  x 
q  n(y  +  e)  ‘  q  a 

->  g-tn±t  +  x=  my_  ...(2) 

a  n(y  +  e) 


Reemplazando  (1  j  en  (2):  obtenemos  después  de 

simplificar:  x  =  2mat  ~  nt? 

m  +mn  +  nt 


63.  En  un  triángulo  ABC  recto  en  A,  la  distancia  dél  in¬ 
centro  I  a  un  excentro,  relativa  a  un  cateto  es  igual 
a  la  longitud  de  la  hipotenusa.  Entonces  la  medida 
dél  menor  ángulo  agudo  dél  triángulo  es: 


Resolución: 


Dato:  IE  =  BC  =  2a 
LJCE  isósceles:  MC  =  a 
kBMC  notable  (30°  A  60°) 

=>  a  =  30°  .-.  mZACB  =  30° 


64.  En  la  siguiente  figura,  AB  =  m  y  CD  =  n.  Calcule 
EF. 


ZATIDC  inscriptible:  mZlDT  =  n 
ATID:  mZAIT  =  n  +  y 
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AABE  ~  AFEC  =>  Hl  =  £.  ...(1) 

x  b  v  ' 

ABFE  ~  AEDC  =>  —  =  ^  ...(2) 

n  b  v  ' 

(1)  =  (2):  E  =  i  =,  x  =  Vrnn 
v  '  v  '  x  n 

65.  En  un  triángulo  ABC,  la  mZB  -  mZC  =  90.  Se  tra- 
za  la  altura  AH  y  resulta  que:  BC  =  8(BH)  =  8a. 
Calcule  AH. 

Resolución: 


66.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  4,  BC  =  8.  Se  inseribe 
el  rombo  BDEF  (D  e  BC,  F  e  AB).  Calcule  BD. 

Resolución: 


DE //AB;  EF//BC 

A=8^x  8 

4  8  3 

,.S  .  vl  • 

67.  En  una  circunferencia  de  rádió  R,  se  traza  una 
cuerda  BC,  sea  A  un  punto  de  la  circunferencia; 
con  centro  en  A  se  traza  una  circunferencia  tangen- 
te  a  la  cuerda;  halle  el  rádió  de  esta  circunferencia 
si:  (AB)(AC)  =  k. 


68.  ABCD  es  un  paralelogramo:  FQ  //  AD.  Si  BE  =  a; 
EC  =  b.  Halle:  FQ. 


Resolución: 


AAFD  ~  AEFB  =»  m  =  |  y  n  = 


a  +  b 


En  (1): 


a  +  b  2a  +  b 


(a  +  b)2 
2a +  b 


69.  En  un  triángulo  se  trazan  las  medianas  CM  y  BP  que 
se  intersecan  en  F.  Si  E  e  BP,  tál  queAE  n  CM  =  {G} 
y  BE  =  FP,  calcule  GF,  si  FC  =  6. 

Resolución: 


B 


Resolución: 


Geometria  ■  281 


F  es  baricentro  dél  AABC 

=*  BE  =  EF  =  FP  =  a;  FC  =  2(MF)  =  6 

Se  pide  hallar  GF  =  x  =*  MG  =  3  -  x 

Por  el  teorema  de  Menelao  en  el  AMBF  (EA  recta 

secante):  (a)(x)(n)  =  (a)(3  -  x)(2n) 

Luego:  x  =  6-2x=*3x  =  6  =*  x  =  2 

70.  Se  tiene  una  semicircunferencia  de  centro  O  y  de 
diámetro  AB,  se  traza  HA  1  AB,  luego  de  H,  la  tan- 
gente  HC  (C  sobre  la  semicircunferencia),  se  pro- 
longa  AC  hasta  un  punto  D  y  trazamos  HM  1  OD. 
Si:  OM  =  2  dm,  MD  =  6  dm.  Calcule  AB  (en  dm). 

Resolución: 


kHMO  ~  fciDTO  =»  =  r 

o  b 

b(a  +  b)  =  16  ...(1) 

kHAO:  x2  =  b(a  +  b)  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  x2  =  16  =>  x  =  4 
.-.  AB  =  8 


A  3m  8  2m  C 


i - B - 1 

Por  el  teorema  de  Menelao,  en  el  AABC  (PD  recta 
secante): 

(3m)(4n)(x)  =  (2m)(3n)(x  +  6)  =>  x  =  6 

73.  En  un  triángulo  ABC;  AB,  BC  y  AC  al  mismo  nivel 
tienen  sus  longitudes  en  progresión  aritmética  de 
razón  igual  a  6.  Calcular  la  distancia  dél  incentro  al 
baricentro. 

Resolución: 


a 


Por  el  teorema  dél  incentro: 


71.  En  un  triángulo  ABC  (AB  <  BC),  la  mediatriz  de 
AC  interseca  a  BC  en  Q  y  a  la  prolongación  de  AB 
en  P.  Si  O  es  el  circuncentro  y  OQ  =  a,  PQ  =  b, 
calcule  el  circunradio. 

Resolución: 


AOBP  ~  AOQB 

=*  R  =  /a(a  +  b) 

72.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  6  ,  AC  =  8  y  BC  =  4.  Se 
trazan  las  bisectrices  AE  y  BD  y  el  rayo  DE  que 
interseca  a  AB  en  P.  Calcular  BP. 


Bl _ a  —  6  +  a  +  6  Bl _ <-> 

ÍD  “  a  ^  ID 

Pero  como:  =  2  =>  IG  // AC 

GM 

AIBG  ~  ADBM  =>  4  =  1°  =>x  =  2 
3  3n 

74.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC  (recto  en  B),  se 
traza  la  bisectriz  BD.  Si  AB  =  m;  BC  =  n  y  BD  =  t. 
^En  qué  reláción  están  m,  n  y  t? 

Resolución: 

E 


Se  prolonga  BE,  de  modo  que  BE  =  BC  =  n 
=>  mZABD  =  mZBEC  =  45° 

BD  //  EC  AABD  -  AAEC 

t  _  m  m  +  n  _  Í2_ 

^  n/2  m  +  n  ^  mn  t 
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_m_  +  _n_= /2  ^  1  1  _  /2 
mn  mn  t  ^  m  n  t 

75.  Sean  dós  circunferencias  tangentes  interiores,  sea 
T  el  punto  de  tangencia.  Sean  A,  B,  C  y  D  puntos 
de  las  circunferencias  de  rádiós  r  y  R.  r  <  R.  Los 
puntos:  T,  A  y  C;  y  T,  B  y  D  són  colineales,  TgE, 
tál  que  LnÁB  =  {M}  y  Ln  CD  =  {N}.  Si  3r  =  2R  y 
TM  =  12  cm.  Halle  MN. 


Resolución: 

ÁB  //CD 

=>  AATB  ~  ACTD 
Sea:  MN  =  x 

12  2n 
^  x+12  3n 

Efectuando: 
x  =  6  MN  =  6 


PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISION  UNI 


PROBLÉMA  1  (UNI  201 1  - 1) 

En  un  triángulo  ABC,  la  mediatriz  relativa  al  lado  AC  in- 
terseca  a  BC  en  P.  AP  y  BM  se  intersecan  en  Q.  Deter- 
mine  AQ  (en  cm),  si  MQ  =  QB  y  BP  =  4  cm. 

A)  2  B)  4  C)  6 

D)  8  E) 10 

Resolución: 


Trazamos  MN  //  ÁP  =>  NP  =  NC 

Por  mediana  relativa  a  PC:  MN  =  NP  =  NC 

Pero:  BP  =  PN  =>  NP  =  4 

En  el  ABMN  (base  média):  QP  =  2 

En  el  AAPC  (base  média):  x  +  2  =  8 

.-.  x  =  6 

Clave:  C 


PROBLÉMA  2  (UNI  2011  -II) 

En  un  rectángulo  ABCD,  M  y  N  són  puntos  medios 
de  los  lados  BC  y  CD  respectivamente,  tales  que 
AM  =  2/2  cm  y  BN  =  /I7cm.  Si  P  es  el  punto  de 
intersección  de  los  segmentos  AM  y  BN,  entonces  el 
valor  de  PM  +  PN  en  cm  es: 


A) 

C) 

E) 


272  +  /Í7 

5 

2/2  +  2/17 

5 

3/2  +  7 17 


B)  2/2  +  3/17 

nx  3/2  +  3/17 
'  5 


Resolución: 


•  kBCN  =  kDNL  =>  DL  =  2a 

•  ABPM  ~  AAPL:  AP  =  4(PM) 

Luego:  5x  =  2/2  =>  x  = 

b 

•  kMCR  s  fc^ABM  =>  RC  =  2b 

•  fcAPB  ~  ANPR  =>  =  | 

Br  2 

Luego:  5y  =  VTf  =»  3y  = 
x  +  3y  =  2/2  +  3VÍT 

Clave:  B 


PROBLÉMA  3  (UNI  2012  -  II) 

Sobre  los  catetos  de  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  se 
construyen  los  cuadrados  ABDE  y  BCFG;  CE  corta  AB 
en  P  y  AF  interseca  a  BC  en  Q.  Si  AB  =  2  m  y  BC  =  3  m, 
calcule  el  valor  de  /(AP)(CQ)  en  m. 

A)|  b)|  c)6  d)5  e)5 


5 


A 


C 
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Piden:  /ib 

AEDC  ~  APBC:  =  f  =>  a  =  4 

2  -  a  3  5 

AABQ-AAGF:  =  §  -»  b  =  | 

Vib  =  | 

Clave:  C 


PROBLÉMA  4  (DNI  2012  -  II) 

En  la  figura  adjunta,  OC  =  6  cm,  AM  =  8  cm. 
Calcule  la  longitud  de  la  circunferencia  (en  cm). 


A)12V77t  D 

B)  12/5  n 

C)  12/3n 

S  R 

D,  «*. 

(  0 

JB 

0^* 

Resolución: 


D 

(ÍR  t 

A 

{  2k/Ó 

2k  )b 

V  /0'x 

Piden  LO:  longitud  de  circunferencia 

•  AAMB  ~  AOCB:  ^ 

UB  Z 


AOCB  (Pitágoras):  (2k)2  +  62  =  (3k)2 


k-  A  -  r- 
k_  J5  r~  V5 


LO  =  2nr  = 


-  24V5  . 


Clave:  E 


PROBLÉMA  5  (IINI  2013  -  II) 

En  un  triángulo  ABC,  AB  =  4,  BC  =  6.  Se  traza  DE 
paralela  a  BC  donde  los  puntos  D  y  E  pertenecen  a 
los  segmentos  AB  y  AC  respectivamente,  de  modo  que 
el  segmento  BE  sea  bisectriz  dél  ángulo  B.  Calcule  el 
valor  de  BD. 

A)  1,8  B)  2,0  0  2,2 

D)  2,4  E)  2,8 

Resolución: 


Piden:  x 

AADE  ~  AABC:  | 

6  4 

=>  2x=  12 -3x  x  =  2,4 


Clave:  D 
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PPOBLEMAS  PROPUESTOS 


1.  En  un  rombo  ABCD  de  12  m  de  lado,  se  torna  el 
punto  medio  M  de  BC,  AM  corta  a  BD  en  G  y  DM  a 
AC  en  H.  Calcular  GH. 

A)  4  m  B)  6  m  C)2/2m 

D)  3/2  m  E)  1  m 

2.  Se  tiene  un  triángulo  ABC,  donde  la  medida  dél  án- 
gulo  A  es  dós  veces  la  medida  dél  ángulo  B. 

Si  b  =  4  y  c  =  5,  hallar  la  razón  ^ . 

A)  2/3  B)  5/6  C)  ^ 

D)  6/5  D)  3/2 

3.  En  un  trapecio  ABCD  (BC  //  AD  y  BC  <  AD),  por  B 
se  traza  una  parálela  a  CD,  que  interseca  a  AC  en 
M  y  por  C  se  traza  una  paralela  a  AB  que  interse- 
can  a  BD  en  N.  Calcular  la  longitud  dél  segmento 
MN,  sabiendo  que  BC  =  3,  AM  =  6  y  CM  =  4. 

A)  1,40  B)  1,50  C)1,20 

D)  1,25  E)  1,35 


4. 


En  la  figura,  el  punto  O  es  el  ortocentro  dél  AABC; 
BN  =  2;  MB  =  3;  a  +  c  =  10.  Hallar  la  longitud  de  OC. 


5.  Las  longitudes  de  los  lados  de  un  triángulo  són  4;  7 
y  10  cm.  Si  otro  triángulo  semejante  al  primero,  de 
147  cm.  ^Cuál  es  la  longitud  de  su  lado  menor? 

A)  28  cm  B)  24  cm  C)  32  cm 

D)  20  cm  E)  48  cm 


6.  En  la  figura,  se  tiene  un  rectángulo  ABCD  en  el 
cual  AD  =  2(CD)  y  donde  mZOMA  =  mZBPO.  Si 
MN  y  PQ  se  intersecan  en  O,  de  modo  que  PO  =  2  cm, 
QO  =  4  cm  y  MO  =  5  cm.  Hallar  NO. 


A)  8  cm  B)10cm  C)  7  cm 

D)  9  cm  E)  6  cm 

7.  Los  lados  de  un  triángulo  ABC  miden:  BC  =  6, 
CA  =  8,  AB  =  4  respectivamente.  Por  un  punto  M 
de  AB  se  traza  la  paralela  MN  al  lado  BC.  Hallar  la 
longitud  de  AM,  de  modo  que  el  perímetro  dél  trián¬ 
gulo  MÁN  sea  igual  al  perímetro  dél  trapecio  BMNC. 

A)  3,5  B)  2,0  C)1,5 

D)  2,5  E)  3,0 


8. 


En  una  circunferencia,  se  inseribe  el  triángulo  ABC. 
La  recta  mediatriz  dél  segmento  AC  interseca  a  la 


circunferencia  en  el  punto  M(Mg  AB).  La  prolon- 
gación  dél  segmento  MB  interseca  a  la  prolonga- 
ción  dél  lado  AC  en  el  punto  Q.  Si  AB  =  c,  BC  =  a, 
AC  =  b  y  AB  >  BC.  Calcular  la  longitud  dél  segmen¬ 
to  CQ. 

be  ab 


A) 


ac 


B) 


b  -  a 


C) 


D) 


ab 

a  +  c 


E) 


be 

c  -  a 


9.  En  la  figura,  RS  =  10,  ES  =  5,  VE  =  3,  calcular  ST. 


10.  En  un  trapezoidé  ABCD,  la  longitud  dél  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  BC  y  AD,  es  L  uni- 
dades.  Las  prolongaciones  de  los  lados  AB  y  DC 
se  intersecan  en  el  punto  E.  Hallar  la  longitud  dél 
segmento  que  une  los  baricentros  de  las  regiones 
triangulares  BEC  yAEC. 

A>i  B)k  c)f 

D)f  E)f 

11 .  En  un  AABC,  se  cumple  que  mZBAC  =  2  (mZBCA); 
AB  =  6  y  AC  =  8.  Hallar  la  longitud  de  BC. 

A)  3/2T  B) /2Í  C)  2^21 

D)2lM  E)37Í4 

12.  Sea  un  triángulo  rectángulo  ABC  (recto  en  B).  Tra- 
zamos  la  biseetriz  que  parte  dél  ángulo  recto,  que 
corta  a  la  hipotenusa  en  el  punto  D.  Si  AB  =  c 
y  BC  =  a.  <j,Cuál  de  las  siguientes  relaciones  es 
verdaderas? 
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A)  BD(a  +  c)  =  ac 
C)  BD(a  +  c)  >  ac 
E)  BD(a  +  c)  >  ac 


B)  BD(a  +  c)  <  ac 
D)  BD(a  +  c)  <  ac 


13.  En  la  figura  mostrada,  el  triángulo  ABC  es  isósce- 
les,  O  es  el  centro  de  la  semicircunferencia;  MN  es 
tangente  a  la  circunferencia.  Si  AM  =  a  y  NC  =  b, 
hallar  AC. 


A)  (ab 

B)  2  (ab 

C)  /iFTb5 


D) 


E) 


2ab 

a  +  b 

3ab 
a  +  b 


14.  En  la  figura,  hallar  la  hipotenusa  dél  triángulo  STV. 
Si  x2  +  y2  =  20;  L  =  78. 


A)  5  +  78 
D)7  +  78 


B)8  +  78 
E)9  +  78 


C)6  +  78 


15.  De  la  figura,  calcular:  (PQ)(RM),  si:  (ST)(LK)  =  27. 


A)  25 

B)  25/2 

C)  27 

D)  27/2 

E)  9 


16.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  AE  que 
interseca  al  lado  BC  en  D.  Luego,  desde  los  vérti- 
ces  B  y  C  se  trazan  las  perpendiculares  BH,  CE  a 
dicha  bisectriz.  Si  HD  =  1  cm  y  DE  =  2  cm,  hallar 
la  longitud  dél  segmento  AH. 

A)  5  cm  B)  4  cm  C)  3  cm  D)  2  cm  E)  1  cm 

17.  En  el  gráfico,  A,  T,  C,  E,  D,  L  y  G  són  puntos  de 
tangencia.  Si  7(AN)  =  GF  y  NP  =  2  cm,  hallar  PQ. 

Q 

A)  1 6  cm 

B)  13  cm 

C)  18  cm 

D)  14  cm 

E)  21  cm 


18.  En  el  triángulo  ABC,  la  bisectriz  exteriőr  dél  ángulo 
B  interseca  a  la  prolongación  de  AC  en  F.  Hallar  PF, 
siendo  P  el  punto  de  tangencia  de  la  circunferencia 
inscrita  al  triángulo  ABC  con  el  lado  AC,  si  AE  =  7, 
BC  =  5yAC  =  6. 

A)  16  B) 13  C)  14 

D)  19  E) 17 

19.  Por  el  baricentro  G,  de  un  triángulo  ABC  se  traza 
una  recta  que  corta  a  AB  en  E  y  BC  en  F.  Calcular 
FC,  si  AE  =  a,  EB  =  b  y  BF  =  c 


A) 

D) 


b(a  +  c) 
2 

c(b  +  a) 


c(a  -  b) 
a 

(b  +  a) 


C)^ 


20.  Hallar  NC,  si  BN  =  4,  3AM  =  5MB  y  AQ  =  QC. 


A)  10 
D)  16 


B)  8 
E)  9 


C)  12 


21 .  La  suma  de  las  cevianas  interiores  al  triángulo  ABC 
es  200  cm.  Calcular  el  perímetro  dél  hexágono  in- 
terior  sombreado. 

B  ' 


A)  20  cm 
D)  30  cm 


B)  24  cm 
E)  32  cm 


C)  25  cm 


22. 


Tenemos  una  semicircunferencia  cuyo  diámetro 
AB  descansa  sobre  una  recta.  Luego,  se  trazan 
dós  circunferencias,  cada  una  de  ellas  tangente, 
exteriormente,  con  la  semicircunferencia  (a  lados 
distintos)  y  a  la  recta  en  los  puntos  E  y  F  (A  e  EB), 
si  AE  =  a,  FB  =  b.  Calcular  AB. 


A)  (ab 


B)  (2ab 


C)  a  +  b 


D) 


a  +  b 


E) 


2ab 
a  +  b 


23. 


En  un  trapecio  isósceles  ABCD  (AD  //  BC)  se  ins¬ 
eribe  una  circunferencia  de  centro  O.  Se  prolonga 
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BA  y  BC  hasta  los  puntos  M  y  N  respectivamente, 
tál  que  MN  es  tangente  a  la  circunferencia  mencio- 
nada  e  interseca  a  los  lados  AD  y  CD  dél  trapecio 
en  los  puntos  E  y  F  respectivamente.  Si  EF  =  b  y 
FN  =  a,  hallar  ME. 

A)  2a  +  b  B)  a  +  b  C) 

a  —  b 

>  a(a  +  b)  F>  b(a  +  b) 

'  a-b  '  (a-b) 

24.  Del  gráfico  mostrado,  calcular  x. 


D)  3a  E)  a  ' 

25.  En  una  circunferencia,  se  inseribe  el  triángulo  ABC 
en  el  cual  se  trazan  las  cevianas  concurrentes  en 
O,  AN,  BK  y  CL.  Si  O  es  el  centro  de  la  circunferen- 

cia  (R:  rádió).  Calcular  +  |j{<  +  ^ 

A)  B)  2(R_1)  C)  1 

D)  2  E)  (2R)'1 

26.  En  un  triángulo  ABC  (AB  >  BC),  se  traza  la  bisec- 
triz  exteriőr  BF,  F  en  la  prolongación  de  AC.  Luego, 
se  traza  la  ceviana  CK;  KF  n  BC  =  {M};  tál  que  AM 
sea  biseetriz  de  ZBAC;  AM  n  KC  =  {J}.  Hallar  la 
mZKJM,  si  la  mZABC  =  0. 

A)  0  B)  20  C)  90°  +  0 

D)  90°  +  0/2  E)  90°  -  0/2 

27.  En  el  gráfico,  AB  =  7,  BC  =  9  y  AC  =  8.  Calcular 
El_ 

ET* 


28.  Si  A,  B,  C  y  D  formán  una  cuaterna  armónica  y 
ÖD//L,.  Hallar  fii. 


A) 

D) 


29.  Si  P  y  T  són  puntos  de  tangencia  en  la  figura.  Cal¬ 
cular  x. 


A)  20°  B)  30°  C)  40° 

D) 50°  E)  60° 

30.  Del  gráfico,  calcular  x  en  función  de  a. 


A)  a  B)  2a  C)  3a 

D)  90°  -  a  E)  90°  -  2a 


A)  3/5 
D)  2/3 


B)  3/4 
E)  5/6 


C)2/5 


D 
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32. 


En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 
BP  (P  e  AC);  por  el  punto  medio  de  BP  se  traza  una 
recta  secante  que  interseca  a  AB  en  E;  a  BC  en  D 
y  a  la  prolongación  de  CAen  F.  Si  BC  =  12,  AB  =  8 


y  =  3,  hallar  BD. 
7  AF 


A) 


D) 


132 

41 

130 

41 


r\  132 

b)^T 

E)M2 

'  31 


130 


33.  En  el  triángulo  KLM,  se  trazan  las  cevianas  interio- 
res  y  concurrentes  en  I,  LQ,  KP  y  MR.  Hallar  E. 

F  =  LR  Li  i  LP 
RK  IQ  PM 

A)  1  B)  2  C)3  D)  1/2  E)  0 


34.  Sobre  los  lados  BC,  CD  y  AD  de  un  paralelogra- 
mo  ABCD,  se  ubican  los  puntos  medios  M,  N  y  L 
respectivamente,  de  tál  manera  que  AM  interseca 
a  los  segmentos  BL  y  BN  en  los  puntos  E  y  F.  Cal- 
cular  EF,  si  AM  -  EF  =  14. 

A)  7  B)  6  C)  5  D)  4  E)  8 


D)  4/5  E)  5/2 


35.  En  un  triángulo  ABC,  BD  es  bisectriz,  BM  es  media- 
na,  I  es  el  incentro,  Al  n  BM  =  {P},  Cl  n  BM  =  {Q}, 

^  BP  =  6  y  QM  =  4.  Calcular  PQ. 

A)  2  B)  3  C)4  D)  5  E)  6 

36.  En  un  triángulo  ABC,  la  circunferencia  inscrita  al 
triángulo  es  tangente  al  lado  AB  en  M,  al  lado  BC 
en  N  y  al  lado  AC  en  el  punto  Q.  La  prolongación 
de  MN  interseca  a  la  prolongación  dél  lado  AC  en 
el  punto  F.  Si  AQ  =  5  cm  y  QC  =  4  cm,  hallar  la 
longitud  de  CF. 

A)  34  cm  B)  36  cm  C)  38  cm 

D)  40  cm  E)  42  cm 

37.  En  los  lados  BC  y  CD  de  un  cuadrado  ABCD,  se 
ubican  los  puntos  P  y  Q,  respectivamente,  luego  se 
traza  PH  1AQ  (He  AQ).  Calcular  PH,  si  AH  =  7, 
HQ  =  5  y  mZABH  =  mZAQD. 

A)  5,5  B)  6  C)  6,5  D)  7  E)  7,5 

38.  En  el  lado  AB  de  un  cuadrado  ABCD  se  torna  el 
punto  E,  tomando  como  diámetro  a  EA  se  traza  in- 
teriormente  una  semicircunferencia,  la  cual  corta  a 
AC  en  F.  Si  FD  =  6,  calcular  EC. 

A)  3  B)  3V2  0  6 

D)  6^2  E)  9/2 

39.  En  ia  figura,  ^  =  ^-  =  ^2.,  calcular  ^  (O: 
centro). 


41.  En  el  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra¬ 
zan  las  bisectrices  interiores  AE  y  CD,  tales  que 
(AD)(CE)  =  AD  +  CE.  Calcular  (DB)(BE). 

A)  V2  B)  /3  C)  2 

D)  1  E) 4 

42.  En  el  triángulo  ABC,  G  es  el  baricentro,  la  circunfe¬ 
rencia  que  contiené  a  B,  G  y  C  interseca  a  AC  en  P, 
tál  que  AP  =  2(PC).  Calcular  la  mZABC. 

A)  75°  B)  60°  0120° 

D)  90°  E) 105° 

43.  Por  el  excentro  relativo  al  lado  BC  de  un  triángulo 
ABC,  se  traza  una  recta  paralela  a  AC,  la  cual  in¬ 
terseca  a  los  otros  dós  lados  en  los  puntos  P  y  Q. 
Si  AB  =  1 2,  BC  =  8  y  AC  =  6,  calcular  PQ. 

A)  2,5  B)  2,4  C)  2,6 

D)  2,7  E)  3,6 

44.  En  el  gráfico  mostrado  O  y  Q  són  centros  y 
(OA)(AB)  =  18/2.  Calcular  AD. 


D)  3/2  E)  6 
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45.  En_la  figura  O  es  centro,  PM  =  2  y  TN  =  3.  Calcular 
QH  (P  y  T  són  puntos  de  tangencia) 


D)  2,5  E)  2,4 


52.  En  un  triángulo  ABF,  se  traza  la  mediana  BE,  D  e  AF, 
P  e  BF;  DP  //  BE;  DP  n  ÁB  =  {C},  AB  =  1 1 ,  BC  =  7  y 
BP  =  14.  Calcular  PF. 


46.  En  un  A  ABC  se  trazan  las  cevianas  interiores  AP,  CQ  y 

BR  que  concurren  en  M.  Si  4(BQ)  =  3(BP)  =  2(PC), 
calcular  la  razón  entre  BM  y  MR. 

A)  11/9  B)  13/9  C)15/2 

D)  17/12  E)  19/13 

47.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza  la 
ceviana  interior  BP,  tál  que  la  mZBCA  =  2(mZPBC). 
Si  AP  =  14  y  PC  =  4,  calcular  BC. 

A)  6  B)  6,4  C)  7,2 

D)  7,6  E)  8 

48.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra¬ 
zan  las  trisectrices  CQ  y  CP  (P  e  AQ).  Si  AP  =  a  y 
PQ  =  b,  calcular  QB. 

A)-^-  B)  VIb  C)2Vab 

a  +  b 

D)  b(a  +  b)  E)  b(a  +  b) 
a  2a 

49.  Del  gráfico,  calcular  AQ/QL,  si  ABCD  es  un  cuadra- 
do  (O  es  centro  dél  PQ). 


D)  2/3  E)  3/4 

50.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza  la  altura 
BH.  Las  distancias  interiores  AD  y  CE  intersecan  a  la 
altura  BH  en  los  puntos  M  y  N.  Si  AB  =  6,  BC  =  8  y 
AC  =  10,  hallar  la  longitud  de  MN. 


A)  6,5  B)  7,5  C)  8 

D)  8,5  E)  9 

53.  En  la  figura  L,  //  //  y  //  ;  AB  =  DE  =  3, 

IG  =  5,  EF  =  6  y  HG  =  3(IE).  Calcular  CD  -  BC 

B 

A)  1,5 

B)  1,8 

C)  2 

D)  2,28 

E)  2,4 


54.  En  la  figura,  AM  =  MC,  ED  //  BC  y  BD  es  bisectriz 
dél  ángulo  ABC.  Calcular  el  valor  de  x. 


D) 90°  E)  135° 

55.  Según  el  gráfico,  MNEF  es  un  cuadrado.  Si  PR  =  7 
y  la  altura  relativa  a  dicho  lado  midé  3,  calcular  AB. 


A)  1/3 
D)  2/5 


B)  1/4 
E)  2/7 


C)  2/3 


A)  0,73 
D)  0,63 


B)  0,49 
E)  0,7 


0  0,54 
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56.  En  el  exteriőr  y  relativo  al  lado  BC  de  un  triángulo  ABC 
se  ubica  el  punto  E,  tál  que  BE  //  AC,  en  AE  se  ubica 
el  punto  D,  tál  que  mZABD  =  mZDAC  =  mZDCB. 
Si  BE  =  18  y  AC  =  8,  calcular  BC. 

A)  5/3  B)  7  C)6/2  D)  9  E)  12 


A)  10  m  B)  12  m  C)  8  m 

D)  5  m  E)  6  m 

62.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  a,  BC  =  a  +  2  y 
AC  =  a  +  1 .  Se  traza  la  bisectriz  BN  y  la  mediana 
BM  (N  en  ÁC).  Hallar  MN. 


57.  Según  el  gráfico,  DE  =  CD  y  (EC)(AB)  =  25,  calcu¬ 
lar  BC. 


58.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B, 
sobre  los  catetos  se  traza  exteriormente  los  trián- 
gulos  equiláteros  ABM  y  BCN.  Calcular  la  longitud 
dél  segmento  que  tiene  por  extremos  los  puntos 
medios  de  AN  y  MB,  si  AC  =  8/2  m. 

A)  4  m  B)  2  m  C)2/2m 

D)  4/2  m  E)  5  m 

59.  Desde  los  vértices  de  un  triángulo  ABC,  con  bari- 
centro  G,  se  trazan  las  perpendiculares  AA',  BB'  y 
CC'  de  longitudes  6  m,  8  m  y  4  m,  respectivamente, 
a  una  recta  exteriőr.  Calcular  la  distancia  dél  bari- 
centro  de  la  región  triangular  MGC  a  dicha  recta 
exteriőr,  siendo  M  punto  medio  de  AA'. 

A)  6  m  B)  5  m  C)11/3m 

D)  6,5  m  E)  13/3  m 

60.  Se  tiene  una  mesa  de  billar  ABCD  de  dimensiones 
(2  m  x  3  m)  BC  >  AB  y  dós  bolas  M  y  N.  La  bola  M 
dista  1,6  m  de  AB  y  1,5  m  de  BC  y  la  bola  N  dista 
de  AB  1 ,2  m  y  0,6  m  de  BC.  Si  se  juega  a  2  bandas 
^a  qué  distancia  de  A  debe  golpear  la  bola  M  en  la 
banda  AB  para  que  luego  de  tocar  BC  impacte  en 
la  bola  N? 

A)  0,3  m  B)  0,8  m  C)1,2m 

D)  1,5  m  E)  1,7  m 

61.  En  la  figura,  AF  =  18  m,  hallar  FG. 


A)I 

B)f 

c)  | 

D)i 

LLJ 

63.  En  el  cuadrilátero  convexo  ABCD,  E  y  F  són  puntos 
medios  de  sus  diagonales.  Hallar  NC,  si  AM  =  2  m, 
MB  =  5  m  y  DN  =  4  m. 


C)  1,6  m 


64.  El  ángulo  B  de  un  triángulo  escaleno  ABC  midé 

120°.  Si  =  -1  hallar  la  longitud  de  la  bi- 

Ad  BC  o 

sectriz  BD. 

A)  4  m  B)  5  m  C)  7  m 

D)  8  m  E)  6  m 


65.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  BL  y 
la  perpendicular  LQ  a  BC  (L  e  AC  y  Q  E  BC).  Si 
mZACB  =  37°,  siendo  I  el  incentro  dél  triángulo 
ABC  y  a  la  ve z  es  el  excentro  dél  triángulo  LQC, 

calcular  jp 

A)  2  B)  |  C)3 

D)|  E  )± 


66.  Los  lados  AB,  BC  y  AC  dél  triángulo  ABC  miden  9  m, 
12  m  y  15  m,  respectivamente.  Se  trazan  la  altura 
BH  y  la  bisectriz  AD  (D  e  BC)  que  se  intersecan  en 
E.  Calcular  BE. 

A)  4,5  m  B)  15  m  C)  6  m 

D)  3  m  E)  3,5  m 

67.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 
AD.  Si  mZA  =  2(mZC)I_  (AC)(BC)  =  180  m2  y 
AB  +  AC  =  30  m,  hallar  AD. 

A)  7  m  B)  5  m  C)  6  m 

D)  5,5  m  E)  4,5  m 
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68.  En  un  triángulo  ABC,  se  trazan  las  cevianas  BD  y 
BE  (D  y  E  en  AC),  AD  =  6  cm  y  DE  =  4  cm.  Hallar 
EC,  si  mZABD  =  mZDBE  =  mZEBC  =  45°. 

A)  18  cm  B)  20  cm  C)  21  cm 

D)  22  cm  E)  24  cm 

69.  En  un  triángulo  ABC,  BD  es  bisectriz  interior.  En 
los  triángulos  ADB  y  DBC,  DE  y  DF  són  bisectrices 
interiores.  Si  EB  =  2AE,  BF  =  3AE  y  BF  =  6  m, 
hallar  FC. 


a4 

B)§ 

C)| 

D)f 

E)l 

75.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  mediana  BM  y  la 
ceviana  interior  AD  que  se  intersecan  en  el  punto 
E.  Si  EM  =  4  BE  y  BC  =  27  cm,  hallar  CD. 

A)  26  cm  B)  25  cm  C)  20  cm 

D)  24  cm  E)  22  cm 


A)  4  m  B)  6  m  C)  5  m  D)  3  m  E)  7  m 


70.  En  la  figura,  BD  es  bisectriz  y  AD  =  3  m,  hallar  BD. 


A) 


D)  m 


C)  m 


E)  m 


71.  Sean  M  y  N  puntos  medios  de  AB  y  BC  en  el  trián¬ 
gulo  ABC.  Si  la  distancia  dél  baricentro  a  MN  es  d, 
hallar  la  medida  de  la  altura  BH. 

A)  3d  B)  4d  C)  6d  D)  8d  E)  5d 


72.  En  un  triángulo  ABC,  el  segmento  que  une  el  in- 
centro  con  el  baricentro  es  paralelo  a  lado  BC  y 
AB  +  AC  =  14  m.  Hallar  BC. 

A)  3  m  B)  5  m  C)  6  m 

D)  7  m  E)  8  m 


73.  En  la  figura,  //  L2  //  L3  //  L4 ,  hallar  x. 


A)  1 

B)  2 

C) 3 

D)  4 

E)  5 


74.  En  la  figura,  L,  //  L2  //  L3  y  BG  //  AF,  hallar  x. 


76.  En  la  figura,  DE  II  AB,  MN  //_ BC,  AD  =  6  m, 
DQ  =  9  m  y  QC  =  20  m.  Hallar  NC. 


77.  En  un  edificio  de  6  pisos  de  30  m  de  altura,  el 
primer  y  último  piso  tienen  6  m  y  4  m  de  altura, 
respectivamente,  y  la  diferencia  de  las  longitudes 
de  las  sombras  de  dichos  pisos  es  1  m.  Hallar  la 
longitud  de  la  sombra  dél  edificio. 

A)  12  m  B)  13  m  C)15m 

D)  18  m  E)  20  m 

78.  En  la  figura,  I  es  el  incentro  dél  triángulo  ABC, 

AM  =  MC,  BP  =  6  m  y  QM  =  4  m. 

Hallar  PQ. 


D)  2,5  m  E)|m 

79.  En  la  figura,  trazar  las  bisectrices  interiores  y  exte- 
riores  dél  vértice  B  y  hallar  la  longitud  dél  segmento 
formado  por  la  intersección  de  dichas  bisectrices 
con  AC  y  su  correspondiente  prolongación. 
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2a2 

2-d2 


B) 


2abc 

a2  -  b2 


C) 


be 

(c-a)2 


E) 


2abc 


D) 


a  +  b  +  c 

c2  -  b2 


80.  Según  la  figura,  AE  =  5  m,  BF  =  4  m  y  CG  =  3  m. 
Calcular  DH  (T  es  punto  de  tangencia). 


A)  lm  B)  1,2  m  C)  2  m 

D)  2,4  m  E)  1,8  m 


81.  Los  lados  AB  y  AC  de  un  triángulo  ABC,  cuyo  in- 
centro  es  I,  miden  8  m  y  12  m  respectivamente. 
Si  Al  =  6  m  y  Bl  =  4  m,  calcular  la  longitud  dél 
segmento  que  tiene  por  extremos  los  excentros  re- 
lativos  a  los  lados  AC  y  BC. 

A)  10  m  B)  12  m  C)15m 

D)  20  m  E)  25  m 

82.  En  la  figura,  O  es  centro,  FG  =  5,  GE  =  6  y 
EB  =  12.  Calcular  PE. 


D)  7,4  E)  7,5 


83.  En  un  triángulo  ABC  (AB  =  c;  BC  =  a;  AC  =  b),  por 
C  se  traza  una  recta  paralela  a  AB,  en  esta  recta 
se  ubica  el  punto  D,  de  modo  que  CD  =  BC  +  AC; 
el  segmento  BD  interseca  AC  en  M.  Calcular  la  dis¬ 
tancia  dél  incentro  dél  triángulo  ABC  al  punto  M. 
ab  0^  ac  r*\  be 


A) 


D) 


a  +  b  +  c 
2ab 

a  +  b  +  c 


E) 


a  +  b  +  c 
2bc 

a  +  b  +  c 


C) 


a  +  b  +  c 


PO 

84.  En  la  figura,  AE  =  a,  CF  =  b  y  =  k;  calcular 
BH. 


85.  En  la  figura,  AH  =  FG  =  3;  MQ  =  2  y  1 0(PC)  =  9(PD). 
Calcular  BN  siendo  A  y  B  puntos  de  tangencia. 


D)  4  E) 5 


86.  En  la  figura  mostrada  P  y  T  són  puntos  de  tangen¬ 
cia,  O  es  centro  de  la  semicircunferencia.  Calcular 
OH,  si  se  sabe  que  PH  =  15,  HT  =  8  y  el  rádió  de 
la  semicircunferencia  midé  13. 


A)  5 
D)  8 


E)  9 


87.  Según  el  gráfico,  PQTB  es  un  cuadrado;  calcular 
ÁQ,  si  OP  =  6. 


D)  3/2  E)  12 
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88.  En  un  triángulo  ABC,  mZABC  =  2a,  se  traza  la  bi- 
sectriz  interior  BD  y  en  el  exteriőr  relativo  a  lados 
AB  y  BC  se  ubican  los  puntos  E  y  F  respectiva- 
mente,  tál  que  AE  //  BD  //  CF.  Si  BF  =  8;  AD  =  4, 
(AE)(DC2  =  20;  mZABE  =  9  y  mZCBF  =  20  +  a, 
calcular  FC. 

A)  10  B)  13  C)11 

D)  14  E) 12 

89.  Según  el  gráfico,  PQRS  es  un  cuadrado  de  centro 
O.  Si  AP=  4  y  SC  =  9,  calcular  PT. 


D)  2,4  E)  3,6 


90.  En  un  triángulo  ABC,  obtuso  en  B,  se  traza  la 
biseetriz  interior  BM  y  las  alturas  AN  y  CQ,  res- 
pectivamente.  Si  AN  =  a  y  CQ  =  b,  calcular  la 
longitud  de  la  altura  trazada  desde  M  en  el  trián¬ 
gulo  BMC. 


A)  ab 
D) 

a  + 


b 


B)  a/b  C)  Jib 


BAM  y  lo  hace  en  un  tiempo  t,  y  la  otra,  la  trayecto- 
ria  BCM  y  lo  hace  en  un  tiempo  t2.  Calcular  la  razón 
entre  t1  y  t2  si  ambas  hormigas  tienen  la  misma  ve- 
locidad. 


D)  1/2  E)  4/3 


95.  En  la  figura^  DE  //  AC,  DE  =  3,  BE  =  3,  BS  =  5. 
Calcular  AC,  si  Q,  R,  S  y  T  són  puntos  de  tan- 
gencia. 


B 


D) 10  E) 12 


91.  Dado  un  hexágono  ABCDEF,  calcular  el  seg- 
mento  que  une  los  baricentros  de  los  triángulos 
ABC  y  DEF;  sabiendo  que  AF  +  BE  +  CD  =  18  y 
CD//BE//ÁF. 

A)  12  B)  9  C)  6  D)  3  E)  2 

92.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  las  alturas  AP  y  CQ, 
además  se  traza  la  biseetriz  interior  BD. 

Si  AF+ck  =  M  Ca,cular  la  m^ABC. 

A)  30°  B)  45°  C)  60° 

D)  53°  E)  75° 

93.  En  la  región  interior  y  exteriőr  relativo  al  lado  AB  de 
un  triángulo  equilátero  ABC  se  ubican  los  puntos  P  y 
Q  respectivamente,  tál  que  el  triángulo  PQB  es  equi¬ 
látero.  La  recta  que  contiene  a  los  puntos  medios 
de  AC  y  PQ  interseca  a  la  recta  AQ  en  el  punto  R. 
Calcular  mZMRB,  siendo  M  el  punto  medio  de  AC. 

A)  45°  B)  90°  0  60° 

D)  75°  E)  30° 


96.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se 
traza  la  ceviana  interior  BM;  en  el  triángulo  ABM 
se  traza  la  altura  MH  y  la  biseetriz  interior  AT  se- 
cantes  en  Q;  HL  n  BQ  =  {S};  AB  =  MC  y  LS  =  6. 
Calcular  HS. 

A)  6  B)  5  C)  4 

D)  7  E) 8 

97.  En  el  gráfico,  L,  //  L^  y  los  triángulos  ABC  y  MNQ 
són  equiláteros.  Si  BR  =  2,  BP  =  PA  y  MN  =  NP, 
calcular  RS. 


D)  8  E) 3 


94.  Según  la  figura,  dós  hormigas  inician  su  recorrido 
desde  el  punto  B.  Una  de  ellas  sigue  la  trayectoria 


98.  Calcu,ar^;si:^  +  |g  =  2 
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99.  Según  el  gráfico,  I,  e  l2  són  los  incentros  de  los 
triángulos  AHB  y  BHC  respectivamente.  Si  AB  =  c, 
BC  =  a  y  AC  =  b,  calcular  AE. 


100. En  un  triángulo  ABC,  se^  inseribe  un  rombo  BMNT 

(M  esté  en  BC  y  N  en  AC).  Calcular  el  lado  de  rom¬ 
bo,  si  AB  y  BC  miden  3  m  y  7  m,  respectivamente. 
A)  1,2  m  B)  2,1  m  C)  3  m 

D)  4,2  m  E)  2,4  m 

101. En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD,  las  diagona- 
les  se  intersecan  en  O.  En  la  prolongación  de  BC 
se  ubica  el  punto  F,  tál  que  mZBCA  =  mZFCD; 
mZBAC  _=_mZCAD;  AD  =  12;  OC  =  3  y  CD  =  7. 
Calcular  AB. 

A)  3  B)  4  C)  9  D)  12  E)  10 


102. Según  el  gráfico,  A,  F  y  C  són  puntos  de  tangencia. 


B 


D)  21/8  E)  17/9 

103.En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra- 

za  la  biseetriz  interna  BF,  tál  que  4P  +  PP  = 

^  AF  FC  5 


Calcular  r/R  siendo  r  y  R  el  inradio  y  circunradio  dél 
triángulo  ABC. 

A)  1/5  B)  2/5  C)3/5 

D)  4/5  E)  1 

104. Según  el  gráfico,  T  es  punto  de  tangencia;  si 
TA  =  4  y  BC  =  5,  calcular  AB. 


D)2(V6— 1)  E)  (<Í6  -  2) 

105. Según  el  gráfico,  MN  //  AC,  si  BD  =  3  y  EF  =  2, 
calcular  AC. 


B 


106.En  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC),  se  tra- 
zan  las  cevianas  jnteriores  AR  y  CT  secantes  en  S. 
Si  BS  n  RT  =  {L},  AT  =  a  y  RC  =  b,  calcular 


A>ir 

< 

C)  — 

b 

a 

a 

D>f 

E)! 

107.En  una  semicircunferencia  de  diámetro  AC  se  ubi¬ 
ca  el  punto  B,  se  traza  BH  1AC(Hg  AC).  Si  M  y  N 
són  puntos  medios  de  AB  y  BH,  respectivamente. 
Calcular  mZMCN,  si  mZABH  =  0  y  mZMCA  =  a. 

A)  0  -  2a  B)  20  -  a  C) 

D)  E) 


108.En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  inserito 
en  una  circunferencia  de  rádió  R,  se  traza  la  bisee¬ 
triz  interior  BD  cuya  prolongación  es  secante  a  la 
circunferencia  en  R  Si  r  es  el  inradio  dél  triángulo 
ABC,  calcular  DP  en  función  de  R  y  r. 

B)  C)  R  -  r 


A) 


Rj2 

R  +  r 


D) 


2Rr 

R  +  r 


E) 


R272 

R  +  r 
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109.En  el  lado  BC  de  un  cuadrado  ABCD,  se  ubican  los 
puntos  P  y  Q,  de  modo  que  BP  =  PQ  y  BD  interse- 
ca  a  AP  en  E  y  AQ  interseca  a  PD  en  F.  Calcular  la 
mZEBF. 


A)  18°30’ 
D)  18° 


B)  22°30’ 
E)  16° 


C)  26°30’ 


110. En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  I  es  el  incentro  y 
G  el  baricentro.  Si  IG  //  BC;  IG  =  4  m,  calcular  el 
inradio  dél  triángulo  ABC. 

A)  10  B)  4  C)6  D)  8  E)  12 

111.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  exteriőr 
BF  (F  en  la  prolongación  de  AC).  Luego,  se  ubica 
el  punto  D  en  AB,  tál  que  DF  interseca  a  BC  en  E. 
Si  AD  =  2;  BD  =  4  y  BE  =  3,  calcular  EC. 

A)  0,5  B)  2  C)1,5 

D)  1  E)  2,5 

112.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  ceviana  interior 
BD,  tál  que  CD  =  2(AD),  e  l2  són  los  incentros  de 
los  triángulos  ABD  y  BDC  respectivamente,  tál  que 
ÍJ2  //AC.  Calcular  el  valorde  la  siguiente  expresión 
F  =  BC-BD 

AB 

A)  1  B)  1,5  C)3 

D)  2  E)  0,5 

113.  Dada  una  región  triangular  rectangular  ABC,  (recto 
en  B),  de  baricentro  G,  en  AC  y  BC  se  ubica  los  pun¬ 
tos  M  y  Q,  respectivamente,  de  modo  que  G  e  MQ  y 
mZMQC  =  mZAQB,  calcular 

QM 


114.  En  la  figura,  BP  =  a,  BQ  =  b,  calcular  BE. 


A) 


D)  a  +  b 


E)  a  +  2b 


115. En  la  figura,  r  =  2  yAC  =  12.  Calcular  el  rádió  de  la 
circunferencia  inscrita  en  el  triángulo  ABC. 


4,5 


E)  6 


D  ) 


1 1 6.  En  la  figura,  AR  =  4,  PR  =  2,  MS  =  1  y  PQ  //  RS  // AC. 
Calcular  AM. 


A)§ 

B)§ 

C) 

5 

4 

d)4 

E)  | 

3 

2 

A)  1 

|  1.  A 

16.  C 

31.  D 

46.  D 

61.  E 

f  2.  E 

17.  D 

32.  B 

47.  C 

62.  D 

í  3.  C 

18.  E 

33.  C 

48.  E 

63.  C 

|  4.  C 

19.  C 

34.  B 

49.  B 

64.  D 

5.  A 

20.  C 

35.  A 

50.  A 

65.  A 

|  6.  C 

21.  D 

36.  B 

51.  B 

66.  A 

i  7-  E 

22.  B 

37.  B 

52.  C 

67.  C 

1  8.  C 

23.  E 

38.  D 

53.  B 

68.  B 

1  9.  C 

24.  B 

39.  C 

54.  D  ! 

69.  B 

i  10.  c 

25.  B 

40.  D 

55.  D 

70.  B 

1  11.  c 

26.  D 

41.  C 

56.  E 

71.  C 

|  12.  E 

27.  A 

42.  D 

57.  D  | 

72.  D 

i  i3.  b 

28.  A 

43.  B 

58.  D 

73.  B 

|f  14.  C 

29.  C 

44.  E 

59.  E  | 

74.  A 

l  15.  C 

30.  A 

45.  E 

60.  E  ! 

75.  D 

E)  3 


76.  D 

77.  C 

78.  B 

79.  E 

80.  D 

81.  D 

82.  B 

83.  C 

84. 

85. 

86. 

87.  B 

88.  B 

89.  E 

90.  D 


D 

E 

C 


91.  C 

92.  C 

93.  C 

94.  A 

95.  B 

96.  A 

97.  B 

98.  B 

99.  D 

100.  D 

101.  C 

102.  C 

103.  B 

104.  D 

105.  B 


106.  E 

107.  A 

108.  E 

109.  A 

110. 
111. 
112. 

113.  B 

114.  A 

115.  B 

116.  E 


E 

D 

D 


Relaciones 
métricas  en 
triángulos 
rectángulos 


Pitágoras  de  Samos  (569  a.  C.-475 
a.  C.)  fue  un  filósofo  y  matemáti- 
co  griego  considerado  el  primer 
matemático  puro.  Contribuyó  de 
manera  significativa  en  el  avan- 
ce  de  la  matemática  helénica,  la 
geometria  y  la  aritmética,  deri- 
vadas  particularmente  de  las  re¬ 
laciones  numéricas.  Es  el  funda- 
dor  de  la  Hermandad  Pitagórica, 
una  sociedad  que,  si  bien  éra  de 
naturaleza  predominantemente 
religiosa,  se  interesaba  también 
en  medicina,  cosmología,  filo- 
sofía,  ética  y  política,  entre  otras 
discipíinas.  El  pitagorismo  for- 
muló  principios  que  influyeron 
tanto  en  Platón  como  en  Aristó- 
teles  y,  de  manera  más  generál, 
en  el  posterior  desarrollo  de  la 
matemática  y  en  la  filosofía  rá¬ 
ciónál  en  Occidente. 

El  interés  de  Pitágoras  éra  el  de  «los  principios»  de  la  matemática,  «el  concepto  de  número»,  «el 
concepto  de  triángulo»  (u  otras  figurás  geométricas)  y  la  idea  abstracta  de  «prueba».  Pitágoras 
reconocía  en  los  números  propiedades  tales  como  «personalidad»,  «masculinos  y  femeninos», 
«perfectos  o  imperfectos»,  «bellos  y  feos».  Entre  los  descubrimientos  matemáticos  que  se  le  atri- 
buye  a  Pitágoras  es  el  teorema  que  lleva  su  nombre  y  que  dice:  «En  un  triángulo  rectángulo,  la 
suma  de  los  cuadrados  de  los  catetos  es  igual  al  cuadrado  de  la  hipotenusa».  También  demostró 
el  inverso  dél  teorema,  es  decir,  si  los  lados  de  un  triángulo  satisfacen  la  ecuación,  entonces  el 
triángulo  es  rectángulo. 


Fuente:  Wkipedia 


capítulo 
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<4  PROYECCIONES 

La  proyección  ortogonal  de  un  punto  P  sobre  una  recta 
L,  es  el  pie  de  la  perpendicular  trazada  desde  P  a  L.  En 
la  figura  adjunta,  PP’  se  llama  proyectante.  Asimismo  la 
proyección  de  un  segmento  (cualquier  figura,  en  gene¬ 
rál),  se  obtiene  de  proyectar  todos  los  puntos  de  dicha 
figura  sobre  la  recta. 

AB ’  >  Proyección  ortogonal  o  simplemente  proyección 
de  AB  sobre  L. 


En  la  figura,  se  han  trazado  las  alturas  dél  AABC: 

AH  =>  Proyección  de  AB  sobre  AC 

HC  =*  Proyección  de  BC  sobre  AC 

AQ  =>  Proyección  de  AC  sobre  AB 

PC  =*  Proyección  de  AC  sobre  BC. 

QB  => ... 

PB  =>  ... 

<4  RELÁCIÓN  ES  MÉTRICAS  EN  TRIÁNGULOS 
RECTÁNGIJLOS 

En  todo  triángulo  rectángulo,  se  cumplen  las  siguientes 

propiedades: 

I.  El  cuadrado  de  la  longitud  de  un  cateto,  es  igual  al 
producto  de  longitudes  de  la  hipotenusa  y  su  pro¬ 
yección  sobre  dicha  hipotenusa. 

II.  El  cuadrado  de  la  longitud  de  la  altura  relativa  a  la 
hipotenusa,  es  igual  al  producto  de  longitudes  de 
los  segmentos  parciales  que  determina  en  dicho 
lado. 

III.  Teorema  de  Pitágoras.  La  suma  de  los  cuadrados 
de  longitudes  de  los  catetos,  es  igual  al  cuadrado 
de  la  longitud  de  la  hipotenusa. 

IV.  El  producto  de  longitudes  de  los  catetos  es  igual  al 
producto  de  longitudes  de  la  hipotenusa  y  la  altura 
respectiva. 

V.  La  suma  de  las  inversas  de  los  cuadrados  de  longi¬ 
tudes  de  los  catetos,  es  igual  a  la  inversa  dél  cua¬ 
drado  de  la  longitud  de  la  altura. 

Sea  el  AACB,  recto  en  C;  entonces: 


Demostraciones: 

Sabemos:  mzBCH  =  mZAy  mZHCA  =  mZB  (Propiedad) 

I.  ABHC  ~  ABCA:  £  =  ^  =»  a2  =  cm 

c  a 

ACHA  ~  ABCA:  ^  =  £  =»  b2  =  cn 
c  b 

II.  ABHC  ~  ACHA:  ^  =  £  =>  h2  =  mn 

n  h 

III.  Sumando  los  resultados  de  (I):  a2  +  b2  =  cm  +  cn 
a2  +  b2  =  c(m  +  n) 

a2  +  b2  =  c(c) 
a2  +  b2  =  c2 

Pitágoras  demostró  de  otro  modo  su  teorema.  Para 
ellő,  ver  el  capítulo  17:  áreas. 


IV.  Multiplicando  los  resultados  de  (I):  a2b2  =  c2mn 
Con  (II):  a2b2  =  c2h2 
De  donde:  ab  =  eh 


De  (I):  Z  =  —  y  4  =  — 
a2  cm  b2  cn 

Sumando: 


-1  +  _L  =  _L  +  _L  =  1/-L  +  1\ 

a2  b2  cm  cn  c\m  n/ 

X:  +  \  pero  m  +  n  =  c  y  mn  =  h2 

a2  b2  cl  mn  /  r  J 


J,  J__  J_ 

’  a2  b2  h2 


Ejemplos: 

1 .  En  el  gráfico: 


•  a2  =  25(9)  =>  a  =  </25(/9)  a  =  15 

•  b2  =  25(16)  =>  b  =  725(^16)  /.  b  =  20 

•  h2  =  9(16)  h  =  79(716)  h  =  12 


2.  En  la  figura,  E,  F  y  T  són  puntos  de  tangencia. 
r  =  3  y  AE  =  5.  Hallar:  EC. 
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C 


Resolución: 

EC  =  x 

Tangentes:  EC  =  CF  yAE 
OFBT:  cuadrado 
Teorema  de  Pitágoras: 

(AC)2  =  (AB)2  +  (BC)2 
=>  (5  +  x)2  =  82  +  (3  +  x) 

De  donde:  x  =  12 
EC  =  12 

3.  A  ambas  orillas  de  un  río  crecen  dós  palmeras,  una 
frente  a  la  otra.  La  altura  de  una  es  de  30  codos, 
y  la  de  la  otra,  es  de  20.  La  distancia  entre  sus 
troncos,  50  codos.  En  la  copa  de  cada  palmera  hay 
un  pájaro.  De  súbito  los  dós  pájaros  descubren  un 
pez  que  aparece  en  la  superficie  dél  agua,  entre 
las  dós  palmeras.  Los  pájaros  se  lanzaron  con  la 
misma  velocidad  y  alcanzaron  al  pez  al  mismo 
tiempo.  <j,A  qué  distancia  dél  tronco  de  la  palmera 
mayor  apareció  el  pez? 

Resolución: 


-50- 


Como  llegan  al  mismo  tiempo  y  van  a  la  misma 
velocidad,  entonces  las  distancias  hacia  el  pez  són 
iguales  (d). 

Luego:  d2  =  x2  +  302  =>  y  d2  =  202  +  (50  -  x)2 

Igualando  los  segundos  miembros: 

x2  +  900  =  400  +  (50  -  x)2  x  =  20  codos 

4.  En  el  gráfico,  se  tienen  dós  circunferencias  ortogo- 
nales  de  rádiós  r  y  R.  M  y  N  són  puntos  de  tangen- 
cia.  Hallar  MN. 


Resolución: 


Por  ser  ortogonales,  las  circunferencias:  OA 1  PA 
Trazamos:  OM;  PN  1  MN  y  PH  1  OM: 

=*  HMNP,  es  un  rectángulo:  HP  =  MN. 

Teorema  de  Pitágoras: 

AOAP  =»  (OP)2  =  R2+  r2  ...(1) 

AOHP  =>  (HP)2  =  (OP)2  -  (OH)2 

Con  (1):  (HP)2  =  R2  +  r2  -  (R  -  r)2 

(HP)2  =  2Rr  =>  HP  =  V2Rr  .-.  MN  =  V2Rr 

5.  Hallar  la  distancia  OP  entre  los  centros  de  las  cir¬ 
cunferencias. 


Con  los  trazos  indicados: 

PM  =  PB  -  MB  =>  PM  =  R  -  r 
y  OM  =  OE  +  EM  =*  OM  =  R  +  r 
AOMP,  teorema  de  Pitágoras: 

(OP)2  =  (OM)2  +  (PM)2 
(OP)2  =  (R  +  r)2  +  (R  -  r)2 
.-.  OP=  ^2(R2  +  r2) 

6.  Demostrar  que  el  segmento  tangente  exteriőr  co- 
mún  a  dós  circunferencias  tangentes  exteriores,  de 
rádiós  r  y  R,  tiene  longitud:  AB  =  2</RF 
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Resolución: 


Considerando  el  gráfico,  donde  AB  es  el  segmento 
en  mención  O  y  P,  centros,  se  traza  PH  1  OA, 
entonces: 

Por  teorema  de  Pitágoras: 

(HP)2  =  (R  +  r)2  -  (R  -  r)2 

x2  =  4Rr  =>  x  =  2/Rr  AB  =  2/Rr 

7.  Dada  una  semicircunferencia  de  centro  O  y 
10  cm  de  rádió,  se  le  inseribe  un  triángulo  rectán- 
gulo  cuyo  cateto  CB  midé  8  cm.  En  B  se  traza  la 
tangente  BP  que  eneuentra  en  P  a  la  perpendicu- 
lar  OH  a  la  cuerda  BC.  Calcular  BP 


Resolución: 


Por  relaciones  métricas  en  el  AOBP: 

111  _1_  =  J _ 1_ 

42  x2  102  x2  42  102 

J_  _  102  -  42  _  84  2  =  1600 

x2~(42)(102)  1600  84 

=>  x  =  x  =  ^5.-/21  cm 

/84  21 

8.  En_un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza  la  altu¬ 
ra  BH.  Si  r;  r,  y  r2  són  inradios  de  los  triángulos 
ABC;  AHB  y  BHC,  respectivamente. 

Demostrar  que  r2  =  (r^2  +  (r2)2. 


Resolución: 

Los  triángulos  ABC,  AHB  y  BHC  són  semejantes. 
Escribimos  la  reláción  de  inradios  e  hipotenusas: 


^  r2  ^  (02  ,  (r2)2 

(AC)2  (AB)2  (BC)2 

Por  propiedad  de  proporciones: 

^  r2  (ri)2  +  (r2)2 
(AC)2  (AB)2  +  (BC)2 

Siendo  los  denominadores  iguales: 
r2  =  (r,)2  +  (r2)2 

9.  En  la  figura,  AB  y  AC  són  diámetros,  CT  es  tangen¬ 
te  a  AB.  Hallar  ET,  si  AB  =  BC  =  2r. 


Resolución: 


Incógnita:  ET  =  x 

ComoJB  es  centro  de  la  mayor  semicircunferencia  y 
BT  1  AT,  entonces  AT  =  ET. 

AADC ~ AOTC  *  ^SjU^~AD  =  4^ 

AOTC,  con  el  teorema  de  Pitágoras:  TC  =  2rV2 
Teorema  de  Tales: 

Dl  _  AO  DT  _  _r_  nT  _  2r/2 

TC  "  OC  ^  2rl2  “  3r  ^  u  3 

Finalmente,  por  el  teorema  de  Pitágoras  en  el  A 

ADT:  (AT)2  =  (AD)2  +  (DT)2  =»  x2  =  (y)"  + 

=  ■  ET=2V6r 

3  ‘  3 


3 
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PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


a 


1 .  En  cada  caso,  AB  es  diámetro  de  las  semicircunfe- 
rencias.  Demostrar  lo  que  se  indica. 


Se  traza  AC  y  CB;  mZACB  =  90° 
En  el  AABC,  por  reláción  métrica: 
(CH)1 2  =  (AH)(HB) 


Se  traza  CB 

En  el  AACB,  recto  en  C,  por  reláción  métrica: 
(AC)2  =  (AB)(AH) 

2.  Sea  el  gráfico: 


C 


Resolución: 

Por  propiedad  de  semejanza  y  relaciones  métricas: 

.  (AC)3  .  1  2 

b  =  2 — luego:  AC  =  t,3C3 

1  2 

También:  BC  =  a3C3 

Por  Pitágoras:  (BC)2  +  (AC)2  =  (AB)2 

2  4  2  4  2  2  2 

=>  a3c3  +  b3c3=c2  a3  +  b3  =  c3 


3.  En  la  figura,  AO  =  OC,  AO  y  AC  són  diámetros.  Si 
AD  =  2,  hallar  AB. 


Resolución: 

Por  propiedad: 

(AB)2  =  (AC)(AH)  =»  (AB)2  =  2R(AH)  ..(1) 

También:  AD2  =  (AO)(AH)  =>  22  =  R(AH) 

=>  R(AH)  =  4  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1 ): 

(AB)2  =  2(4)  ..AB  =  2^2 

4.  En  la  figura,  AC  y  AD  són  diámetros.  BM  =  MH. 
Hallar  BH,  sí:  (AH)(CD)  =  27. 


Resolución: 


Dato:  AH(CD)  =  27 

Por  propiedad:  (BH)2.=  (AH)(HD) 

Es  decir:  (BH)2  =  AH(HC  +  CD) 

(BH)2  =  (AH)(HC)  +  (AH)(CD) 
=s  (BH)2  =  (AH)(HC)  +  27  ...(1) 

Además:  (MH)2  =  (AH)(HC) 

Pero:  MH  =  ^ 

Entonces:  =  (AH)(HC)  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1):  (BH)2  = 

BH  =  6 


+  27 


5.  Las  diagonales  de  un  trapecio  són  perpendiculares 
entre  sí  y  tienen  longitudes  6  y  8.  Hallar  la  longitud 
de  la  altura. 


Resolución: 


Sea  el  trapecio _ABCD,  donde  AC  =  6  y  BD  =  8. 
Se  traza  CR  //  BD  =*  CR  =  BD  =  8 
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6. 


7. 


La  altura  relativa  a  AR,  en  el  AACR,  es  la  misma 
que  la  dél  trapecio.  En  dicho  triángulo  se  escribe: 


1  ^  1  1  1  =  1  1 

h2  (AC)2  (CR)2  ^  h2  62  82 


h  =  4,8 


En  un  trapecio  isósceles  se  puede  inscribir  dós  cir- 
cunferencias  de  rádiós  3  y  4  cm.  Calcular  cuánto 
midé  la  mediana. 

Resolución: 


Recordemos  que  para  dós  circunferencias  tangen- 
tes  exteriormente,  las  dós  tangentes  comunes  ex- 
teriores  y  la  interior,  miden  igual,  y  se  calculan  en 
función  de  los  rádiós. 

PQ  =  TV  =  EF  =  2  /Rr 

PF  =  FM  =  FQ  =  ET  =  EM  =  EV 

Para  nuestro  probléma,  sea  ABCD  el  trapecio  en 

mención;  por  lo  anterior: 

PQ  =  2/4(3)  =4/3  =>  PQ  =  4/3 
PF  =  FQ  =  2/3 


Sabemos  además  que  las  bisectrices  de  los  ángu- 
los  conjugados  internos  entre  dós  paralelas,  són 
perpendiculares,  por  lo  que: 
mZCOF  =  90°  =  mZFO’D 
Por  relaciones  métricas: 

ACOF  =>  (OP)2  =  CP(PF) 

=>  32  =  ^(2^3)  =>  a  =  3-13 

AFO'D  =>  (O’Q)2  =  FQ(QD)  *»  42  =  2(V3)| 

-b=f^ 

La  mediana:  a  +  b  =  ^/3  cm 
2.  b 

En  la  figura:  A,  B  y  C  són  puntos  de  tangencia. 

Demostrar:  AC  =  2R  L  r 
VR  +  r 


Resolución: 


Se  traza  BC  y  se  prolonga  hasta  F. 

Se  traza  FA. 

Se  sabe,  por  propiedad,  que  mZACB  =  90°,  luego: 
AF  es  diámetro. 

En  el  triángulo  FAB: 

1^11  ^  1  =  1  1 

(AC)2  (AF)2  (AB)2  ^  (AC)2  4R2  4Rr 

AC  =  2R 

VR  +  r 

Análogamente:  BC  =  2r 

1  R  +  r 

8.  En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD,  mZABC  =  90° 
se  trazan  las  alturas  BH  y  DQ  de  los  triángulos 
ABC  y  ADC  respectivamente  AQ  =  QC.  Si  AD  =  4 
y  BH  =  3,  hallar  DH. 

Resolución: 


kDQH  por  Pitágoras: 

x2  =  a2  -  9  +  16  —  a2  =>  x2  =  7  x  =  /7 

9.  En  un  triángulo  ABC  (recto  en  C)  G_e  BC,  F  g  BC  y 
E  g  AB,  tál  que  AG  es  paralela  a  EF. 

Si  GH  es  perpendicular  aAB  (He  AB),  AE  =  BH  y 
BC(FG)  =  25,  calcular  AE. 

Resolución: 
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fc>ACB  ~  fc.GHB;  =>-  =  A±X 
x  m  +  n 

x  +  y  =  m^x  =  2x  +  y 

x  n  ^  n  m  +  n 


Por  Tales: 


De  (1)  y  (2):  ^  ± 

v  '  7  v  ’  x  n 

x  =  5 


x2  =  an  =  25  (dato) 


...(1) 

...(2) 


10.  En  una  semicircunferencia  de  diámetro  AB  se  ubi- 
can  los  puntos  M,  N  en  el  diámetro  y  E  en  la  semi¬ 
circunferencia,  EN  ^.LAB;  AM  =  2NB  =  4. _ 

Se  traza  el  rayo  NQ  que  intercepta  a  AE  en  F, 
mZQFA  =  mZMFN  =  45°.  Hallar  EN. 


Resolución: 


De  la  figura:  x2  =  (x  +  4)(2) 

0  =  x2  -  2x  -  8 

x\/"4 
x^N*+  2 

0  =  (x  -  4)(x  +  2)  x  =  4 


11.  La  base  de  un  triángulo  isósceles  midé  6  y  unó  de 
sus  lados  congruentes  midé  12.  Hallar  la  longitud  dél 
rádió  de  la  circunferencia  circunscrita  al  triángulo. 


Resolución: 


LAOH;  por  Pitágoras: 

R2  =  9  +  (3V15  -  R)2 

Efectuando: 

R  =  |ii5 
o 


12.  En  la  figura  mostrada  ABCD  es  un  cuadrado.  La 
semicircunferencia  de  diámetro  AD  interseca  al 


arco  BD  dél  cuadrante  BCD  en  el  punto  P.  Hallar 


la  reláción 


/PM\ 

Inp  r 


Resolución: 


B 

M 


2y 


c 


x  +  y  =  a=>x  =  a-  y  ...(1) 

kPMC:  x2  +  4/  =  a2  ...(2) 

(1)  en  (2):  (a  -  y)2  +  4y*  =  a2 

Resolviendo:  y  =  ^  =>  x  = 

PM  x  3 

‘  NP  y  2 


13.  En  una  semicircunferencia  de  diámetro  AC  se  ins¬ 
eribe  el  triángulo  ABC.  Con  diámetro  BC  se  traza 
una  semicircunferencia  la  cual  interseca  a  AC  en 
F.  Luego  se  traza  FH  1  BC.  Si  AF  =  1  y  FC  =  8, 
calcular  FH. 


Resolución: 


14.  En  la  figura,  I  es  el  incentro  dél  triángulo  ABC.  Si 
AB  =  5yAC  =  12,  hallar  AN. 


Por  Poncelet: 

5+12  =  13  +  2(IT)  =>  IT  =  2 
ALBM  isósceles:  LQ  =  MP  =  2(2)  =  4 
.-.  AN  =  x  =  4 


15.  En  el  interior  de  una  semicircunferencia  C  se  ins¬ 
eriben  2  semicircunferencias  tangentes  exteriőr- 
mente  y  tangentes  interiores  a  C.  Si  los  diámetros 
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de  las  semicircunferencias  estén  en  ía  reláción  de 
2  es  a  1  contenidas  en  el  diámetro  de  C  que  midé 
14.  Halle  el  rádió  de  una  circunferencia  tangente  a 
las  trés  semicircunferencias. 

Resolución: 


Por  Stewart;  en  el  AMQN: 

(3r  -  x)2(3r)  =  (x  +  2r)2  (2r)  +  (x  +  r)2  r  -  r(2r)(3r) 
3(91^  -  6rx  +  x2)  =  2(> c2  +  4rx  +  4i^)  +  x2  +  2rx  +  r2  -  ör2 
2 712  -  18rx  +  3x2  =  2x2  +  8rx  +  Sr2  +  x2  +  2rx  -  ör2 

24r*  =  28rx  =>  6r  =  7x  =.  x  =  ^ 

Por  dato:  6r  =14  x  =  2 

16.  En  la  figura,  hallar  AB,  siAP  =  b  y  BN  =  a. 


kONB:  m2  =  a2  +  r2  ...(1) 

tiOAB:  m2  =  b2  +  r2  +  x2  ...(2) 

De(1)y(2):  _ 

a2  +  r2  =  b2  +  r2  +  x2  .•.x  =  ^^ 

17.  Er^un  triángulo  rectángulo _ABC  se  trazan  la  altura 
BH  y  las  perpendiculares  HM  y  HN  a  los  catetos 
AB  y  BC  respectivamente,  AM  =  1  y  CN  =  8.  Hallar 
AC. 

Resolución: 

B 


\n 

m/ 

/\8 

l/N. 

1  X  - 4 

Por  propiedad: 

Vx*  =  VT2  -I-  V82  =*  Vx2  =  1  +  4  =>  x  =  52 
AC  =  x  =  5/5 


18.  En  un  cuadrante  AOB  de  rádió  20,  en  OB  se  ubica 
el  punto  medio  P  y  se  trazan  dós  semicircunferen¬ 
cias  de  diámetros  OP  y  PB,  luego  se  traza  una  cir¬ 
cunferencia  que  es  tangente  a  estas  2  semicircun¬ 
ferencias  y  al  arco  AB.  Hallar  la  longitud  dél  rádió 
de  dicha  circunferencia. 

Resolución: 


Por  Euclides  en  el  AONM  obtusángulo 
(20  -  x)2  =  (x  +  5)2  +  52  4-  2(5)(5) 

400  -  40x  =  lOx  +  25  +  25  4-  50 
300  =  50x  x  =  6 

19.  En  un  cuadrante  AOB  de  rádió  a/2 ,  se  ubica  so- 
bre  OB  un  punto  P,  tál  que  OP  =a,  luego  se  traza 
QP 1  OB  (Q  g  al  arco  AB ),  con  diámetro  AO  se  tra¬ 
za  una  semicircunferencia  C,  tál  que  AP  n  C  =  {T}. 
Si  PT  =  6,  hallar  AT. 

Resolución: 


kAOP:  (AP)2  =  2a2  +  a2  =  3a2  =>  AP  =  a  /3 
a2  =  6(a/3)  =>  a  =  6/3 
x  +  6  =  (6/3  )(/3 )  =>  x=  18-6 
x  =  12 

20.  En  una  circunferencia  C  de  diámetro  AB,  en  C  se 
ubican  los  puntos  I,  Q  y  M,  tál  que  IM  n  AQ  =  {H}, 
QM  =  mMB  yÁH  =  HQ,  AQ  =  6  y  R  =  5.  Hallar  IH 
(R  rádió  de  la  C). 

Resolución: 


kHOM:  (HM)2  =  42  +  52  =>  HM  =  /4Í 
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Por  cuerdas:  xV4Í=  9  .*.  x  = 

V4Í 

21.  En  un  rectángulo  ABCD,  se  traza  la  altura  BH  dél 
triángulo  ABC.  Si  AB  =  2  y  HC  =  3.  Hallar  HD. 

Resolución: 


LABC:  4  =  y(y  +  3)  =>  y  =  1 
LACD  notable  de  30°  y  60°. 
AHCD;  por  propiedad: 
x2  =  32  +  22  —  2(3)(2)cos60° 
x2  =  13  -  6  x=V7 


Resolución: 


=>  x2  -  1  =  6  =>  x2  =  7  x  =  V7 

25.  Los  lados  consecutivos  de  un  trapezoidé  miden  2, 
3  y  4.  Si  las  diagonales  són  perpendiculares,  deter- 
minar  la  longitud  dél  cuarto  lado. 


22.  En  un  triángulo  rectángulo,  las  longitudes  de  las 
flechas  relativos  a  los  catetos  miden  a  y  b.  Hallar  la 
longitud  dél  inradio  dél  triángulo  rectángulo. 

Resolución: 


Por  Pitágoras:  R2  =  (R  -  a)2  +  (R  -  b)2 
Efectuando:  R  =  a  +  b  +  Hab  ...(1) 

Por  Poncelet  en  el  kABC: 

2(R  -  b)  +  2(R  -  a)  =  2R  +  2r 

2R  -  2(a  +  b)  =  2r  ...(2) 

(1)  en  (2): 

2(a  +b)  +  2Hab  -  2(a  +  b)  =  2r 
.-.  r  =  V2ab 

23.  En  un  cuadrado  ABCD  de  longitud  de  lado  a,  se 
traza  una  circunferencia  que  pasa  por  B  y  C,  sien- 
do  además  tangente  al  lado  AD.  Hallar  la  longitud 
dél  rádió  de  dicha  circunferencia. 


Resolución: 

En  kOMC: 

Por  Pitágoras: 
r2  =  (a  -  r)2  +  (a/2)2 


24.  En  un  triángulo  isósceles  ABC(  AB  =  BC).  La  altu¬ 
ra  AF,  interseca  a  la  altura  BH  en  O.  Si  OB  =  5  y 
OH  =  1.  Calcular  OA. 


Resolución: 


kAHB:  a2  +  b2  =  22  ...(1) 

kBHC:  b2  +  m2  =  32  ...(2) 

kCHD:  m2  +  n2  =  42  ...(3) 

Sumando  (1),  (2)  y  (3): 

a2  +  n2  +  2(b2  +  m2)  =  4  +  9  +  16 

x2  32 

=>  x2  +  18  =  29  =*  x2  =  11  .-.  x  =  VTi 

26.  En  una  semicircunferencia  dediámetro AB  y  centro 
O  se  ubica  un  punto  F  y  en  AF  se  ubica  un  punto 
M  de  tál  manera  que  MO  1  AB.  Si  el  rádió  de  la 
semicircunferencia  es  (2  +  /2 )  y  la  mZMBF  =  45, 
hallar  la  longitud  dél  segmento  perpendicular  a  OF 
trazado  desde  M. 

Resolución: 


kMHO:OM  =  x/2  ...(1) 

kMOB:  OM  =  H  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  x/2  =  H  x  =  1 

27.  En  un  paralelogramo  ABCD,  mZABD  =  90°,  la 
circunferencia  P  de  centro  O  inscrita  en  el  trián- 
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gulo  ABD  es  tangente  con  AD  en  F,  AF  =  4, 
FD  =  6,  BC  =  OC,  OC  n  P  =  {E}.  Calcular  CE. 

Resolución: 


kABD:  (r  +  4)2  +  (r  +  6)2  =  102  =*  r  =  2 
=>  x  +  2  =  10  x  =  8 

28.  En  la  figura,  AB  =  2,  DE  =  3,  hallar:  GB 


kOFE:  (a  +  2)2  =  a(a+  5) 
Efectuando:  a  =  4 
OFE:  x2  =  (4)(5) 

.*.  x  =  2/5 


30.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  cuyo  perímetro  es 
igual  a  40  y  la  diferencia  entre  los  catetos  es  igual 
a  7.  Calcular  la  longitud  de  la  hipotenusa. 

Resolución: 

a  +  b  +  c  =  40  ...(1) 

a  -  c  =  7  ...(2) 

T.  de  Pitágoras:  b2  =  a2  +  c2 . .  .(3) 

De  (1),  (2)  y  (3): 
b  -  17,  a  =  15yc  =  8 
.-.  b=  17 


31.  Se  tiene  el  diámetro  AB  de  una  semicircunferencia 
de  centro  O,  por  los  extremos  dedicho  diámetro  se 
trazan  las  perpendiculares  BC  y  AD  de  modo  que  CD 
sea  tangente  a  la  semicircunferencia,  además  se 
trazan  OC  y  OD  intersecando  a  la  semicircunferen¬ 
cia  en  los  puntos  M  y  N,  respectivamente.  Si  BC  =  2 
y  AD  =  3.  Hallar  la  cuerda  MN. 

Resolución: 


Piden:  MN  =  x 

Del  gráfico:  20  +  2a  =  180°  =>  0  +  a  =  90° 
=>  mZDOC  =  90° 
fc>MON:  x  =  rV2 
kDOC:  r2  =  3(2)  =>  r  =  V6 
x  =  273 


29.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B  la  circunferen- 
cia  inscrita  es  tangente  a  BC  en  el  punto  M.  Si 
mZBCA  =  2mZBAM,  hallar  mZBCA. 

Resolución: 


tiABM  s  LCTI  =>  AB  =  TC  =  r  +  a 
fc^ABC:  (r  +  a)2  +  (2r  +  a)2  =  (r  +  2a)2 

Efectuando:  2r  =  a 


B  4r 

.*.  mZBCA  =  2a  =  37° 


32.  Hallar  AC,  si  AH  =  9  y  HB  =  16. 

C. 


Resolución: 


B  C> 


Sea:  AC  =  x 

mZACB  =  90°  ya  que  AB  es  diámetro 
t\ACB:  x2  =  25(9) 

.-.  x=  15 

33.  Calcular  la  suma  de  los  catetos  de  un  triángulo 
rectángulo  con  la  altura  relativa  a  la  hipotenusa  sa- 
biendo  que  las  proyecciones  de  los  catetos  sobre 
dicha  hipotenusa  miden  9  y  16. 
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Resolución: 

a2  =  25(9)  =*  a  =  15 
b2  =  25(16)  =>  b  =  20 
h2  =  9(16)  =>  h  =  12 
.*.  a  +  b  +  h  =  47 


Unimos  los  centros  con  E. 

Se  observa  que:  002  =  4r;  OH  =  2r 
=>  mZ002H  =  30°  =>  mZOEA  =  30° 
kOHO2(30°,  60°):  H02  =  AB=  4/3  =  2r/3  =>  r  =  2 
=*  OA  =  6 

fckOAE:  OE  =  20A  .\  OE  =  12 


34.  En  el  AABC  (recto  en  B),  se  ubican  P  y  Q  en  AC  y 
BC,  respectivamente,  tál  que  BP  =  BA,  PQ  =  QC. 
Si  BC  =  18  y  QC  =  5,  hallarAB. 

Resolución: 


B 


A  O  C 


Sea:  AB  =  x 

LBPQ  (teorema  de  Pitágoras):  132  =  x2  +  52 
.-.  x  =  12 


35.  En  el  AABC  (recto  en  B)  se  traza  la  altura  BH  y  los 
segmentos  HP  y  HQ  perpendiculares  a  los  catetos. 
Si  AC(HP)(HQ)  =  2744,  hallar  BH. 

Resolución: 


A  H 

c 

1 - 

a - 1 

Sea  BH  =  x 

LBHC:  x2  =  b(b  +  n) 

fc^BHC  ~  t^ABC  =>  * 

c 

a 

b  +  n 

-  b  +  n  =  ^ 

X 

--(2) 

(2)  en  (1):  x2  =  b(S£) 

=»  x3  =  abc 

Por  dato:  abc  =  2744  =  143  =>  x3  =  143 
/.  x  =  14 


37.  En  el  trapecio  mostrado  calcular  HD,  si:  AC  =  6, 
AH  =  4  y  BC  =  2. 


Resolución: 


Sea:  HD  =  x 

A  partir  dél  vértice  C  se  traza  una  paralela  a  BD. 
Donde  DBCE  es  un  paralelogramo. 

LACE:  62  =  4(6  +  x)  x  =  3 

38.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  cal¬ 
cular  la  proyección  de  BC  sobre  AC,  si:  AB  =  12 
y  AC  =  20 

Resolución: 


Sea:  HC  =  x 

kABC  (37°  y  53°):  BC  =  16 
Por  propiedad:  162  =  20(x) 
.-.  x  =  12,8 


36.  Los  rádiós  de  dós  circunferencias  tangentes  exter- 
nas  están  en  la  reláción  de  unó  a  trés.  Las  tangen¬ 
tes  comunes  exteriores  miden  4  /3  y  se  cortan  en 
E.  Calcular  la  distancia  entre  el  centro  de  la  circun- 
ferencia  mayor  y  E. 

Resolución: 


39.  Calcular  AB,  si:  BC  =  10  y  DC2  +  ED2  +  AE2  =  56 


B 


Resolución: 

Por  teorema  de  Pitágoras,  tenemos: 
kBDC:  (BC)2  =  (DC)2  +  (BD)2  ...(1) 

t^BED:  (BD)2  =  (ED)2  +  (BE)2  ...(2) 

t^BAE:  (BE)2  =  (AE)2  +  (AB)2  ...(3) 
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Sumando  (1),  (2)  y  (3)  obtenemos: 

(BC)2  =  (DC)2  +  (ED)2  +  (AE)2  +  (AB)2 
102  =  56  +  (AB)2  =>  44  =  (AB)2 
AB  =  2 /Ti 

40.  Según  la  figura,  NL  =  LS,  calcular: 

UM 


Piden: 


AM  _  x 
QM  y 

Sea:  mZNLB  =  0  =*  mZNAB  =  0 
nASNM_inscriptible:  mZNSM  =  mZNAM  =  0 
ANSM:  LT  base  média  =>  NT  =  TM  =  m 
En  la  semicircunferencia,  por  teorema:  (2m)2  =  xn . .  .(1 ) 
kQTB  (por  teorema):  m2  =  yn  ...(2) 

(1)  (2):  i=4 


Resolución: 


Sea:  BF  =  x 
Dato:  ab  =  72 
t^ABF:  x2  = 

(1)  en  (2):  x2  =  ^ 


a 


•(1) 

•(2) 

x  =  6 


43.  La  reláción  de  los  cuadrados  de  las  longitudes  de  los 
catetos  de  un  triángulo  rectángulo  es  igual  a  5/8  y  la 
proyección  de  la  mediana  relativa  a  la  hipotenusa 
sobre  esta  midé  6.  ^Cuánto  midé  la  hipotenusa? 


Dato:  -  =8 


Resolución: 

§!  -  5 
c2 

kABC:  a2  =  HC(AC) 

•  a2  =  (|-6)b 

También: 

'  b 


■(1) 


12 


7  =  FTÍ2 

(1)  en  (4):  5b  +  60  =  8b  -  96 


b  =  52 


41.  En  un  rectángulo  ABCD,  se  ubican  los  puntos  co- 
lineales  E  y  H  en  AB  y  el  interior  dél  rectángulo, 
respectivamente,  tál  que  mZBHC  =  mZAHD  =  90°, 
DH  =_AB,  luego  se  traza  EF  perpendicular  a  AH 
(F  e  AH),  de  modo  que  (EF)(DH)  =  18.  Calcular  BH. 

Resolución: 


Sea:  BH  =  x 

Como  ABCD  (rectángulo):  CD  =  AB  =  b 

Se  traza  DL  _L  HC  =>  HL  =  LC  =  m,  sea:  EH  =  n 

L.EBC  (por  teorema):  x2  =  n(2m)  ...(1) 

t^EFH  ~  fc.HLD  (AAA):  —  =  ^ 
v  7  m  DH 

nm  =  (EF)(DH)  =>  mn  =  18 

En  (1):  x2  =  2(18)  /.  x  =  6 


42.  En  un  AABC  rectángulo  (recto  en  B)  se  traza  la 
bisectrizAF  y  la  altura  BH  que  se  intersecan  en  E. 
Si  (AF)(EF)  =  72,  hallar  BE. 


44.  ABCD  es  un  romboidé  (ABj<  BC),  AE  es  la  bisec- 
triz  dél  ángulo  BAD  (E  e  BC),  L  eAD  y  LNJL  AE 
(N  es  punto  medio  de  AE,  NQ  ±  BE,  (Q  e  BE).  Si 
BQ  =  4  y  NL  =  6,  hallar  AL. 


Resolución: 

Sea:  AL  =  x 

Por  relaciones  métricas 

en  el  kLNE: 

62  =  4x 
x  =  9 


i-4  n-x-4  h 


45.  Dado  un  rectángulo  ABCD,  en  los  lados  AD  y  AB  se 
ubican  los  puntos  M  y  P,  respectivamente.  Si  se  cum- 
ple  BC  +  AM  =  713  y  AP  -  PB  =  /3 ,  hallar  la  longitud 
dél  segmento  que  une  P  con  el  punto  medio  de  MC. 

Resolución: 
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Por  el  teorema  de  Pitágoras  en  el  kPRQ: 


b  +  n 


...(1) 


Por  dato:  b  +  n  =  /Í3 ;  m  -  y  =  /3  ...(2) 
Reemplazando  (2)  en  (1):  x2  =  ip  \  x  =  2 


46.  La  base  de  un  triángulo  midé  20,  la  altura  trazada  a 
esta  base  divide  en  dós  segmentos  cuyas  medidas 
se  diferencian  en  8.  Si  la  diferencia  de  las  medidas 
de  los  otros  dós  lados  es  4,  calcular  la  longitud  dél 
mayor  lado  dél  triángulo. 


Resolución: 

Dato:  m  +  n  =  20 
m-n  =  8  A  c-a  =  4 
Se  pide  mayor  lado:  c 
T.  de  Pitágoras: 

h2  =  c2  -  m2  ...(1) 
h2  =  a2  -  n2  ...(2) 

(D  =  (2): 


c  -  a  =  m  -  n 

(c  +  a)(c  -  a)  =  (m  +  n)(m  -  n) 

(c  +  a)(4)  =  (20)(8) 
c  +  a  =  40  =*  a  =  18  c  =  22 


47.  Hallar  la  longitud  dél  rádió  de  la  circunferencia  ins- 
crita  en  un  rombo  cuyas  diagonales  miden  12  y  16, 
respectivamente. 


Resolución: 

Sea  ABCD  el  rombo,  con: 

AC  =  12  y  BD  =  16 

=>  AO  =  OC  =  6  y  BO  =  OD  =  8 

L.BOC  (por  formula): 


(BO)2  +  (OC)2 

=  T  +  J-  ■ 
82  62  ' 


r  =  4,8 


48.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza  la  ce- 
viana  interior  BR,  tál  que  AB  =  BR,  hallar  AB,  si: 
AC(AR)  =  72. 

Resolución:  B 

Dato:  AC(AR)  =  72_...(1) 

Se  traza  la  altura  BH. 

AABR  (isósceles): 

AH  =  HR=4^  ...(2) 

Por  relaciones  métricas  en  kABC:  (AB)2  =  AC(AH) 

De  (2):  (AB)2  =  AC(^)  =»  (AB)2  =  AC(^- 

De  (1):  (AB)2  =  ~  AB  =  6 

49.  Se  tiene  un  triángulo  ABC  recto  en  B,  la  circun¬ 
ferencia  inscrita  es  tangente  a  la  hipotenusa  en 
T,  luego  se  trazan  TH  JL  AB  y  TF  _L  BC.  Calcular 
AT(TC),  si:  (AH)(HB)  +  (BF)(FC)  =  100 


Resolución: 


kAHT:  r2  +  e2  =  m2  ...(1) 

^TFC:  r2  +  s2  =  n2  ...(2) 

kABC:  (e  +  r)2  +  (r  +  s)2  =  (m  +  n)2  ...(3) 

De  (1),  (2)  y  (3) :  2er  +  2rs  =  2mn 
=>  er  +  rs  =  mn 

Por  dato:  er  +  rs  =  100  mn  =  100 

50.  En  un  LABC,  recto  en  B,  se  trazan  la  altura  BH; 
HE±ÁByHF_LBC(E  en  ÁB  y  F  en“BC).  SiAE  = 
1  y  FC  =  8,  hallar  EB  y  BF. 

Resolución: 


Sean:  EB  =  x,  FB  =  y 
EHFB  es  rectángulo: 

EH  =  BF  =  y;  HF  =  EB  =  x 
Por  formula: 

fcAHB:  (HE)2  =  AE(EB)  =»  y2  =  y2  =  x  ...(1) 

fc^BHC:  (HF)2  =  FC(BF)  ^  x2  =  8y  ...(2) 

Reemplazando  (1)  en  (2):  (y2)2  =  8y 
=>y3  =  8=>y  =  2 

Luego:  x  =  y2  =  22  =>  x  =  4  .*.  EB  =  4;  BF  =  2 

51.  En  la  figura,  O  es  centro  dél  cuarto  de  circunferen¬ 
cia  y  T  es  punto  de  tangencia.  Además  AH  =  2; 
BE  =  9.  Hallar  la  longitud  dél  rádió. 
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Trazamos  OT  y  por  O,  PQ  la  paralela  a  HE: 

=>  PA=r-2  y  QB  =  r-  9 
Donde: 

mZOAP  =  mZBOQ  =  a  y  mZAOP  =  mZOBQ  =  <|> 
kOPAs  kBQO 
=>  OP  =  BQ 

=>  0P  =  r-9  ...(1) 

t^OPA  (teorema  de  Pitágoras): 

(OP)2  +  (PA)2  =  (OA)2 
De  (1):  (r  -  9)2  +  (r  -  2)2  =  r2 
.-.  r  =  17 

52.  Enlafigura,Oescentro.AB//CD:AB  =  12yCD  =  10. 
Hallar  r,  sabiendo  que  AB  y  CD  distan  1  entre  sí. 


Resolución: 


Trazamos  OM  J_  CD,  cortando  a  AB  en  el  punto  H. 
=>  CM  =  MD  =  5  y  AH  =  HB  =  6 
Por  dato  HM  =  1 
Sea  OH  =  a 

Por  el  teorema  de  Pitágoras: 

kOMC:  (OM)2  +  (MC)2  =  (OC)2 

=>  (a  +  1  )2  +  25  =  r2  ...(1) 

kOHB:  (OH)2  +  (HB)2  =  (OB)2 

=>  a2  +  36  =  r2  ...(2) 

(1)  =  (2):  (a  +  1  )2  -  a2  +  25  -  36  =  0  =>  a  =  5 
De  (2):  r2  =  25  +  36  r  =  V6Í 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  2008  -  II) 

En  la  figura,  AO  =  10  cm,  O  y  A  són  centros  de  circun- 
ferencias.  Calcule  CD,  en  cm. 


A)  2/5 

B) f/5 

C) 2/6 

D) f^ 

E)  2/7 


Resolución: 

Por  relaciones  métricas: 


1 


fc^BAC:  -L  =  ^-  +  _Z 
m2  102  202 


=»  m  =  4/5  ...(I) 

fc^ADC:  Pitágoras: 
m2  +  (CD)2  =  102 
De  (I):  (4/5)2  +  CD2  =  102 
CD  =  2/5  cm 


PROBLÉMA  2  (UNI  2009  -  II) 

Si  en  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  la  al¬ 
tura  BH  (H  e  AC  y  AH  <  HC)  relativa  a  la  hipotenusa 
midé  12  cm,  y  la  diferencia  entre  las  proyecciones  de 
los  catetos  sobre  dicha  hipotenusa  es  7  cm.  Entonces, 
la  longitud  (en  cm)  dél  rádió  de  la  circunferencia  inscrita 
en  el  triángulo  ABH  es: 

A)  1,5  B)  2,0  C)2,5 

D)  3,0  E)  3,5 


Resolución: 

Nos  piden:  r 


Dato:  HC  -  AH  =  7 

Por  relaciones  métricas  en  el  kABC: 

122  =  (a)(a  +  7)  =*  a  =  9 
Luego,  kAHB:  notable  (37°  -  53°)  =>  AB  =  15 
Por  teorema  de  Poncelet:  15  +  2r=  12  +  9 
.-.  r  =  3  cm 

Clave:  D 

PROBLÉMA  3  (UNI  2010  -11) 

En  un  trapecio  rectángulo  ABCD  (recto  en  A  y  D)  sus 
diagonales  se  intersecan  perpendicularmente  en  E.  Si 
AD  =  3  m  y  DE  =  1  m.  Determinar  (en  m)  la  proyección 
de  BC  sobre  DC. 

A)  B)  C)  9 

4  2 

D)  10  E)1l/2 

Resolución: 

Nos  piden:  MC  =  x 
AD  =  3;  DE  =  1 

Por  relaciones  métricas  en  el  kADC: 

32  =  (EC  +  1)(1)  =>  EC  =  8 


A 
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Por  Pitágoras  en  el  kADC:  DC  =  6/2 

De  la  figura  el  LDNM  s  kDEC 

=>  =  -1;  DM  =  n  A  DC  =  8n 

DC  o 

Pero:  DC  =  6V2 

8n  =  6V2  •  n=-^ 

4 

Luego:  x  =  7n  =  x  =  m 

Clave:  A 


PROBLÉMA  4  (UNI  2013  -  II) 

Dos  segmentos  paralelos  en  el  piano  tienen  longitudes 
3  cm  y  1  cm  respectivamente.  Si  la  distancia  entre  esős 
segmentos  es  de  1  cm,  calcule  el  rádió  de  la  circunfe- 
rencia  que  pasa  por  los  extremos  de  dichos  segmentos. 

A'f  B,J!  c,Jí 

D)j|  E)  2,5 

Resolución: 


»—1/2— 1—1/2— i 


Piden:  R 

R  =  (1)  +  (1  +  x) 

•0) 

R2  =  (|)2  +  x2 

...(II) 

Resolviendo  (1)  /  (II): 

"  R  =  /|  cm 

Clave:  B 


PROBLÉMA  5  (UNI  2014  -1) 

En  un  rectángulo  ABCD  (AB  <  BC),  se  dibuja  una  semi- 
circunferencia  con  diámetro  AD  tangente  a  BC  en  P.  Se 
ubica  el  punto  Q  en  PC  y  se  traza  QE  perpendicular  a 
PC  donde  el  punto  E  está  sobre  la  semicircunferencia. 
Si  PQ  =  1  cm  y  el  perímetro  dél  rectángulo  ABCD  es 
48  cm,  entonces  la  longitud  de  AE  (en  cm)  es: 

A)  6  B)  8  C)  9 

D) 10  E) 12 


Resolución: 

Piden:  AE  p  :  semiperimetro 
Dato:  2p  =  48  =  6R 


R  =  8 

Luego  por  relaciones  rriétricas: 


x  =  mn 
v2  - 


=*  x2  =  16(9) 
x  =  12  cm 


m 


Clave:  E 
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PROBLÉMÁS  PRQPUESTOS 


1 .  En  un  trapecio  rectángulo  ABCD,  mZA=  mZB  =  90° 
la  base  menor  BC  =  CD_  =  10  y  mZC  =  120°. 
Hallar  la  proyección  de  AB  sobre  BD. 

A)  5/2  B)  C)  15/2 

D)  20  E) 

2.  Dado  el  triángulo  ABC,  se  traza  la  altura  BF.  Se 
traza  luego  FQ  perpendicular  a  AB.  Si  AQ  =  1, 
QB  =  9  y  FC  =  9 /TŐ,  calcular  la  medida  dél  ZABC 

A)  60°  B)  30°  C)  45°  D)  75°  E)  90° 

3.  Desde  un  punto  P  exteriőr  a  una  circunferencia  de 
7  cm  de  rádió,  se  traza  una  tangente  PA  cuya  longi- 
tud  es  24  cm.  Determinar  la  longitud  de  la  secante 
PBC  que  pasa  por  el  centro  de  la  circunferencia. 

A)  14  cm  B)21cm  C)18cm 

D)  32  cm  E)  30  cm 

4.  Dos  cuerdas  AB  y  CD  dé  una  circunferencia  de 
centro  O,  se  cortan  perpendicularmente  en  el  pun¬ 
to  E.  Si  AE,  EB,  ED  miden  24  cm,  5  cm  y  10  cm, 
respectivamente,  hallar  la  longitud  de  la  cuerda 
BC. 


9.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B  se  traza 
la  altura  BH.  Si  AH  =  BC  y  (AB)(BH)  =  12,  calcular 
BC. 

A)  2/5  B)  2/3  C)2/6 

D)  3/2  E)/6 


10.  Calcular  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  en  un 
trapecio  rectángulo  cuyas  bases  miden  2  y  3. 

A)  3/5  B)  6/5  C)  4/3 

D)  2/3  E)  3/2 


11.  En  una  circunferencia  se  traza  la  cuerda  AB,  tál 
que  m  AB  =  74°,  tomando  dicha  cuerda  como  lado, 
se  traza  interiormente  un  cuadrado  ABCD,  cuyo 
perímetro  es  12,  la  prolongación  de  BD  interseca 
a  la  circunferencia  en  P,  calcular  PD. 


A)  fí  B)  ^  C)f 

D)f  ©  f 


12.  En  un  triángulo  rectángulo,  la  altura  trazada  des¬ 
de  el  vértice  dél  ángulo  recto  midé  26,4  m  y  los 
cuadrados  de  los  catetos  están  en  la  reláción  9/16. 
Calcular  la  suma  de  los  catetos. 


A)  13  cm  B)7cm  C)10cm 

D)12cm  E)18cm 

5.  En  una  circunferencia,  una  cuerda  que  midé  6  y 
un  rádió  se  bisecan  mutuamente.  Hallar  la  longitud 
dél  rádió. 

A)  2/3  B)  4/2  C)  /3  D)  /2  E)  6 


A)  44  B)  55  C)  66  D)  77  E)  87 

13.  La  hipotenusa  de  un  triángulo  rectángulo  midé 
15  m  y  la  altura  relativa  a  ella  midé  6  m.  Calcular  la 
diferencia  de  los  catetos. 

A)  3  m  B)  4  m  C)  2/5  m 

D)  3/5  m  E)  6  m 


6.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  de  lados  6,  8  y  10. 
Hallar  la  proyección  dél  cateto  menor  sobre  la  bi- 
sectriz  dél  ángulo  recto. 

A)  4/2  B)  2/2  C)  6/2  D)3/2  E) /2 


7.  En  la  circunferencia  de  centro  O,  mostrada  en  la  figu¬ 
ra,  AB  =  40,  BC  =  16  y  CD  =  14.  Calcular  el  rádió. 


A)  12,5 

B)  25 

C)  50 

D)  33,33 

E)  40 


8. 


En  la  figura,  calcular  PQ,  si  MP  =  4,  NP  =  9, 
PQ  1  AB  y  AB  es  diámetro. 


14.  Las  diagonales  AC  y  BD  de  un  trapecio  ABCD,  mi¬ 
den  5  y  7  respectivamente.  Calcular  la  longitud  de 
la  base  média  dél  trapecio,  si  AC  1  BD. 

A)  3  B)  V74/2  C)  4 

D)  /45/2  E)  5 

15.  En  una  circunferencia  se  trazan  las  cuerdas  AB  y 
CD,  las  cuales  se  intersecan  en  P,  si  mAC  =  mCB 
AP  =  2,  PC  =  5  y  mZCPB  =  53°.  Calcular  PD. 

A)  2,8  B)  4,2  C)  3,6  D)  3,2  E)  2,6 

16.  En  la  figura,  AB  =  12  y  BC  =  16.  Calcular  MN. 


A)  3 
D)  6/2 


B)  6 
E)  8 
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17.  Del  gráfico,  calcular  b2;  si  mMN  =  90° 


A)  a2  +  2c2  B)  a2  +  c2  C)  2ac 

D)  ac  E)  /Ic 

18.  Se  tienen  dós  circunferencias  secantes  en  los 
puntos  P  y  Q.  Por  un  punto  A  de  la  circunferencia 
menor  se  traza  una  tangente  que  corta  a  la  otra 
circunferencia  en  los  puntos  B  y  C.  La  prolonga- 
ción  de  PQ  corta  a  la  tangente  en  N.  Hallar  AN,  si 
NB  =  3  y  BC  =  9. 

A) 27  B) 6  C)18 

D)  13,  5  E)  9 

19.  Calcular  BC 


D)  Va2  +  b2  E)  2ab 

20.  Calcular  BP,  si  AM  =  a,  MN  =  b  y  AB  =  AC. 


A)  V2b(a  +  b)  B)  V2a(a  +  b)  C)  Vb  (a  +  b) 

D)  Va(a  +  b)  E)  Va2  +  b2 

21.  Calcular  la  distancja_  dél  incentro  al  excen- 
tro  relativo  al  lado  BC  de  un  triángulo  ABC,  si 
AC  -  AB  =  5  y  la  suma  dél  inradio  y  exradio  rela¬ 
tivo  a  BC  es  12. 

A)  10  B)  11  C)12  D)  13  E)  14 

22.  En  la  figura,  PQ  =2;  QR  =  4  y  B  es  punto  de  tan- 
gencia.  Calcular  AB. 


A* 


0  5/2 


23.  Según  el  gráfico,  mZABC  =  90°.  Si  (AC)(AP)  =  80, 
calcular  AB. 


A)  4/5 
D)  2/5 


B 


E)  3/5 


24.  Según  el  gráfico,  calcular  BL,  si  AM  =  a  y  NC  =  b 
(T  es  punto  de  tangencia). 


A)  /a2  +  b2  B)  +  b  C)  Va(a  +  b) 
D)  /ib  E)  Vb  (a  +  b) 


26.  Según  la  figura,  calcular  AB  si  AP  =  6  m. 


D)  8  E) 12 


27.  Los  catetos  de  un  triángulo  rectángulo  miden  b  y 
c  (b  >  c).  <j,Cuál  es  la  razón  que  debe  existir  entre 
ambos  para  que  la  mediana  relativa  al  cateto  que 
midé  b  sea  perpendicular  a  la  mediana  relativa  a 
la  hipotenusa? 
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A)  ~  B)  V2  &3f 

°)f  E)| 


28.  En  el  gráfico  se  muestra  al  cuadrado  ABCD  y  a  una 
circunferencia  de  rádió  R  (P  y  T  són  puntos  de  tan- 
gencia).  Calcular  la  tangente  trazada  desde  C. 


A)R^2  +  /3  B)R/3  C)  R/6 

D)  RV3  +  V3  E)  R^3-V3 

29.  Se  tiene  una  circunferencia  de  rádió  41.  Calcular 
la  longitud  de  una  cuerda  cuya  flecha  correspon- 
diente  es  32. 

A)  42  B)  50  C)  80 

D)16/3  E)2lV5 

30.  En  el  esquema,  las  circunferencias  són  concéntri- 
cas,  T  es  punto  de  tangencia,  AB  =  2  y  AD  =  10. 
Calcular  DP. 


D)  3V2  E)  2V3 

31 .  En  la  figura,  calcular  CD,  si  AB  =  1 ,  BC  =  2,  CE  =  f 7. 
C  punto  de  tangencia. 

A)  2 

B)  6 

C) 10 

D)  8 

E)  7 

32.  Calcular  FG,  si  AB  =  BC  =  CD  y  CF  =  9  (D  es 
punto  de  tangencia). 

A)  6 

B)  8 

C)  9 

D)  10 

E)  12 

33.  En  el  gráfico,  calcular  x,  si  O;  C  y  D  són  centros, 
además  AO  =  OB  =  6. 


A)  1,5 
D)  2,4 


E)  1,8 


C)  2,5 


34.  En  la  figura,  AB  y  CD  són  diámetros,  si  CE  =  2, 
AF  =  5  y  DG  =  4,  calcular  EG. 


A)  8  B)  10  C)12  D)  14  E)  16 


35.  En  la  figura,  AB  representa  una  escalera  apoyada 
en  una  pared.  Si  A  cae  hasta  la  mitad  de  su  altura  y 
B  se  aleja  2  m.  ^cuánto  midé  la  escalera? 


A)  5  B)  10  C)2V2/3 

D)  V35/3  E)  VT 

36.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  C,  se  traza  la  altura 
CH  y  HF  1  BC.  Calcular  BF,  si  AB  =  c;  BC  =  a. 

A)  ^  B)  ^  C)@- 

a2  c2  c 

°>ü  E>-J? 

37.  En  la  figura  adjunta,  el  triángulo  ABC  es  equilátero, 
M  es  punto  medio  dél  lado  BC  y  D  es  punto  medio 
dél  arco  AC .  Si  x  e  y  representan  las  longitudes  de 
los  segmentos  DM  y  ME  respectivamente,  hallar  x/y. 


D)  8/3  E)  7/3 
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38.  Del  gráfico,  calcular  el  lado  dél  cuadrado  ABCD,  si 
CE  =  CF,  EH  =  6,  FQ  =  4  yAes  centro  dél  arco  BD. 


44.  El  diámetro  AB  de  una  semicircunferencia  se  pro- 
longa  hasta  C  y  se  traza  la  secante  CDE,  BC  =  2, 
DE  =  1,  mAE  =  3(mZC).  Calcular  DC. 

A)  3  B)  1  C)  4 

D)  2  E)  3,5 

45.  En  el  gráfico  AC  =  AB,  O  es  centro,  A  y  F  són  pun- 

FC 

tos  de  tangencia.  Calcular 


A)  10  B)  8  0  2/13 

D)  2/6  E)  9 

39.  En  el  gráfico,  O  centro;  EF  =  3;  FD  =  2.  Calcular  DH. 


A)  3  B)  2,5  C)  4 

D)  5  E)  3,5 

40.  En  el  gráfico  adjunto,  calcular  OT,  si  AP  =  4. 

A)  4 

B)  3 

C)  5 

D)  2/2 

E)  2/3 


41.  Calcular  FA,  si  AB  =  6;  BC  =  ED  =  8;  ID  =  5; 
GF  =  4  y  FH  =  3  (A  es  punto  de  tangencia). 


42.  Se  tiene  un  cuadrado  ABCD,  en  el  arco  AD  se  con- 
sidera  el  punto  E,  tál  que  AE  +  EC  =  4/2 .  Calcular 
BE. 

A)  2  B)  4  C)  2/2 

D)  6  E)  8 


43.  En  la  figura  mostrada,  ABCD  es  un  paralelogramo, 
BM  =  4;  MC  =  6  y  O  es  centro  de  la  semicircunfe¬ 
rencia.  Calcular  AB. 


A)  2/2 

B)  3/3 
0  2/5 

D)  4 

E)  4/5 


D) 3  E) 4 

46.  En  la  figura,  A,  B  y  C  són  puntos  de  tangencia, 
PA  =  8,  PC  =  6.  Calcular  PB. 


D)  5/2  E)  4 

47.  Dado  un  triángulo’  rectángulo  ABC  (recto  en  B), 

sobre  su  lado  AC  se  considera  un  punto^O;  por  el 
vértice  C,  se  traza  una  perpendicular  CD  a  la  pro- 
longación  de  BO,  de  manera  que  CO  sea  bisectriz 
dél  ZBCO.  Calcular  AB,  si  (AO)(AC)  =  32 

A)  4  B)  4/2  C)  8 

D)4|L  E)  4/3 

48.  Las  diagonales  perpendiculares  de  un  trapecio 
miden  8  y  15;  la  base  menor  midé  6.  Calcular  la 
medida  de  la  base  mayor. 

A)  14  B)  12  C)  13 

D)  11  E)  15 

49.  Calcular  AB,  sabiendo  que  las  circunferencias 
són  concéntricas,  los  rádiós  són  1  y  2  y  MP  =  1 
(O:  centro). 
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A)  1(2/8+75)  B)  1(2/5 +  78) 

C)  1(2/3  + 72)  D)  1(3/5 +  2/8) 

E)  1(8/2  +  75) 

50.  Una  hója  rectangular  ABCD,  de  papéi  se  dobla  de 
modo  que  A  coincida  con  C;  AB  =  73  ;  AD  =  3.  Cal- 
cular  la  longitud  dél  doblez. 

A)  1  B)  1 ,5  C)2 

D)  2,5  E)  75 

51 .  En  un  trapecio  rectángulo  ABCD,  la  altura  AB  midé 
13.  Con  diámetro  AD  se  traza  la  semicircunferencia 
que  corta  en  Q  a  CD,  la  tangente  BQ  corta  a  AC  en 
P,  AP  =  12,  PC  =  3.  Calcular  PQ. 


A)  h  =  ab/c  B)  h  =  7 abc 

C)h  =  a  +  b-  c  D)  h3  = 

c 

E)  h3  =  abc 

56.  Del  gráfico,  O  es  centro,  AB  =  15;  LD  =  CD  =  10. 
Calcular  ML. 


D)  7  E) 5 


A)  2,5  B)  3,5  C)  4 

D)  3  E) 5 


52.  En  la  figura,  ABCD  es  un  rectángulo;  BC  =  QA, 
PQ  =  3;  QM  =  8;  MN  =  1 .  Calcular  CM. 


57.  Calcular  R,  si  AD  =  18  y  FG  =  24. 


D)  13  E) 15 


53.  Si  ABCD  es  un  cuadrado  de  lado  a,  calcular  BF. 


A)a73/2  B)  a 77/2  C)a73/4 

D)  a  75/4  E)  a  72/2 


54.  Si  AB  es  diámetro,  M  es  centro  y  PQ  =  4,  calcular 
QM. 


55.  En  la  figura,  marcar  la  reláción  métrica  entre  h,  a,  b  y  c. 


A)  1372  m  B)  27Í3  m  C)27T7m 
D)  13  m  E)57Í3m 

59.  En  un  rectángulo  ABCD,  se  ubica  el  punto  P  en  BC, 
tál  que  mZAPD  =  90,  BP  =  4  y  PC  =  9.  Calcular  la 
distancia  entre  las  proyecciones  de  B  y  C  sobre  AP 
y  PD  respectivamente. 

A)  7  B)  8  C)/6Í 

D)  6,5  E)  /5i 

60.  En  un  cuadrante  AOB  de  centro  O,  por  un  punto 
M  dél  arco  AB  se  traza  la  paralela  a  la  cuerda  AB 
que  interseca  a  la  prolongación  de  OA  en  A’  y  a  la 
prolongación  de  OB  en  B’.  Calcular  AB,  si  MA’  =  a 
y  MB’  =  b. 

A)  2/Ib  B)-^L  c)  /ab 

a  +  b 

D)  7a2  +  b2  E)  2  7a2  +  b2 


61.  Calcular  PQ,  si  AB  =  a  (P,  Q,  T,  A  y  B  són  puntos 
de  tangencia). 
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A)  2a 
D)  4a 


E)  2a 


62.  Las  dimensiones  de  una  hója  con  forma  rectangu- 
lar  són  a  y  b  (b  >  a).  Dicha  hója  se  dobla  de  tál  ma- 
nera  que  dós  vértices  opuestos  coinciden.  Calcular 
la  longitud  dél  doblez. 


A\  bi/a2  +  4b2 
A;  2a 


B) 


b2 

/^Tb7 


c) 


/^Tb7 


D) 


ab 

a  +  b 


F\  a/a2  -f  b2 
'  2b 


63.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B; 
se  ubica  los  puntos  L  y  M  en  AB  y  BC,  respectiva- 
mente,  tál  que  mZBLM  =  mZBCA,  la  proyección 

de  LM  sobre  AC  midé  8  cm.  Calcular  -Xr  +  —L. 

BL2  BM2 

A)  1/16  B)  1/4  C)  1/9 

D)  1/8  E)  1/3 


64.  Se  tiene  un  paralelogramo  ABCD,  en  BC  se  ubica 
un  punto  M  de  modo  que  A,  B,  My  D  pertenecen  a 
una  circunferencia  de  diámetro  AD.  Calcular  AB,  si 
BM  =  14yMC  =  4. 

A)  5  B)  6  C)  7  D)  8  E)  9 


65.  En  la  prolongación  de  BCjde  un  cuadrado  ABCD 
se  ubica  el  punto  P  y  en  AB  el  punto  M,  tál  que 
MP  n  CD  =  {L},  mZPMD  =  45°,  CL  =  1  y  LD  =  5_Cal- 
cular  el  producto  de  MP  con  la  distancia  de  B  a  MP. 

A)  36  B)  27  C)  32 

D)  40  E)  25 


66.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra- 
za  la  altura  BH;  en  los  triángulos  AHB  y  BHC  se 
traza  las  alturas  HM  y  HN  respectivamente;  luego 
en  los  triángulos  AMH  y  HNC  se  traza  las  alturas 
MP  y  NQ  respectivamente,  tál  que  AP  =  a,  QC  =  b 
y  AC  =  c.  Indicar  la  reláción  correcta. 

A)  Ve  =  Vb  +  Va  B)  /c  =  /b  +  /a 


C)a=^ 

e)  —  =Z+— 

abc 


D)c=  láb 


A)  Ab(2R  -  a) 

D)V 


B)  (2R-a)j| 


E)  ^ 
;  2R 


C)  2R(a  -  b) 


68.  Según  el  gráfico,  calcular  BL,  si  AM  =  a  y  NC  =  b 
(T  es  punto  de  tangencia). 


D)  /ab  E)  Jb(a  +  b) 


70.  Según  el  gráfico,  calcular  r  en  función  de  x  e  y,  si  x 
e  y  tienen  valores  máximos. 


D)  2 J2xy 


71.  En  un  triángulo  ABC,  (AB)(BC)  =  36  m2.  Setrazan  la 
mediana  BM  y  la  biseetriz  interior  BD.  Si  BD  =  MD. 
Hallar  AC. 

A)  6  m  B)  6/2  m 

D)  12/2  m  E)  6/3  m 


67.  En  la  figura,  AB  es  diámetro  de  la  semicircunferen- 
cia.  Si  AB  =  2R,  HB  =  b,  MB  =  a,  calcular  PQ. 


C)  12  m 
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72.  En  un  trapecio  ABCD  se  tiene  que  las  bases  BC 
y  AD  miden  6  y  8  cm.  En  las  diagonales  AC  y  BD 
se  ubican  los  puntos  P  y  Q,  tál  que  CP  =  2PA  y 
BQ  =  2QD.  Calcular  PQ. 

A)  8/3  cm  B)  11/3  cm  C)  4/3  cm 
D)  13/3  cm  E)  10/3  cm 


73.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra- 
za  la  altura  BH,  las  bisectrices  exteriores  de  vérti- 
ces  A  y  C  intersecan  a  la  prolongación  de  BH  en  P 
y  Q  respectivamente.  Si  AB  =  c,  BC  =  a  y  AC  =  b 
(a  >  c),  calcular  PQ. 


A) 


2abc 

(a-c)2 


D)  -=§*— 
Vác  (a  +  c) 


.  ac(a-c) 

(b  -  a)(b  -  c) 
.  Vic(a-c) 

'  a+b+c 


C)  — +  — - 
a  c 


1 

b 


74.  En  el  gráfico,  AH  =  a,  BF  =  b  y  CG  =  c.  Calcular  x 
(D  y  E  són  puntos  de  tangencia). 


A)  VIbc  B)  C) 

D)^(/a  +  Vc)  E)  ^|(a  +  c) 


75.  Sea  ACB  un  triángulo  rectángulo  en  C,  cuya  hi- 
potenusa  midé  d.  Se  divide  la  hipotenusa  en  trés 
segmentos  de  igual  longitud  por  medio  de  los  pun¬ 
tos  M  y  N.  Hallar  la  suma  de  los  cuadrados  de  las 
medidas  de  los  lados  dél  triángulo  CMN. 

A)  d2/3  B)  2d2/3  C)  d2 

D)  4d2/3  E)  5d2/3 


76.  Calcular  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  en  el 
cuadrado  ABCD,  si  EC  =  2  m  y  DF  =  3  m. 


77.  En  un  triángulo  ABC,  con  diámetro  AB,  se  traza  la 
semicircunferencia  que  interseca  a  AC  en  F.  En  el 
arco  BF  se  ubica  un  punto  E  tál  que  la  tangente 
trazada  por  E  es  perpendicular  a  FC  en  D.  Calcular 
ED,  si  AD  =  8  cm  y  BE  =  3  cm. 


A)  5  cm  B) /2cm  C)  2/2  cm 

D)  4  cm  E)  6  cm 

78.  Se  tiene  el  trapecio  ABCD  (BC//AD),  tál  que 
AB  =  9;  BC  =  6;  CD  =  13  yAD  =  160.  Calcular  la 
medida  dél  segmento  que  une  los  puntos  medios 
de  la  bases. 

A)  10  B)  11  C)  12  D)  9  E)  11,5 

79.  En^  un  triángulo  ABC  se  trazan  la  bisectriz  interior 
BD  (D  en  AC)  y  la  mediana  BM,  tál  que  BD  =  DM. 
Calcular  AC;  si  (AB)(BC)  =  144. 

A)  12  B)  16  C)  18  D)  20  E)  24 

80.  En_un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza  la  altu- 
ra  BH  relativa  a  la  hipotenusa  AC;  luego  se  traza 
HP  _L  AB  y  HQ  _L  BC.  Si  AP  =  1  y  CQ  =  8,  calcular 
la  longitud  de  AC. 

A)  5 -Í5  B)  4/5  C)  3^5 

D)2i5  E)7V5 


81.  Las  dimensiones  de  una  hója  con  forma  rectangu- 
lar  són  a  y  b  (b  >  a).  Dicha  hója  se  dobla  de  tál  ma- 
nera  que  dós  vértices  opuestos  coinciden.  Calcular 
la  longitud  dél  doblez. 


A) 


D) 


b/a2  +  4b2 

2a 

ab 

a  +  b 


B) 

E) 


/a2  +  b2 

a/a2  +  b2 

2b 


C) 


/a2  +  b2 


82.  Según  el  gráfico;  M,  P,  Q  y  N  són  puntos  de  tan¬ 
gencia,  si  AP  =  a,  PQ  =  b,  QB  =  c  y  mMN  =  90°, 
calcular  la  reláción  entre  a,  b  y  c. 


83.  Según  el  gráfico,  A  y  B  són  puntos  de  tangencia, 
OT  =  2  y  TQ  =  6,  calcula  r. 


Q  P 


A)  3  B)  4  C)  5 

D)  7  E) 6 

84.  Se  tienen  dós  circunferencias  tangentes  exteriores 
cuyos  rádiós  miden  5  m  y  3  m.  Una  recta  secante 
interseca  a  la  circunferencia  mayor  en  los  puntos  A 
y  B.  y  a  la  circunferencia  menor  en  los  puntos  C  y 
D.  Si  AB  =  6  m  y  CD  =  3,6  m,  hallar  BC. 

A)(/6M-4,8)m  B)  (7677? -3,8)  m 

C)  (761- 4,8) m  D)  (761-3,8)  m 

E)  (761-4)  m 

85.  Se  tienen  dós  circunferencias  concéntricas  de  rá¬ 
diós  r  y  2r.  En  la  circunferencia  mayor  se  ubican 
los  puntos  A;  B  y  C,  tál  que  AB  =  BC  =  AC.  En  la 
circunferencia  menor  se  ubica  el  punto  P  próximo  a 
B.  Si  (AP)2  +  (BP)2  +  (CP)2  =  15,  calcular  r. 

A)  1  B)  Í2  C)  /3 

D)  2  E) /5 

86.  En  un  triángulo  ABC,  sobre  BC  se  marcan  M  y 
N,  tál  que  BM  =  MN  =  NC.  Si  AB  =  7,  AC  =  8  y 
BC  =  9,  calcular  AM2  +  AN2. 

A)  77  B)  66  C)  44 

D) 88  E)  55 

87.  Los  lados  AB,  BC  yAC  de  un  triángulo  miden  8  m,  en 
una  fila  y  1 2  m,  respectivamente.  Por  B  se  traza  una 
ceviana  BE  que  divide  al  lado  AC  en  dós  segmentos, 
AE  =  9  m  y  EC  =  3  m.  Calcular  BE. 

A)  4  m  B)  5  m  C)  6  m 

D)  7m  E)  8  m 

88.  Se  tiene  el  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B, 
la  altura  BH  y  las  perpendiculares  HF  y  HE  a  los 
lados  AB  y  BC,  respectivamente.  Si  AF  =  a,  EC  =  b 
y  AC  =  c,  hallar  la  reláción  entre  las  longitudes  a, 
b  y  c. 

A)  c2/3  =  a2/3  +  b2/3  B)  c1/3  =  a1/3  +  b1/3 

C)  c3  =  a3  +  b3  D)  c1/3  =  a 1/3  -  b1/3 

E)  c  =  a  +  b 

89.  En  el  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  A,  los  pun¬ 
tos  P1f  P2,  P3,  P4  dividen  a  la  hipotenusa  en  cinco 
partes  congruentes.  Si  (AP^2  =  256  y  (AP4)2  =  160, 
hallar  BC. 

A)  12,7  B)  15,7  C)  18,7 

D)  21,7  E)  24,7 

90.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra¬ 
za  las  medianas  AM  y  CN;  por  B  se  traza  una  recta 
paralela  a  AC.  Las  prolongaciones  de  AM  y  CN  in- 
tersecan  a  dicha  recta  en  P  y  Q  respectivamente. 
Calcular  (AP)2  +  (CQ)2,  si  AC  =  12. 

A)  720  B)  630  C)  540 

D)  480  E) 640 
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91.  En  las  siguientes  proposiciones,  indicar  si  es  ver- 
dadero  (V)  o  falso  (F): 

I.  La  proyección  de  un  segmento  sobre  una  recta 
siempre  es  un  segmento. 

II.  La  altura  relativa  a  la  hipotenusa  es  média  pro- 

porcional  entre  las  proyecciones  de  los  catetos 
sobre  la  hipotenusa.  _  _ 

III.  El  triángulo  cuyos  lados  miden:  V a  -  b;  /a  -  b 
y  /2a  es  un  triángulo  rectángulo. 

A)  VW  B)  WF  C)  FW 

D)  FFF  E)  FVF 

92.  La  suma  de  los  cuadrados  de  las  medidas  de  los 
lados  de  un  triángulo  rectángulo  es  1250.  Calcular 
la  medida  de  la  hipotenusa. 

A)  20  B)  24  C)25  D)  29  E)  30 

93.  En  un  trapezoidé,  trés  lados  consecutivos  miden 
6  m,  8  m  y  10  m.  Si  las  diagonales  se  interceptan 
perpendicularmente,  calcular  la  longitud  dél  cuarto 
lado. 

A)  2  m  B)  3  m  C)  4  m 

D)  5  m  E)  6/2  m 

94.  Calcular  la  medida  de  la  hipotenusa  de  un  triángulo 
rectángulo,  sabiendo  que  la  suma  de  los  cuadra¬ 
dos  de  las  medianas  es  igual  a  54. 

A)  5  B)  6  C)  8 

D)  9  E) 7 

95.  Las  bases  de  un  trapecio,  isósceles  miden  7  y  25. 
Determinar  la  diagonal  dél  trapecio,  sabiendo  ade- 
más  que  los  lados  no  paralelos  miden  15. 

A)  25  B)  16  C)  18  D)  20  E)  17 

96.  Determinar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes 
proposiciones. 

I.  En  una  circunferencia  se  trazan  las  cuerdas 
PQ  y  RS  que  se  intersecan  en  M;  entonces: 
PQ(MQ)  =  RS(MS). 

II.  En  una  circunferencia  se  traza  por  el  punto  P 
exteriőr  la  tangente  PT  y  la  secante  PQR;  en¬ 
tonces  (PT)2  =  PQ(QR) 

III.  Si  las  prolongaciones  de  los  lados  AB  y  DC  de 
un  cuadrilátero  inscriptible  ABCD  se  intersecan 
en  P;  entonces:  PA(PB)  =  PD(PC). 

A)  FFFF  B)  FFV  C)  FW 

D)  WF  E)  FVF 

97.  Si  QN  =  10  y  QP  =  2,  calcular  AB. 

A)  4/2 

B)  8 
0  3/2 

D)  6 

E)  7/2 
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98.  De  la  figura,  calcular  TN,  si  PQ  =  4,  QM  =  6  y  TP  =  2 


D)  17  E)  15,5 

99.  Calcular  BP;  Si  AB  =  3;  AC  =  5  y  P  es  punto  de 
tangencia. 


D)  4/2  E)  3/2 

100. Calcular  CT,  si  AM  =  12;  AC  =  13;  B,  M  y  T  són 
puntos  de  tangencia. 


lOI.En  un  trapecio  isósceles,  calcular  la  medida  de  la 
proyección  de  una  de  las  diagonales  sobre  la  base 


mayor,  si  la  suma  de  las  medidas  de  sus  bases 
es  12. 

A)  3  B)  4  C)  5 

D) 6  E) 9 


102.Desde  el  punto  P,  exteriőr  a  una  circunferencia, 
se  traza  una  tangente  y  una  secante.  La  secante 
interseca  a  la  circunferencia  en  A  y  B  tál  es  que 
AB  =  3PA,  mAB  =  120.  Si  el  rádió  de  la  circun¬ 
ferencia  midé  6,  calcular  la  medida  dél  segmento 
cuyos  extremos  són  P  y  el  punto  de  tangencia. 

A) /3  B)  2/3  C)3/3 

D)  4/3  E)  5/3 


103. Calcular  el  rádió  de  la  circunferencia. 


104.SÍ  ABCD  es  un  cuadrado,  AB  =  6  y  T  es  punto  de 
tangencia,  calcular  R. 


:  1. 

B 

14. 

B 

27. 

B 

40. 

D 

53. 

A 

66. 

B 

79. 

B  f 

j  2. 

E  ; 

15. 

D 

28. 

D 

41. 

D 

54. 

D 

67. 

B 

80. 

A  j 

3. 

c  1 

16. 

D 

29. 

C 

42. 

B 

55. 

C 

68. 

D 

81. 

E  | 

!  4- 

A  | 

17. 

B 

30. 

B 

43. 

C 

56. 

A 

69. 

E 

82. 

B  | 

;  5. 

E  ! 

18. 

B 

31. 

E 

44. 

C 

57. 

B 

70. 

D 

83. 

B  1 

6. 

D  j 

19. 

D 

32. 

C 

45. 

C 

58. 

A 

71. 

C 

84. 

A  ! 

í  7. 

B  : 

20. 

A 

33. 

B 

46. 

D 

59. 

C 

72. 

E 

85. 

A  ! 

8. 

A 

21. 

D 

34. 

B 

47. 

A 

60. 

D 

73. 

B 

86. 

A  | 

9. 

B 

22. 

C 

35. 

D 

48. 

D 

i  61. 

C 

74. 

D 

87. 

E  1 

j  10. 

B 

23. 

B 

36. 

B 

49. 

A 

I  62. 

E 

75. 

B 

88. 

A  1 

I  11. 

D 

24. 

D 

37. 

E 

50. 

c  | 

63. 

A 

76. 

D 

89. 

E  1 

i  12. 

D 

25. 

E 

38. 

C 

51. 

c  1 

64. 

B 

77. 

C 

90. 

A  1 

:  13. 

D 

26. 

C 

39. 

C 

52. 

a  : 

65. 

B 

78. 

B 

91. 

c  I 

’•••• . . . . . ül . 


92.  c  ; 

93.  E  : 

94.  B  : 

95.  D  j 

96.  B  I 

97.  B  J 

98.  C 

99.  B  1 

100.  B  :| 

101.  D  | 

102.  D  : 

103.  E  ; 

104.  B 


Relaciones 
métricas  en 
triángulos 
oblicuángulos 


Jákob  Steiner  náció  el  18  de 
marzo  de  1796  en  la  villa  de 
Utzenstorf,  Cantón  de  Berna  y 
murió  el  1  de  abril  de  1863.  A 
los  dieciocho  anos  fue  alumno 
de  Johann  Heinrich  Pestalozzi 
y  luego  estudió  en  Heidelberg. 

Posteriormente,  viajó  a  Berlin 
donde  se  ganó  la  vida  dando  cla- 
ses.  Alii  conoció  a  Crelle  quien, 
motivado  por  sus  habilidades  y 
Ias  de  Niels  Henrik  Ábel,  fundó 
el  periódico  Journalfür  die  reine 
undangewandteMathematik. 

La  obra  matemática  de  Steiner 
se  centró  en  la  geometria,  que 
desarrolló  en  el  campo  sintéti- 
co,  excluyendo  totalmente  la 
analítica,  que  odiaba,  y  que  se 
decía  consideraba  una  desgra- 
cia  para  la  geometria  aun  cuan- 
do  se  obtuvieran  iguales  o  me- 
jores  resultados.  En  su  campo,  sobrepasó  a  todos  sus  contemporáneos.  Sus  investigaciones  se 
distinguen  por  su  generalización,  la  riqueza  de  sus  fuentes  y  el  rigor  de  sus  demostraciones.  En 
su  Systematische  Entwickelung  dér  Abhángigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander,  Stei¬ 
ner  sentó  Ias  bases  de  la  geometria  púra  moderna,  donde  presenta  Ias  formás  geométricas  y  la 
correlación  entre  ellas,  en  lo  que  él  mismo  llamó  «geometría  proyectiva».  Otras  investigaciones 
importantes  de  Steiner  se  relacionaron  con  máximos  y  mínimos. 


Fuente:  Wikipedia 


J copítulo 
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<♦  TEOREMA  DE  EUCLIDES 

1.°  Caso.  En  todo  triángulo,  el  cuadrado  de  la  longitud 
dél  lado  que  se  opone  a  un  ángulo  agudo  es  igual  a  la 
suma  de  cuadrados  de  los  otros  dós,  menos  el  doble 
producto  de  unó  de  ellos  por  la  longitud  de  la  proyec- 
ción  dél  otro  sobre  él. 

SeaABC,  el_triángulo,  donde  a  <  90°.  AH:  proyección 
de  AB  sobre  AC. 


Entonces: 


a2  =  b2  +  c2  -  2bm 


Demostración: 

Por  el  teorema  de  Pitágoras: 

ABHC  =*  a2  =  (BH)2  +  (HC)2  =>  a2  =  (BH)2  +  (b  -  m)2  ...(1 ) 
AAHB  =>  (BH)2  =  c2  -  m2  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1):  a2  =  c2  -  m2  +  (b  -  m)2 
De  donde,  efectuando  y  ordenando: 
a2  =  b2  +  c2  -  2bm. 


2.  °  Caso.  En  todo  triángulo  obtusángulo,  el  cuadrado 
de  la  longitud  dél  lado  opuesto  al  ángulo  obtuso  es  igual 
a  la  suma  de  cuadrados  de  los  dós,  más  el  doble  o  pro¬ 
ducto  de  unó  de  ellos  por  la  proyección  dél  otro  sobre 
él. 

Consideremos  el  AABC,  obtuso  en  A. 


Luego: 


a2  =  b2  +  c2  +  2bm 


AH:  proyección  de  AB,  sobre  AC. 


Demostración: 

Con  el  teorema  de  Pitágoras: 

ABHC  =*  a2  =  (BH)2+(HC)2  =*  a2=(BH)2+(m  +  b)2...(1) 
ABHA  =*  (BH)2  =  c2  -  m2  +  (m  +  b)2  ...(2) 

(2)  en  (1):  a2  =  c2  -  m2  +  (m  +  b)2 
a2  =  b2  +  c2  4-  2bm 


<♦  TEOREMA  DE  HERÓN 

En  todo  triángulo,  la  longitud  de  una  altura  es  igual  al 
doble  de  la  inversa  de  la  longitud  dél  lado  sobre  el  cual 
cae,  por  la  raíz  cuadrada  dél  producto  dél  semiperíme- 
tro  y  su  diferencia  con  la  longitud  de  cada  lado. 


Consideremos  los  gráficos  adjuntos,  en  cada  caso,  el 
triángulo  en  mención  es  ABC. 

El  semiperímetro  p:  p  =  -a  +  b  +  c 

La  formula,  para  el  teorema  de  Herón,  con  reláción  a  la 
altura  BH  es: 


Demostración: 

Para  ambas  figurás,  por  el  teorema  de  Pitágoras: 


h  +  m  =  c" 


h2  =  c2  -  m2 


h2  =  (c  +  m)(c  -  m) 

Según  el  teorema  de  Euclides: 

Fig.  1  =>  a2  =  b2  +  c2  -  2bm  =*  m  = 

Fig.  2  =>  a2  =  b2  +  c2  +  2bm  =*  m  = 


b  +  c  -  a2 


2b 

a2  -  b2  -  c2 


2b 


...(1) 

...(2) 


Sustituyendo  en  (1),  la  primera  de  las  expresiones  in- 
dicadas  en  (2): 

U2  L  ,  b2  +  c2-a2\L  b2  +  c2-a2\ 
h  =(C  + 2b )lC - 2b ) 

h2  _  (2bc  -t-  b2  -t-  c2  -  a2)(2bc  -  b2  -  c2  4-  a2) 

4b2 

o  mejor;  al  notar  los  desarrollos  de  binomios  suma  y 
diferencia: 

u2  _  [(b  +  c)2  -  a2][a2  -  (b  -  c)2] 

4b2 

cada  expresión  entre  corchetes  es  una  diferencia  de 

cuadrado.  Usando  los  equivalentes: 

u2 _  (b  +  c  +  a)(b  +  c  -  a)(a  +  b  -  c)(a  -b  +  c)  ,  x 

h - —2  ...(a) 

Teniendo  en  cuenta  que  a  +  b+  c  =  2p 
Se  obtienen:  b-fc-a  =  2p-2a 
a  +  b-  c  =  2p-2c 
a  +  c-  b  =  2p-2b 
Reemplazamos  en  (a): 
h2_  (2p)(2p  -  2a)(2p  -  2c)(2p  -  2b) 

4b2 

Es  decir: 

h2=  16p(p  -  a)(p  -  b)(p  -  c) 

4b2 

De  donde:  h  =  ^p(p  -  a) (p  -  b)(p  -  c) 
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Los  pasos  a  seguir  para  la  demostración  són  análogos 
si  se  reemplaza  la  segunda  expresión  de  m,  dada  por 
(2)  en  (1). 


<4  TEOREMA  DE  LA  MEDIANA 


En  todo  triángulo,  la  suma  de  cuadrados  de  las  longi- 
tudes  de  dós  lados  es  igual  a  dós  veces  el  cuadrado  de 
la  longitud  de  la  mediana  hacia  el  tercer  lado,  más  la 
mitaddel  cuadrado  de  la  longitud  de  dicho  lado. 

Sea  BM  una  mediana  dél  triángulo  ABC: 


Por  el  teorema  de  Euclides: 

AABM  =*  (1.ercaso,  para  el  ZAMB): 
c2  =  m2  +  (AM)2  -  2AM(HM) 

ABM  =>  (2.°  caso,  para  el  ZBMC): 
a2  =  m2  +  (MC)2  +  2MC(HM) 

Efectuando  la  suma  miembro  a  miembro: 

a2  +  c2  =  2m2  +  (|)2  +  (|)2  -  2(|)hM  +  2(|)HM 
De  donde:  a2  +  c2  =  2m2  +  -y 


<4  TEOREMA  DE  LA  PROYECCIÓN  DE  LA  MEDIANA 

En  todo  triángulo,  la  diferencia  de  cuadrados  de  las 
longitudes  de  dós  lados  es  igual  al  doble  producto  dél 
tercero  y  la  proyección  de  la  mediana  relativa  a  él. 

Demostración: 

Para  el  anterior  gráfico,  efectuando  la  diferencia  de  las 
expresiones  obtenidas  en  (1),  teniendo  en  cuenta  que: 

AM  =  MC  =  | 

a2  -  c2  =  2MC(HM)  +  2AM(HM) 
a2  -  c2  =  2|(HM)  +  2|(HM) 

a2  -  c2  =  2b(HM) 

(HM  es  la  proyección  de  BM  sobre  AC) 


<4  TEOREMA  DE  ELLER 


Sea  el  cuadrilátero  ABCD;  donde  M  es  punto  medio  de 
AC  y  N  es  punto  medio  de  BD. 


Entonces: _ 

(AB)2  +  (BC)2  +  (CD)2  +  (AD)2  =  (AC)2  +  (BD)2  +  4(MN)2 

Demostración: 

Por  el  teorema  de  la  mediana,  anteriormente  demos- 
trado: 


ABMD:  (BM)2  +  (MD)2  =  2(MN)2  +  Í^2L...(1) 

AABC:  (AB)2  +  (BC)2  =  2(BM)2  +  ^^...(2) 

AACD:  (CD)2  +  (AD)2  =  2(MD)2  +  ^|^...(3) 

Sumando  las  expresiones  (2)  y  (3),  miembro  a  miembro: 
(AB)2  +  (BC)2  +  (CD)2  +  (AD)2  =  2(BM2+  MD2)  +  (AC)2 
Con  lo  de  (1)  reemplazamos: 

(AB)2+(BC)2+(CD)2+(AD)2=2|2(MN)2  +  ^_)  +  (AC)2 
Efectuando  y  ordenando: 

(AB)2+  (BC)2  +  (CD)2  4-  (AD)2  =  (AC)2  +  (BD)2  +  4(MN)2 


.  \ 

La  propiedad  también  es  válida  para  los  cuadriláteros 

no  convexo  y  alabeado. 

B 

/  B»\ 

/  j\  j 

'  KNz 

/  A  s 

\  ZW 

s.  \t  / 

A~  *  M  *  C 

X/  / 

En  todo  cuadrilátero,  la  suma  de  los  cuadrados  de  las 
longitudes  de  los  lados  es  igual  a  la  suma  de  cuadrados 
de  las  longitudes  de  las  diagonales,  más  el  cuadrado  de 
la  distancia  entre  los  puntos  medios  de  las  diagonales. 


<4  TEOREMA  DE  STEWART 

En  todo  triángulo,  la  longitud  de  una  ceviana  interior, 
puede  evaluarse  con  la  siguiente  expresión. 


322  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


BE:  ceviana  interior  dél  AABC 
a2m  +  c2n  =  x2b  +  mnb 


Demostración: 


Se  traza  la  altura  BH.  Por  el  teorema  de  Euclides: 
AABE  (para  a  <  90°): 

c2  =  m2  +  x2  -  2m(HE)  ...(1) 

ABEC  (para  <t>  >  90°): 

a2  =  n2  +  x2  +  2n(HE)  ...(2) 

Ahora,  multiplicando  la  expresión  (1 )  por  n  y  (2)  por  m  y 

efectuando  la  suma  miembro  a  miembro: 

c2n  +  a2m  =  m2n  +  mn2  +  x2n  +  x2m  -  2mn(HE)  +  2mn(HE) 

Es  decir:  a2m  +  c2n  =  mn  (m+n)  +  x2(n  +  m) 

pero:  m  +  n  =  b 

Entonces:  a2m  +  c2n  =  mnb  +  x2b 

<4  NATIJRALEZA  DE  UN  TRIÁNGULO 

Sean  a,  b  y  c,  longitudes  de  los  lados  de  un  triángulo 
ABC,  con  el  lado  mayor  de  longitud  a.  Entonces,  para 
saber  si  ABC  es  un  triángulo  rectángulo,  acutángulo  u 
obtusángulo,  se  comparan  a2  y  (b2  +  c2). 

(I)  Si  a2  =  b2  +  c2  =>  AABC,  es  recto  en  A. 

(II)  Si  a2  <  b2  -i-  c2  =>  AABC,  es  acutángulo,  con  el  ZA 
agudo. 

(Ili)  Si  a2  >  b2  +  c2  =*  AABC,  es  obtusángulo,  con  el 
ZA  obtuso. 

Ejemplos: 

1.  Er^un  triángulo  ABC,  AB  =  BC,  se  traza  la  altura 
AH  (H  en  BC).  Si  BC(CH)  =  18,  hallar  AC. 

Resolución: 


Datos:  AB  =  BC;  BC(CH)  =  18 
Por  al  teorema  de  Euclides  (a  <  90°); 
(AB)2  =  (AC)2  +  (BC)2  -  2BC(CH) 
Cancelando  (AB)2  y  (BC)2: 


0  =  (AC)2  -  2BC(CH) 

=>  (AC)2  =  2BC(CH) 

Del  dato:  (AC)2=  2(18)  AC  =  6 

2.  A  dós  circunferencias  concéntricas  de  7  m  y  9  m  de 
rádió,  se  traza  una  secante  tál  que  la  cuerda  inter- 
secada  por  la  circunferencia  mayor  resulta  dividida 
en  trés  partes  iguales  por  la  otra  circunferencia. 
Calcular  la  longitud  de  dicha  cuerda. 

Resolución: 


Del  gráfico:  AB  =  BC  =  CD  =  2x 

AAOB,  obtuso  en  B.  Por  el  teorema  de  Euclides: 

(AO)2  =  (AB)2  +  (BO)2  +  2(AB)(BM) 

=>  92  =  (2x)2  +  72  +  2(2x)(x) 

=>  32  =  8x2  =>  x  =  2 
Luego:AD  =  6x  .\AD  =  12m 

3.  En  la  figura,  O  y  B  són  centros.  Los  rádiós  miden  6 
y  10.  Hallar  PE. 


Se  proyecta  PE,  sobre  OB. 

=>  OH  =  PE. 

Luego,  se  trazan  los  rádiós. 

OP  =  10  y  BP  =  8 

En  el  AOPB,  por  el  teorema  de  Euclides  (a  <  90°): 
(PB)2  =  (OP)2  +  (OB)2  -  2(OB)(OH) 

=>  62  =  102  4-  102  -  2(10)(OH) 

De  donde:  OH  =  8,2 
PE  =  8,2 

4.  En  un  AABC,  AB  =  13;  BC  =  14  y  el  ZB  es  obtuso. 
Hallar  el  mínimo  valor  entero  de  AC. 
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Resolución: 


Si  el  ZB  es  obtuso,  sabemos  que  se  debe  cumplir: 

(AC)2  >  1 32  +  142 

(AC)2  >  365  =>  AC  >  19,10 

Por  lo  tanto  el  mínimo  valor  entero  de  AC  es  20. 

5.  En  un  triángulo  ABC,  hallar  la  medida  dél  ZA,  sa- 
biendo  que  entre  las  longitudes  de  sus  lados  se 
cumple,  a2  =  b2  +  c2  -  be 

Resolución: 


Dato:  a2  =  b2  +  c2  -  be  ...(1) 

Teorema  de  Euclides: 
a2  =  b2  +  c2  -  2b(AH)  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  b2  +  c2  -  be  =  b2  +  c2  -  2b(AH) 


Luego,  en  el  AAHB:  a  =  30°  y 
mZA  =  60° 

6.  Er^un_triángulo  acutángulo  ABC,  se  trazan  las  alturas 
ÁH  y  CQ.  Si  AB(AQ)  =  24  m2  y  BC(CH)  =  25  m2. 
Hallar  AC. 

Resolución: 


Teorema  de  Euclides: 

ZA  =>  (BC)2  =  (AB)2  +  (AC)2  -  2AB(AQ)  ...(1) 

ZC  =>  (AB)2  =  (BC)2  +  (AC)2  -  2CB(CH)  ...(2) 
Sumando  (1)  y  (2),  miembro  a  miembro. 

(BC)2  +  (AB)2=(AB)2  +  (BC)2  +  2(AC)2  -  2AB(AQ) 

-  2CB(CH) 

Cancelando  términos  iguales  y  simplificando. 

(AC)2  =  AB(AQ)  +  CB(CH) 

Con  los  datos:  (AC)2  =  24  +  25  AC  =  7  m 


7.  L  es  longitud  de  lado  dél  cuadrado  ABCD,  de  centro 
O,  D  es  centro  dél  arcoAECy  EM  =  MD.  Hallar  OM. 


Resolución: 


En  el  AEOD,  por  el  teorema  de  la  mediana 
(OE)2  +  (OD)2  =  2(OM)2  + 

De  donde:  OM  =  tZ 
4 

8.  En  un  trapecio  ABCD,  BC  //  AD;  AB  =  1 3,  BC  =  1 0, 
CD  =  19  y  AD  =  32.  Hallar  la  distancia  sobre  los 
puntos  medios  de  las  bases. 

Resolución: 


Sean  M  y  N,  puntos  medios  de  BC  y  AD,  respec- 
tivamente. 

Trazamos,  MR  //  AB  y  MT  //  CD. 

Luego:  ABMR  y  MCDT  són  Paralelogramos 
=>  MR  =  13;  MT  =  19:  AR  =  TD  =  5  y  RT  =  22 
En  el  ARMT,  con  el  teorema  de  la  mediana: 

132  +  192  =  2(MN)2  + 

MN  =  12 

9.  En  la  figura,  BC2  -  AB2  =  144;  AM  =  MC  y 
mZAQM  =  90°.  Hallar  QM. 
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Resolución: 

En  el  AAQM,  por  reláción  métrica:  (QM)2  = 
AM(HM). 

Pero:AM  =  .  Entonces: 

(QM)2  =  4p(HM)  =>  (QM)2  =  — ...(1) 

De  otro  lado,  en  el  AABC,  HM  es  proyección  de  la 
mediana  BM,  sobreAC. 

Luego,  por  el  teorema  de  dicha  proyección: 

(BC)2  -  (AB)2  =  2AC(HM). 

Con  el  dato:  144  =  2AC(HM)  =>  AC(HM)  =  72 
Reemplazando  esto  último,  en  (1):  QM  =  6 

10.  En  un  trapezoidé  ABCD,  mZB  =  mZD  =  90°, 
AC  =  17  y  BD  =  15;  M  es  punto  medio  de  AC  y  F, 
de  BD.  Hallar  MF. 

Resolución: 

AC  =  17;  BD  =  15 


Por  el  teorema  de  Euler: 

(AB)2+(BC)2+(CD)2+(DA)2=(AC)2+(BD)2  +  4(MF)2 
=>  (AC)2  +  (AC)2  =  (AC)2+ (BD)2  +  4(MF)2 

De  donde:  (MF)2  = 

Con  los  datos:  (MF)2  =  —  j-15'  MF  =  4 

11.  En  un  triángulo  ABC,  las  medianas  BM  y  CN 
són  perpendiculares  entre  sí.  Demostrar  que 
(AB)2  +  (AC)2  =  5(BC)2 

Demostración: 


Se  traza  la  figura  correspondiente. 

En  el  triángulo  ABC:  G,  es  baricentro: 

Se  traza  la  mediana  AQ. 

En  el  triángulo  BGC,  GQ  =  ^BC 

Por  propiedad  AQ  =  3GQ  =*  AQ  =  -|bC 
Por  teorema  de  la  mediana: 

(AB)2  +  (AC)2  =  2(AQ)2  + 

(AB)2  +  (AC)2  =  2(|BC)2  + 

De  donde:  (AB)2  +  (AC)2  =  5(BC)2 

12.  Hallar  x,  si  AC  es  diámetro,  A  y  C  són  centros  de  los 
arcos  EB  y  FB,  respectivamente. 


Resolución: 


l - R+  r - 1 


Sea  O,  centro  de  la  semicircunferencia. 
=>  AO  =  OC  = 

También:  OT  =  y  OM  =  OT  -  MT 


OM  = 


MO  es  mediana  dél  AAMC: 

Luego,  con  el  teorema  para  esta  línea: 

(AM)2  +  (MC)2  =  2(OM)2  + 

Reemplazando: 

=>  (R  +  x)2  +  (r  +  x)2  =  2(5_^_L_  xj24-^_±lL 

•  °>5Rr 
R  +  r 
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Resolución: 

En  el  AAQM,  por  reláción  métrica:  (QM)2  = 
AM(HM). 

a  r 

Pero:AM  =  Entonces: 

(QM)2  =  -^p(HM)  =>  (QM)2  =  *gjHM)  ...(1) 

De  otro  lado,  en  el  AABC,  HM  es  proyección  de  la 
mediana  BM,  sobre  AC. 

Luego,  por  el  teorema  de  dicha  proyección: 

(BC)2  -  (AB)2  =  2AC(HM). 

Con  el  dato:  144  =  2AC(HM)  =>  AC(HM)  =  72 
Reemplazando  esto  último,  en  (1):  .-.  QM  =  6 

10.  En  un  trapezoidé  ABCD,  mZB  =  mZD  =  90°, 
AC  =  17  y  BD  =  15;  M  es  punto  medio  de  AC  y  F, 
de  BD.  Hallar  MF. 

Resolución: 

AC  =  17;  BD  =  15 


Por  el  teorema  de  Euler: 

(AB)2+(BC)2+(CD)2+(DA)2=(AC)2+(BD)2  +  4(MF)2 
+  (AC)2  =  (AC)2+  (BD)2  +  4(MF)2 


=»  (AC)2  +  (AC)2 

De  donde:  (MF)2  = 


Con  los  datos:  (MF)2  = 


(AC)2  -  (BD)2 
4 

172  -  152 


MF  =  4 


11.  En  un  triángulo  ABC,  las  medianas  BM  y  CN 
són  perpendiculares  entre  sí.  Demostrar  que 
(AB)2  +  (AC)2  =  5(BC)2 

Demostración: 


Se  traza  la  figura  correspondiente. 

En  el  triángulo  ABC:  G,  es  baricentro: 

Se  traza  la  mediana  AQ. 

En  el  triángulo  BGC,  GQ  =  ^BC 

Por  propiedad  AQ  =  3GQ  =>  AQ  =  |-BC 
Por  teorema  de  la  mediana: 

(AB)2  +  (AC)2  =  2(AQ)2  +  ^lf 

(AB)2  +  (AC)2  =  2(|BC)2  +  ^C)! 

De  donde:  (AB)2  +  (AC)2  =  5(BC)2 

1 2.  Hallar  x,  si  AC  es  diámetro,  A  y  C  són  centros  de  los 
arcos  EB  y  FB,  respectivamente. 


Resolución: 


I - R+  r - 1 

Sea  O,  centro  de  la  semicircunferencia. 


=*  AO  =  OC  = 

También:  OT  =  y  OM  =  OT  -  MT 
OM  =  -  x 

MO  es  mediana  dél  AAMC: 

Luego,  con  el  teorema  para  esta  línea: 

(AM)2  +  (MC)2  =  2(OM)2  + 

Reemplazando: 

=>  (R  +  x)2  +  (r  +  x)2  =  2(3^-  x)2+  (R  +  r)2 

y  =  M5L 

R  +  r 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 
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1.  Hallar  x,  si  los  rádiós  de  las  semicircunferencias 
són  R  y  r. 


Resolución: 


Se  traza  AM,  MO  y  la  perpendicular  MH  a  OA. 

Del  gráfico:  teorema  de  Euclides,  en  el  triángulo  AOM. 
(AM)2  =  (AO)2  +  (OM)2  -  2(AO)(OH)  ...(1) 

Pero  en  el  AAFM:  AM2  =  R2  +  (AF)2 
Reemplazando  valores  en  (1): 
r2  +  (AF)2  =  r2  +  (R  +  r)2  -  2(r)(R) 

.-.  AF  =  r/2 

3.  En  la  figura,  AB,  BC  y  AC  són  diámetros.  Hallar  el 
rádió  de  la  circunferencia. 


Resolución: 


Siendo  M,  O  y  Q  centros,  con  los  trazos: 

MQ  =  r  +  x,  OQ  =  OT  -  QT 

=>  OQ  =  R  -  x  y  OM  =  OA  -  MA  =>  OM  =  R  -  r 

En  el  triángulo  MOQ;  el  semiperímetro  p  es: 

=  OM  +  OQ  +  MQ  _  (R  -  r)  +  (R  —  x)  +  (r  +  x) , 

P  2  2 

p  =  R 

Aplicando  el  teorema  de  Herón: 
x=  ^vpíP-öMHp-ooHp-Ma 

x=  (R37 jVR(r)(x)(R  -  r-  x) 

Efectuando:  x  =  0 

(R  +  r)2 

2.  En  la  figura,  E,  T  y  F  són  puntos  de  tangencia. 
Demostrar  que  AF  =  r 


Se  unen  los  centros  M  con  Q  y  M  con  O. 

Se  traza  la  perpendicular  MP  al  diámetro  mayor,  y 
los  rádiós  OT  y  ME. 

El  rádió  de  la  mayor  semicircunferencia,  midé: 


Si  O,  Q  y  M,  són  centros.  Del  gráfico: 

QM  =  a  +  x;  OM  =  OT  -  MT;  OM  =  (a  +  b  -  x)  y 
OQ  =  OA  -  QA  =>  OQ  =  b 


Además,  OP  =  OC  -  BC  -  PB;  OP  =  a  -  b  -  x 
En  el  triángulo  QOM,  aplicar  el  teorema  de  Eucli¬ 
des:  (QM)2  =  (OQ)2  +  (OM)2  +  2(OQ)  (OP) 

Luego:  (a  +  x)2  =  b2  +  (a  +  b  -  x)2  +  2b(a  -  b  -  x) 


4.  En  la  figura  O  y  M  són  centros,  hallar  la  longitud  de 
la  tangencia  BE.  R  y  r  són  rádiós. 


Llamemos  R  al  rádió  de  la  circunferencia. 


O 
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Resolución: 


Es  más  conveniente  hallar  la  longitud  de  BF,  según 
la  tangencia  desde  B. 

Con  los  trazos  indicados: 

AMFB:  (BF)2  =  (BM)2  -  (MF)2  ...(1) 

AOMB,  teorema  de  Euclides: 

(BM)2  =  (OM)2  +  (OB)2  -  2(OB)(OP) 

=*  (BM)2  =  (R  -  r)2  +  R2  -  2Rr 
y  con  MF  =  r 

En  (1):  (BF)2  =  (R  -  r)2  +  R2  -  2Rr  -  r2 
BF  =  ^2R(R  -  2r) 

5.  En  el  triángulo  ABC,  BC  =  a,  AB  =  c  y  AC  =  b;  G 
es  baricentro  y  O  es  circuncentro. 

Demostrar  que  (OG)2  =  R2  -  +  b  +  c  j 


Resolución: 

B 


Sea  M,  punto  medio  de  AC 

BM  1  AC  y  por  propiedad  de  baricentro. 

BG  =  |(BM)y  GM  =  |(BM) 

Se  trazan  los  rádiós  OB  y  OC. 

En  el  AMBO,  por  el  teorema  de  Stewart: 

(OG)2(BM)  +  BG(GM)(BM)  =  (OB)2(GM)  +  (OM)2(BG) 
Es  decir: 

(OG2(BM)  + 1  BM(  1  BM)=OB2(  1  BM)+ OM2(  |  BM) 
Simplificando  BM: 

(OG)2  +  |(BM)2  =  -i(OB)2  +  |(OM)2 


(OG)2=  ^  +  |(OM)2-|(BM)2  (1) 

Por  otro  lado,  en  el  AOMC: 

(OM)2  =  R2-í£  ...(2) 


Y,  en  el  AABC,  por  el  teorema  de  la  mediana. 
2(BM)2  +  ^  =  a2  +  c2 => (BM)2  =  a' +  °2  -  ^  ...(3) 


Reemplazando  ahora,  (2)  y  (3)  en  (1): 


(OG)2=^  +  f|R2-ii-|-^ 
Efectuando: 


(og)2  =  ^-+4r2— 


(OG)2 


6  \  9 


r  18 


6.  En  la  figura  Oi  y  02  són  centroS  de  las  circunferen- 
cias  C1  y  C2,  respectivamente,  =  2.  Hallar  la 
longitud  de  una  cuerda _AE  dél  círculo  C2,  sabiendo 
que  el  punto  medio  de  AE  está  en  Cv 


Sea  H  el  punto  medio  de  AE 

Luego:  AE  =  2AH 

HgC,  También  02H  1  AE 

Por  lo  tanto,  AB  será  diámetro  de  C y 

Encontramos  primero02B,  luego  H02  y  después 

AH 


En  el  AAB02,  por  el  teorema  de  la  mediana  para 

0,02: 

(02B)2  +  V22  =  2(22)  +  02B  =  2V2 


En  el  mismo  triángulo,  por  el  teorema  de  Euclides; 
para  el  ZA02B: 

(AB)2  =  (A02)2  +  (02B)2  -  2(02B)(H02) 


Ahora,  en  el  AAH02,  por  el  teorema  de  Pitágoras. 
(AH)2  +  (H02)2  =  (A02)2 


(AH)2  +  =  (V2)2  =»  AH  =  ^ 
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7.  KLMN  es  un  cuadrado  de  centro  O  y  lado  a,  si  M  es 
centro  dél  arco  NPL  y  MQ  =  QP,  hallar  OQ. 

L  M 


Resolución: 


APÓM,  porteorema  de  la  mediana: 

(a/2)2  +  (aí2l2f  =  2x2+Z 

<£+2a!_2a!  =  2x2  .  x  =  a/2 

4  4  4  4 

8.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  altura  CH;  se  ubican 
los  baricentros  G,  G1  G2  dejos  triángulos  ABC,  CHB, 
CHA  en  ese  orden;  sea  CM  una  mediana  dél  trián¬ 
gulo  ABC,  AB  =  3CM  y  (HG1)2+(HG2)2  =  K(CG)2. 
Hallar  K. 

Resolución: 


Dato:  a2  +  b2  =  k(2n)2  ...(1) 

Por  el  teorema  de  la  mediana: 

(3a)2  +  (3b)2  =  2(3n)2  +  ^ 
a2  +  b2  =  2n2  +  |n2  =>  a2  +  b2  =  ^n2 
a2  +  b2  =  ^(2n)2  ...(2) 

De(1)y(2):k  =  ^ 

9.  En  la  figura,  si  AB  =  3;  BC  =  4,  FE  =  EC  =  2.  Hallar 
(BE)2  -  (BF)2 


Resolución: 


Por  el  teorema  de  Stewart: 

5x2  =  16(3)  +  9(2)  -  2(3)5 

5x2  =  48  +  18  -  30  =  36  =»  x2  =  ^ 

o 

öy2  =  16(1)  +  9(4)  -  1(4)5 

5f  =  16  +  36  -  20  =  32  =>  y2  =  ^ 

Luego:  x2  -  y2  =  36  ~  — 


10.  Dos  circunferencias  de  rádiós  3  y  5  són  tangentes 
interiormente  en  el  punto  A,  por  el  cual  se  traza  el 
diámetro  AB  en  la  circunferencia  mayor.  Hallar  el 
rádió  de  la  circunferencia  que  es  tangente  a  AB  y  a 
las  dós  circunferencias. 


Resolución: 


Simplificando:  x  = 

o 

11.  En  un  cuadrilátero  ABCD,  mZB  =  90°, 

mZBCD  =  120°,  si  CD  =  4,  AB  =  2  y  mZACD  = 
90°.  Hallar  el  segmento  que  une  los  puntos  medios 
de  AC  y  BD. 

Resolución: 


A 


4V2 
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ABCD:  (BD)2  =  12  +  16  +  8/3  =  28  +  8/3 
Por  Euler:  4  +  12  +  16  +  32  =  16  +  28  +  8/3  +  4x2 
4x2  =  20  -  8/3  =*  x2  =  5  -  2/3 
x  =  /5  —  2/3 

12.  Desde  un  punto  exteriőr  C  de  una  circunferencia, 
se  trazan  las  tangentes  CB  y  CP  (B  y  P  són  puntos  de 
tangencia).  Luego  se  traza  la  cuerda  BQ  n  CP  =  {A}. 
Si  AQ  =  1 ,  AP  =  2  y  BC  =  6.  Calcular  PB. 

Resolución: 


Por  teorema: 

(AP)2  =  AB(AQ)  =>  4  =  1(BQ  -fi)  =*  BQ  =  3 
Por  Stewart: 

8x2  =  36  (2)  f-  16(6) -2(6)8 
8x2  =  72  ^  x2  =  9  x  =  3 

13.  En  un  paralelogramo  ABCD,  se  cumple  que 
AB  =  3,  BC  =  5  y  AC  =  7.  Hallar  la  longitud  de  la 
otra  diagonal. 

Resolución: 


Por  Euler: 

32  +  32  +  52  +  52  =  x2  +  72  =>  18  +  50  -  49  =  x2 
.-.  x  =  fid 

14.  Dado  el  triángulo  ABC,  AB  =  2,  BC  =  8,  la  longitud 
de  la  mediana  relativa  al  lado  AC  es  un  número 
natural.  Hallar  AC. 

Resolución: 


ABCN,  por  teorema: 

6  <  2m  <  8  +  2  =*  3<m<5=>m  =  4 
Por  teorema  de  la  mediana: 

22  +  82  =  2m2  +  ~  =»  68  =  32  +  Z 
x  =  6/2 


15.  En  un  triángulo  ABC  sus  lados  miden  AB  =  5, 
BC  =  7  yAC  =  6.  La  circunferencia  inscrita  al  trián¬ 
gulo  determina  el  punto  M  en  el  lado  AC.  Hallar  BM. 

Resolución: 


2  M  4  C 
I - 6 - 1 


Por  el  teorema  de  Stewart: 

6x2  =  49(2)  +  25(4)  -  2(4)(6) 

6x2  =  98  +  100  -  48  =  150  =>  x2  =  25  x  =  5 


16.  En  un  cuadrilátero  ABCD,  mZB  =  mZD  =  90°, 
(AC)2  -  (BD)2  =  64.  Hallar  la  longitud  dél  segmen- 
to  que  une  los  puntos  medios  de  las  diagonales. 

Resolución: 


Dato:  (2m)2  -  (2n)2  =  64  =>  m2  -  n2  =  16 
AMBD;  por  teorema  de  la  mediana 

2m2  =  2x2  +  x2  =  m2  -  n2 

16 

x2  =  16  .-.  x  =  4 

17.  C  es  una  circunferencia  inscrita  en  un  triángulo 
equilátero  de  longitud  de  lado  L,  la  suma  de  los 
cuadrados  de  las  longitudes  de  sus  distancias  de 
un  punto  C  a  los  vértices  dél  triángulo  es  7,  hallar  L. 

Resolución: 


Por  propiedad:  a2  f  b2  f  c2  =  y 
51 2 

Por  dato:  =  7 

4 

L  =  f/35 
o 
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18.  Las  medianas  de  un  triángulo  rectángulo,  trazadas 
a  partir  de  los  vértices  de  los  ángulos  agudos  mi¬ 
den  5  y  740.  Hallar  la  longitud  de  la  hipotenusa. 

Resolución: 


Simplificando:  x2  +  xT2-7  =  0  =*  x  =  ^  ^ 

Elevando  al  cuadrado  miembro  a  miembro: 
x  =  78-715 


AABC;  por  teorema  de  la  mediana: 
100  160  _  x2  .  x2 

9  9  18  2 

520 
18 


^20=I0x  x  =  27Í3 
1  o 


19.  Una  cartulina  tiene  la  forma  de  una  región  rectan- 
gular  ABCD,  dicha  cartulina  se  dobla  de  tál  mane- 
ra  que  los  vértices  A  y  C  coinciden.  Si  AB  =  a  y 
BC  =  b,  hallar  la  longitud  dél  doblez. 

Resolución: 


kPEC:  (b  -  k)2  =  a2  +  k2 
b2  -  2bk  =  a2 

2k=^a! 


.(1) 


C^PHQ:  x2  =  a2  +  (b  -  2k)2  ...(2) 

(1)  en  (2):  x2  =  a2  + 

(b2-b2  +  a2\2 


x‘  =  a"  + 


x=  f/^Tb1 
b 


-*=a+P 


20.  En  un  cuadrante  AOB  de  rádió  R  =  2  y  centro  O.  En 
el  arco  AB  se  ubica  P,  tál  que  AP  =  1 ,  calcular  PB. 

Resolución: 


AAPB,  por  Euclides:  8  =  x2  +  1  +  2Í-^^ 


20.  Dos  circunferencias  són  tangentes  interiormente 
en  el  punto  F.  El  diámetro  CA  de  la  circunferencia 
mayor  es  tangente  a  la  circunferencia  menor  en  el 
punto  E.  Si  AE  =  a  y  EC  =  b,  hallar  la  longitud  de  la 
perpendicular  trazada  desde  el  punto  E  a  la  recta 
tangente  común  a  las  dós  circunferencias. 


Resolución: 


L.EOM: 


Por  cuerdas:  n  = 


72  ab 

ia^Tb1 


^FHE-kEOM: 

72  ab 

a±b  pTb7 

2  V“2— 


2ab(a  +  b) 

a2  +  b2 


22.  ABC  es  un  cuadrado  de  lado  a.  Se  trazan  los  arcos 
BD  y  AC  con  centros  A  y  D.  Hallar  la  longitud  dél 
rádió  de  la  circunferencia  de  centro  F. 


Resolución: 


AAFD,  por  el  teorema  de  Euclides 
(a  +  x)2  =  (a  -  x)2  +  a2  -  2xa 

Efectuando:  x  =  § 
b 
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23.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  5.  BC  =  7,  AC  =  8  se 
traza  la  altura  BH  y  la  bisectriz  interior  BD.  Hallar  la 
magnitud  dél  segmento  HD. 

Resoluclón: 


26.  Los  trés  lados  de  un  triángulo  miden  10,  9  y  7;  deter- 
minar  el  menor  valor  entero  de  una  longitud  x,  tál  que 
si  se  le  quita  a  cada  lado  el  triángulo  es  obtusángulo. 

Resolución: 


I - 5n - 1 - 7n - 1 


I - 8 - 1 


5n  +  7n  =  8=>n=|- 

AABC,  por  Euclides: 

49  =  25  +  64  -  2y  (8) 


Luego:x=f-§  .-.x  =  | 


24.  Dado  un  rectángulo  ABCD,  en  los  lados  AD  y  AB 
se  ubican  los  puntos  M  y  P  respectivamente.  Si 
BC  +  AM  =  713 ,  AP  -  PB  =  73,  hallar  la  longitud 
dél  segmento  que  une  P  con  el  punto  medio  de  MC. 

Resolución: 


Dato:  a  +  b  =  7T3  y  m  -  n  =  73 

^PNQ:x2=[^]2  +  [í!1^I1]2 

Remplazando:  x2  =  -1(13)  +  -1(3) 

=  — —  =>  x2  —  4  x  =  2 
4 

25.  El  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  encuen- 
tra  inscrito  en  una  circunferencia  de  5  de  rádió.  A 
partir  de  C  se  traza  una  cuerda  CX  que  interseca  al 
diámetro  BM  en  P.  Si  XC  =  8  y  PB  =  2.  Hallar  AB. 

Resolución: 


^OPC  notable  aproximado:  PC  =  4 
kPBC:  (BC)2  =  22  +  42  =>  (BC)2  =  20 
kABC:  x2  =  102  -  20  x  =  475 


10-x 


Se  cumple:  10-x<7-x  +  9-  x 

=>  x  <  6  ...(1) 

(10  -  x)2  >  (7  -  x  f  +  (9  -  x)2 
Efectuando:  x2  -  12x  +  30  <  0  ...(2) 

(1)  +  (2):  x2  -  11x  +  24  <  0 

Factorizando:  (x  -  8)(x  -3)  <  0 

Como  la  inecuación  es  menor  que  cero,  solo  satis- 

face  el  resultado  negativo. 

3  <  x  <  8  ...(3) 

De  (1)  y  (3):  3  <  x  <  6  x  =  4 

27.  Interiormente  a  una  semicircunferencia  de  diáme¬ 
tro  AB  =  8  cm  se  traza  otra  semicircunferencia  de 
rádió  1  cm  y  cuyo  diámetro  está  contenido  en  AB. 
Halle  el  rádió  de  la  circunferencia  tangente  a  AB  y 
a  las  semicircunferencias  anteriores. 

Resolución: 


OQ  =  4  -  x 
PQ  =  1  +  x 

APQO:  T.  Herón:  p  =  +  00  =  4 

x=  |V(4-3)(4-1  -x)(4-4  +  x) 

=»  x=  |^4(3  -  x)(x) 

=»  9x2  -  4(4x)(3  -  x)  =  0  =.  25x2  -  48x  =  0 


28.  En  el  interior  de  un  rectángulo  ABCD  se  ubica  un  pun¬ 
to  O.  Si  las  distancias  de  O  a  los  vértices  A,  B  y  C  són 
de  3,  4  y  5  cm.  Halle  la  distancia  de  O  al  vértice  D. 

Resolución: 


Geometria  ■  331 


...(1) 


...(2) 


P  punto  medio  BD  y  AC 
ABOD:  Teorema  de  la  mediana 

x2  +  42  =  2(OP)2  +  |(BD)2 
AAOC:  Teorema  de  la  mediana 
32  +  52  =  2(OP)2  +  i(AC)2 
(1)  =  (2):x2  + 16  =  9  +  25  .-.  x  =  3/2  cm 

29.  Desde  un  punto  C  de_una_semicircunferencia  de 
diámetro  AB  se  traza  CH  1  AB  (H  en  AB).  Se  traza 
luego  la  semicircunferencia  de  diámetros  HB  inte- 
rior  a  la  semicircunferencia  anterior.  Si  AH  =  16  cm 
y  HB  =  4  cm.  Halle  el  rádió  de  la  circunferencia 
inscrita  en  el  triángulo  mixtilíneo  HCB. 


Resolución: 


Pitágoras:  BC  =  10-/2  BD  =  10V3  BE  =  20 
t^BCD  ~  U3PE 

=>  1M=10=10^^EP=^:DP=^V3 

10  EP  DP  3  3 


Resolución: 


PM  =  x  OP  =  10  -  x:  PQ  =  2  +  x 


AABE:  T.  de  la  proyección  (ángulo  obtuso) 
x2  =  102  +  202  +  2(10)(MB) 
x2  =  500  +  2(10)(MB) 

x2  =  500  +  20 j|V6  +  5V2  +  y  V3  -  lőj 

x  =  J 480  +  +  3V2  +  2/3 )  cm 

32.  Er^un  triángulo  ABC  recto  en  C,  se  ubican  en  AB  y 
AC  los  puntos  E  y  D  respectivamente  de  tál  mane- 
ra  que  mZEDB  =  mZBDC.  Si  AD  =  25;  DC  =  10  y 
BC  =  5.  Calcule  DE. 


ADPQ.  T  de  la  proyección  (ángulo  agudo) 

(2  +  x)2  =  (10  -  x)2  +  82  -  2(8)(x  +  6) 

=>  x2  +  4x  +  4  =  1 00  X  20x  +  x2  +  64  -  1 6x  -  96 
.-.  x  =  8/5  =  1,6  cm 

30.  En  un  triángulo  ABC  se  cumple  que  AB  =  6,  BC  =  7, 
AC  =  8.  Si  F  es  el  punto  de  tangencia  de  la  circun¬ 
ferencia  inscrita  con  el  lado  AC,  halle  BF. 

Resolución: 


Resolución: 


21  7 

Teorema  AF  =  p(7)  =  -y  -  7  =  A  de  donde 


Teorema  Stewart  en  el  AABC: 

6-(I) +  /■(§)=  *"(8) +(I)(f)<8)  ,.*-^2 

31.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  isósceles  BAC 
tál  que  AB  =  AC  =  10  cm.  Se  traza  CD  1  BC  y 
DE  1  BD  de  modo  que  CD  =  DE  =  10  cm.  Halle  la 
longitud  dél  segmento  AE. 


Pitágoras:  BD  =  5/5  ;  AB  =  25/2 
Teorema  de  la  bisectriz  exteriőr: 


25 

x 


25/2 

EB 


EB  =  /2x 


Teorema  de  la  longitud  de  la  bisectriz  exteriőr: 
(5/2)2  =  (25/2)(/2x)25x  =  25x  x  =  5 


33.  En  un  cuadrilátero  ABCD  se  cumple:  mZACD  =  80° 
ymZDBC  =  20°.SiAB  =  BDy(BC)2  +  (CD)2  =  100cm2, 
halle  la  longitud  dél  segmento  que  une  los  puntos 
medios  de  las  diagonales. 

Resolución: 

B 
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AABD:  Equilátero  =>  AB  =  BD  =  AD  =  a 
AACD:  Isósceles  =>  AC  =  AD  =  a 
Teorema  de  Euler: 
a2  +  m2  +  n2  +  a2  =  a2  +  a2  +  4x2 
=>  m2  +  n2  =  4x2 
Pero  por  dato:  m2  +  n2  =  1 00 
x  =  5  cm 

34.  Dos  circunferencias  de  rádiós  3  y  5  són  tangentes 
interiormente  en  el  punto  A,  por  el  cual  se  traza  el 
diámetro  AB  en  la  circunferencia  mayor.  Halle  el 
rádió  de  la  circunferencia  que  es  tangente  a  AB  y  a 
las  dós  circunferencias. 

Resolución: 


Por  Herón:  x  =  |j5(3)(5  -  5  +  x)(5  -  3  -  x) 
Simplificando:  x  = 

o 

35.  En  un  trapecio  isósceles  ABCD,  la  mZACD  =  90, 
BC  =  7  y  AC  =  20.  CalculeAD. 

Resolución: 


Se  traza  BE  //  AC  =>  BC  =  EA  =  7 


AEBD  por  el  teorema  de  Stewart: 

(x2  -  400)(x  +  7)  =  400x  +  400(7)  -  7x(x  +  7) 
x2  -  400  =  400  -  7x  =>  x2  +  7x  -  800  =  0 
=>  (x  +  32)(x  -  25)  =  0  x  =  25 

36.  En  un  triángulo  ABC,  inscrito  en  una  circunferencia 
de  centro  O  y  rádió  de  medida  3  u,  se  trazan:  la 
bisectriz  BD  y  la  altura  BH,  HO  interseca  a  la  bisec- 
triz  BD  en  T.  Si  OT  =  2  u  y  BH  =  6  u.  Calcule  BT. 


Resolución: 


ahb0:HT-! 

=>  HT  =  4 

Por  teorema: 
x2  =  18  -  8  =  10 

.-.  x  =  VTÖ 


37.  TOMA  es  un  cuadrado,  hallar  Ml  si:  CM  =  4/2 
(N,  U,  C  =>  puntos  de  tangencia) 


Resolución: 


EnelkATO:  R/2  +  R  =  (R  +  4/2 )/2  =>  R  =  8 
En  la  (teorema  de  la  tangente) 

Ml  (Ml  +  16)  =  (4/2  )2 
(Ml)2  +  16  Ml  =  32 

Luego:  (Ml)2  4-  2MI(8)  +  82  =  32  +  64 
(Ml  +  8)2  =  96  .-.  Ml  =  4(/6  -  2) 


38.  Calcular  la  longitud  de  la  altura  de  un  trapecio 
ABCD  si  las  bases  miden  BC  =  5  y  AD  =  26. 
Además:  AB  =  13  y  CD  =  20 

Resolución: 


ZABCDE  =>  paralelogramo 
(propiedad:  BC  //  DE  y  BC  =  DE  =  5) 
En  el  AABE  (teorema  de  Herón) 

x  =  1^27(27  -  21)(27  -  20)(27  -  13) 
x  =  |jV27(6)(7)(14)  x  =  12 
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39.  Se  tiene  un  triángulo  ABC,  AB  =  4,  BC  =  7.  Calcular 
AC,  si:  mZBAC  =  2mZBCA 

Resolución: 


B 


En  el  AABC,  se  traza  Bl  tál  que: 

ABIC  sea  isósceles  (IB  =  IC  =  4), 

Luego  en  el  AABI  isósceles 
(AB  =  Bl  =  4),  se  traza  BH1AI 
Entonces:  HA  =  Hl  =  k 
En  el  ABIC  (teorema  de  Euclides  ) 

72  =  42  +  42  +  2(4)(k)  =>  2k  =  ^ 

Luego:  x  =  4  +  2k=>x  =  4+  ^  x  =  -^ 

40.  En  un  cuadrante  AOB  (AO  =  BO  =  3)  en  el  arco 
AB  se  ubica  el  punto  O ,  el  cual  seré  centro  de  una 
circunferencia  cuyo  rádió  midé  2,  tangente  a  BO  en 
T.  Dicha  circunferencia  interseca  al  arco  AB  en  M 
luego  se  traza  QJH  1  MO  (H  e  MO).  Calcular  MH. 

Resolución: 

En  el  AMOOt  teorema  de  Euclides. 


41.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  5,  BC  =  7,  AC  =  8  se 
traza  la  altura  BH  y  la  bisectriz  interior  BD.  Halle  la 
magnitud  dél  segmento  HD. 

Resolución: 


B 


5n  +  7n  =  8=>n=-| 

AABC;  por  Euclides:  49  =  25  +  64  -  2y(8)  =>  y  =  -| 
Luego:  x=^-§  .-.  x  =  § 


42.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  c,  BC  =  a,  AC  =  b,  se 
traza  la  bisectriz  CD  dél  ángulo  C,  D  e  AB,  si  x  es  el 
semiperimetro  dél  triángulo  ABC,  demuestre  que: 

CD  =  Z-j-,/abp(p  _  C) 

Resolución: 


be 

Sabemos  que:  m  =  . 

M  a  +  b 

Por  teorema:  y2  =  ab  -  mn 


y  n  = 


ac 

a  +  b 


y2  =  ab  - 


bc  (-22^)  =  ab 


y2  =  ab 
y2  =  ab 


a  +  b  a  +  b 

2 


(a  +  bf-  c 


(a  +  b)2 
(2p)(2p  -  2c) 


=  ab 


(a  +  b)2 
(a  +  b  +  c)(a  +  b  -  c) 


(a  +  b  f 


Y  = 


a  +  b 


(a  +  b)2 


Vabp(p  -  c) 


43.  En  un  cuadrante  AOB  de  rádió  R  =  2  y  centro  O. 
En  el  arco  AB  se  ubica  P  tál  que  AP  =  1  u  calcule  PB. 


Resolución: 


A 


AAPB;  por  Euclides: 

8  =  x2  +  1  +2[í^|(1) 

Simplificando: 
x2  +  x/2  -  7  =  0 
w  _  735-/2 
2 


44.  En  la  figura  mostrada  E  y  Q  trisecan  al  diámetro 
TU.  Calcular  x  sabiendo  que:  TU  =  14. 
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Resolución: 


Dato:  TU  =  6  k  =  14 

En  el  AESA  ( teorema  de  Stewart) 

(3k  -  x)2(3k)  =  (2k  +  x)2(2k)  4  (x  4  k)2(k)  -  k(2k)(3k) 
27I*2  4  3X2  -  18kx  =  Sk2  4  2X2  4  8kx  4  x2  4  k2  4  2kx  -  ök2 
De  donde;  6k  =  7x 
Luego:  7x  =  14  x  =  2 

45.  En  el  gráfico  mostrado,  calcular  x 


Resolución: 


En  el  ASTV  (teorema  de  Stewart) 

3a (x  +  a)2  =  2a(4a  -  x)2+  a(x  +  a)2  -  a(2a)(3a) 
32a3-16a2x  +  2ax2+ax2+2xa2+a3-6a3=3ax2  +  6xa2  +  3a3 

30a3  -  20xa2  -  6a3  =  0  x  =  % 

b 

46.  Hallarx,  siAB  =  36 


Resolución: 


En  el  APTO:  (teorema  de  Herón) 

X=  |V(18)(9)(9-x)x 

x  =  |(9)V2x(9-x)  x  =  8 

47.  En  un  triángulo  ABC  se  inseribe  en  una  circun- 
ferencia  tangente  a  AB,  BC  y  CA  en  M,  N  y  T 
respectivamente,  desde  M  y  N  se  trazan  MH  y  NQ 
perpendiculares  a  AC  (H  y  Q  en  AC)  si  AH  =  2, 
CQ  =  7,  NC  =  10  y  p  -  BM  =  16  (P  =*  semiperíme- 
tro  dél  triángulo  ABC),  hallar:  (TM)2  4  (TN)2 

Resolución: 


B 


Dato:  p  -  r  =  16 

Pero:  p  =  r+10  +  k  +  2  =>  p  -  r  =  12  4  k 
Luego:  12  4  k  =  16  =>  k  =  4 
Piden:  x  =  m2  4  n2  ...(1) 

En  el  AAMT:  teorema  de  Euclides 
m2  =  62  +  62  -  2(6)(2)  =*  m2  =  48 
En  el  ATNC:  teorema  de  Euclides 
n2  =  102  +  102  -  2(10)(7)  =>  n2  =  60 
Finalmente  en  (1):  x  =  48  4  60  x  =  108 


48.  En  un  triángulo  STU,  los  lados  están  representa- 
dos  por  trés  números  enteros  consecutivos,  si  el 
ángulo  mayor  es  el  doble  dél  menor.  Calcular  los 
lados  dél  triángulo. 

Resolución: 


T 


En  el  ATPV  teorema  de  Euclides 


(a  4  I)2  =  (a 


1  )2  4  (a  -  1  )2  4  2(a  -  1 )  x 


Al  resolver:  a  =  5 


Luego: 


ST  =  4 
TV  =  6 
VS  =  5 
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49.  Los  lados  de  un  triángulo  ABC  miden  AB  =  25, 
BC  =  30  y  AC  =  35.  La  circunferencia  inscrita  de- 
termina  con  BC  el  punto  de  tangencia  M,  AM  inter- 
seca  a  la  circunferencia  en  P.  Calcular  BP. 

Resoluclón: 


35 


Se  tiene:  CM  =  CR  =  45  -  25 
CM  =  CR  =  20 
AABC  (teorema  de  Stewart) 

(AM)2(30)  =  352(10)  +  252(20)  -  10(20)(30) 

AM  =  25 

Por  el  teorema  de  la  tangente 
152  =  25AP  =>  AP  =  9 
AABM  (teorema  de  Stewart) 

25x2  =  252(16)  +  102(9)  -  9(16)(25) 

.-.  x  =  2/73 

50.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  BH  perpendicular  a  la 
bisectriz  interior  trazado  por  C. 

Hallar:  AH  si  AB  =  15,  BC  =  13yAC  =  14 

Resolución: 


AABC:  teorema  de  Herón: 

BO  =  Z-J21(6)(7)(8)  =>  BO  =  12 

AABE:  teorema  de  la  mediana 

I2  +  152  =  2x2  +  (4'^)  x=V61 


51 .  En  una  semicircunferencia  de  diámetro  AB  se  traza 
una  cuerda  MN  //  AB.  Luego  se  torna  un  punto  P 
en  ÁB,  si  PM  =  1 ,  PN  =  3  y  PA  =  2.  Calcule  PB 

Resolución: 


AAMP:  teorema  de  Euclides 
I2  =  k2  +  22  -  2(2)r 
-  3  =  k2  -  2(2)r  ...(1) 

APNB:  teorema  de  Euclides 
32  =  x2  +  k2  ~  (2)(x)(r) 

9  =  k2  -  (2)(x)(r)  +  x2  ...(2) 

En  el  LANB  (el  cuadrado  de  un  cateto) 

K2  =  r(2  +  x)  =>  k2  -  r  (2  +  x)  =  0 
Luego:  (1)  +  (2) 

9  -  3  =  2[k2  -  r(x  +  2)]  +  x2 
x2  =  6  .*.  x  =  76 

52.  En  una  circunferencia  se  trazan  la  cuerda  AB  y  el 
diámetro  CD  perpendicular  a  AB  en  Q. 

En  la  prolongaciőn  de  AB  se  ubica  el  punto  P, 

PC  n  BC  =  [M].  Calcular  MP,  si  BP  =  4  y  BQ  =  3 
MA(MB)  =  24 

Resolución: 


Dato:  a(b)  =  24 

En  el  AAMB  (teorema  de  la  bisectriz  exteriőr) 
x2  =  10(4)  -  a(b) 

=>  x2  =  40  -  24 
x  =  4 
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6}  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI°  ® 


PROBLÉMA  1  (LM  2002  -  I) 

Dos  autós  partén  simultáneamente  desde  un  punto  P 
en  direcciones  que  formán  un  ángulo  0  unó  a  5  km/h  y 
el  otro  a  12  km/h.  Calcular  el  cos0  sabiendo  que  al  cabo 
de  1  h  la  distancia  desde  el  punto  P  al  punto  medio  dél 
segmento  que  separa  ambos  autós  es  de  7  km. 


Aplicando  el  teorema  de  la  mediana: 

2 

122  +  52  =  2(7 )2  +  ^  =»  c2  =  -142 

Aplicando  la  ley  de  cosenos: 
c2  =  122  +  52  -  2(12)(5)cos0 
142  =  169  -  120cos9 
COS0  =  9/40 

Clave:  D 


PROBLÉMA  2  (LNI  2003  -  II) 

En  el  interior  de  un  cuadrante  de  una  circunferencia  C , 
de  rádió  R,  se  construye  una  semicircunferencia  C2, 
cuyo  diámetro  es  unó  de  los  rádiós  dél  cuadrante  de 
Hallar  el  rádió  de  otra  circunferencia  C3  tangente  a  C1t  a 
C2  y  a  un  rádió  dél  cuadrante. 

A)  |  B)  |  C)  B.  D)  B.  E)  y 
6  5  4  3  7 

Resolución: 

En  el  AABC: 

AB  =  ;  BC 

Sabemos: 


=  a2  +  b2  -  2bm 


b 


=  +  r;  CA  =  R  -  r 


Aplicando: 

(f  +  r)2  =  (R-r)2+  (ff  -2(§)(r) 

2  2 

+  Rr  +  r2  =  R2  -  2Rr  +  -  Rr  r  =  B. 

4  44 

Clave:  C 


PROBLÉMA  3  (LNI  2007  -  I) 

En  un  triángulo  de  lados  7;  8  y  9  m  se  traza  la  mediana 
relativa  al  lado  de  8  m.  Determine  el  coseno  dél  ángulo 
y  comprendido  entre  el  lado  de  7  m  y  la  mediana  tra- 
zada. 


A)  — 

49 


R)  43 
B)  49 


C)  — 
'  49 


D)I 


E) 


47 

49 


Resolución: 


Sea: 

Por  teorema  de  la  mediana: 

2 

2x2  +  i-  =  72  +  92  =»  x  =  7  m 

Por  ley  de  coseno: 

42  =  72  +  x2  -  2(7)/x)cosa 
Reemplazando  el  valor  de  x: 
42  =  72  +  72  -  2(7)(7)cosa 


PROBLÉMA  4  (LNI  2009  -  II) 

En  un  triángulo  ABC  se  tiene  AB  =  a,  BC  =  b  y 
mZABC  =  12CT.  Calcule  la  longitud  de  la  bisectriz  in- 
terna  BF,  F  e  AC. 


A) 

D) 


ab 

a  +  b 

ab/3 

a  +  b 


B)  C)  /Ib 

a  +  b 

F)  2ab/3 
;  a  +  b 


Resolución: 

Nos  piden:  BF  =  x 


Dato:  mZABC  =  120° 

BF:  bisectriz 

Por  propiedad:  x  =  ^^cos(f‘) 

=>  x  =  -^Lcos60° 
a  +  b 


ab 

a  +  b 

Clave:  A 


PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 
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1.  En  la  figura  se  muestra  dós  circunferencias  con- 
céntricas.  Si  (AQ)2  +  (QD)2  =  100,  calcular  (PB)2  + 
+  (PC)2 


2. 


A)  10 
D)  81 


B)  120 
E)  64 


C)  100 


En  un  trapecio  las  bases  miden  12  y  26  y  los  lados 
no  paralelos  miden  13  y  15.  Calcular  la  longitud  de 
la  altura  de  dicho  trapecio. 

A)  10  B)  11  C)  12  D)  13  E)  14 


3.  En  el  romboidé  ABCD,  donde  AB=  13;  BC  =  20  y 
AC=  21.  Calcular  PD. 


A)  10,5 
D)  13,75 


E)  15 


4. 


Se  tiene  un  triángulo  ABC,  tál  que  AB  =  BC=2AC. 
Si  la  distancia  de  B  a  la  bisectriz  interior  dél  ZA 
midé  4.  Calcular  AC. 


A)  1 
D)  3 


B)  V6 
E)  4 


C)  2 


5.  Se  tienen  dós  circunferencias  concéntricas  de  rá¬ 
diós  r  y  2r.  En  la  circunferencia  mayor  se  ubican 
los  puntos  A,  B  y  C  tál  que  AB  =  BC  =  AC.  En  la 
circunferencia  menor  se  ubica  el  punto  P  próximo  a 
B.  Si  (AP)2  +  (BP)2  +  (CP)2  =  15.  Calcular  r. 

A)  1  B)  í2  C)  ÍZ 

D)  2  E)  í5 

6.  En  la  figura,  el  lado  dél  triángulo  equilátero  ABC 
midé  4.  Calcular  (PA)2  -  (PB)2  -  (PC)3 


A)  4 
D)  32 


B)  8 
E)  9 


C)  16 


En  un  triángulo  ABC,  calcular  la  medida  dél  ángulo 
A,  si  se  cumple  que  2a2  =  b2  +  c2  +  (b  +c)2 

A)  105°  B)  60°  0  90° 

D)  120°  E)  135° 

De  la  figura,  AB  es  diámetro,  FB  =  2AH  =  4.  Calcu¬ 
lar  PH. 


A  H 


A)  2íZ 
D)  8 


B)  Í6 
E)  2  í2 


C)  4 


9.  Si  AQ=  9  y  QC=  4,  calcular  BQ. 


A) 2V6Í 
D)  V6Í 


E)  10 


10.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  se  cumple  que: 
BC  =  a,  AC  =  b  y  AB  =  c;  además:  a2  =  c2  +  be; 
mZABC  =  63.  Calcular  mZACB 


A)  30° 
D)  39° 


B)  45° 
E)  38° 


C)  37° 


11.  En  la  figura,  AB  =  BC  =  AC  =  2Í5 ,  O  es  centro  y 
DM  =  MC  =  3.  Calcular  OM. 


A)  1 


E)  3/2 


12.  Se  tiene  un  cuadrilátero  ABCD,  donde  AB  =  CD, 
BC=9,  BD=10,  AC=13,  además 
mZBDC  =  mZBAD  +  mZADB.  Calcular,  AB. 

A)  4  B)  5  C)  6  D)  10  E)  8 
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13.  La  circunferencia  inscrita  en  un  triángulo  ABC,  es 
tangente  a  AC  en  D.  Calcular  BD,  si  AB  =  5;  BC  =  7; 
AC  =  6 


A)  5,5 
D)  5 


B)  4,5 
E)  4 


C)6 


14.  Los  lados  de  un  triángulo  ABC  miden  AB  =  13, 
BC  =  20  y  AC  =  21.  Calcular  la  distancia  dél  bari- 
centro  al  lado  AC. 


A)  2 
D)  5 


B)  3 
E)  J2Ö 


C)  4 


15.  Los  rádiós  de  dós  circunferencias  miden  7  y  5,  y 
la  distancia  entre  sus  centros  es  14.  Si  un  punto 
exteriőr  dista  de  las  dós  circunferencias  8,  calcular 
la  distancia  de  dicho  punto  a  la  línea  que  une  los 
centros. 


A)  10 
D)  /Í32 


B)  /1Ö6 
E)  13,2 


C)  12 


16.  En  la  figura  O,  A  y  P  són  centros.  Si  OB  =  /6 ,  cal¬ 
cular  x. 


A)  0,5 
D)  Í2 


B)  1 
E)  /3 


C)  1,5 


17.  En  el  gráfico,  calcular  MN,  si  O  y  O,  són  centros; 
AN  =  3;  NB  =  5. 


A)  5,5 
D)  6 


E)  7 


18.  Del  gráfico,  calcular  AC,  si  AB  =  2AC,  BH  =  /6 


A)  1 


B)  2 


C)  5 


D)  3 


E)  4 


19.  ABCD  es  cuadrado  de  lado  igual  a  4,  calcular  PR. 


A)  2/2 
D)  3 


E)  1 


20.  Si  en  un  triángulo  A,  se  cumple  que 

a2  =  b2  +  c2  +  /2  be.  Hallar  la  medida  de  unó  de  los 
ángulos  dél  triángulo. 

A)  45°  B)  60°  C)120° 

D) 135°  E) 105° 

21.  En^un  triángulo  ABC  se  trazan  la  biseetriz  interior 
BD  (D  en  AC)  y  la  mediana  BM,  tál  que  BD  =  DM. 
calcular  AC;  si  (AB)(BC)  =  144 

A) 12  B) 16  C) 18 

D) 20  E)  24 

22.  Las  longitudes  de  los  lados  de  un  triángulo  están 
representados  por  trés  números  enteros  consecu- 
tivos.  Si  la  medida  dél  ángulo  mayor  es  el  doble  de 
la  medida  dél  menor,  calcular  la  longitud  dél  mayor 
lado  dél  triángulo. 

A)  5  B)  6  C)  7 

D) 8  E) 10 

23.  De  la  figura,  calcular  BP,  si  (AB)(BC)  =  32  y 
BP  =  PQ 

B 


A)  1 


E)  5 


24.  Siendo  ABCD  un  romboidé,  MB  =  MD,  MN  =  1  y 
AD  =  DE  =  3,  calcular  K  =  4(AM)2  +  (BD)2 
B _ C 


A)  85 
D)  90 


0  80 
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25.  Sea  ACB  un  triángulo  rectángulo  en  C,  cuya  hi- 
potenusa  midé  d.  Se  divide  la  hipotenusa  en  trés 
segmentos  de  igual  longitud  por  medio  de  los  pun- 
tos  M  y  N.  Hallar  la  suma  de  los  cuadrados  de  las 
medidas  de  los  lados  dél  triángulo  CMN. 

A)  ^  B)^  C)  d2  D)^  E)^|I 

26.  Se  tiene  el  trapecio  ABCD,  BC  //  AD,  tál  que  AB  =  9; 
BC  =  6;  CD  =  13  y  AD  =  16.  Calcular  la  medida  dél 
segmento  que  une  los  puntos  medios  de  las  bases. 

A)  10  B) 11  C) 12 

D) 9  E)  11,5 

27.  En  un  triángulo  ABC  se  tiene  que  AB  =  10,  BC  =  4 
y  AC  =  9.  Calcular  la  medida  deja  bisectriz  exteriőr 
BQ  (Q  en  la  prolongación  de  AC). 

A)  2/5  B)  5/2  C)  5 

D) 4  E)  2/6 

28.  En  un  paralelogramo  ABCD,  AB  =  3;  BC  =  5  y 

AC  =  7.  Calcular  la  mZA. 

A)  30°  B)  53°  C)  45° 

D)  60°  E)  75° 

29.  En  la  figura,  el  rádió  R=  12,  calcular  x. 


A)  1  B)  2  C)  3  D)  4  E)  5 

30.  En  la  figura,  ^cuánto  midé  el  rádió  de  la  circunfe- 
rencia  si  el  rádió  R  =  9? 


D)  6  E)  4,5 

31 .  Del  gráfico,  calcular  el  valor  de  a,  si  mADC  =  1 30°, 
(B  y  E  són  puntos  de  tangencia) 


A)  50°  B)  32,5°  C)  80° 

D)  22,5°  E)  65° 

32.  Se  tiene  un  triángulo  ABC  inscrito  en  una  circun- 
ferencia.  En  los  arcos  AB,  BC  y  AC  se  ubican  los 
puntos  M,  N  y  Q,  respectivamente,  calcular  la  suma 
de  las  medidas  de  los  ángulos  AMB,  BNC  y  CQA. 

A)  270°  B)  360°  C) 720° 

D) 540°  E) 405° 

33.  En^  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 
BD,  luego  se  traza  una  circunferencia  que  contiene 
a  B  y  que  además  es  tangente  a  AC  en  D.  Siendo  E 
el  punto  de  intersección  de  AB  con  la  circunferen¬ 
cia  mencionada.  Calcular  mzC,  si  mZBE  =  64°. 

A)  28°  B)  32°  C)  24° 

D)  23°  E)  26° 

34.  Del  gráfico,  calcular  mZAEB,  si  mDB  =  30° 


A)  45°  B)  60°  C)  75° 

D)  30°  E)  90° 

35.  Se  tiene  un  triángulo  ABC,  equilátero  inscrito  en 
una  circunferencia;  se  ubica  el  punto  medio  M  dél 
arco  AC  y  el  punto  medio  N  de  BC,  luego  en  AB 
se  ubica  el  punto  E,  tál  que  EN  1  MN.  Calcular 
mZNME. 

A)  36°  B)  30°  C)  37° 

D)  45°  E)  40° 

36.  Se  tiene  dós  circunferencias  secantes  en  M  y  N. 
Por  M  se  trazan  tangentes  a  ambas  circunferen¬ 
cias  formando  un  ángulo  que  midé  12CT.  En  la  cir¬ 
cunferencia  mayor  se  traza  la  cuerda  ME  que  inter- 
seca  a  la  otra  en  Q.  Calcular  la  medida  dél  mayor 
ángulo  que  formán  EQ  y  PF. 

A)  105°  B)  120°  C)135° 

D) 150°  E)  90° 

37.  Se  tiene  un  triángulo  acutángulo  ABC  de  ortocentro 
H,  inscrito  en  una  circunferencia,  en  el  arco  BC  se 
ubica  el  punto  P  y  se  trazan  PM  y  PN  perpendicu- 
lares  a  AC  y  BC  respectivamente.  La  prolongación 
de  BH  interseca  a  la  circunferencia  circunscrita  en 
Q  y  la  prolongación  de  MN  interseca  a  HP  en  L,  tál 
que  PQ  =  24.  Calcular  LM. 

A)  6  B)  9  C)  12 

D)  16  E) 18 

En  un  triángulo  ABC,  E  es  excentro  relativo  a  BC, 
tál  que  P  es  el  punto  de  intersección  de  AE  con 
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la  circunferencia  circunscrita  al  triángulo  ABC.  Si 
BP  =  3  y  la  mZABC  =  60°.  Calcular  CE. 

A)  3  B)  2/3  C)  4 

D)  6  E)  3/3 

39.  Se  tiene  un  triángulo  ABC,  se  trazan  las  bisectrices 
interiores  BQ  y  CP,  tál  que  los  puntos  A,  P,  I  y  Q  són 
cíclicos.  Calcular  la  mZBAC. 

A)  50°  B)  53°  C)  60° 

D)  37°  E)  45° 

40.  En  el  gráfico,  calcular  HR,  si  BQ  =  1  y  QC  =  2 


A)  /6  B)  /6/2  C)  /6/3 

D)  /6/6  E)  /6/12 

41.  En  el  gráfico:  mAPS  =  110°;  calcular  el  valor  de  x. 


A)  70° 
D)  60° 


42.  En  la  figura,  P  es  punto  de  tangencia  y  mPFE  =  146. 
Calcular  la  mZAPB. 


A)  34° 


E)  54° 


43.  Los  diámetros  de  dós  circunferencias  coplanares  y 
la  distancia  entre  sus  centros  están  en  la  reláción 
de  13,  10  y  1.  <í,Qué  posición  relativa  ocupan  las 
dós  circunferencias? 


A)  Interiores 
C)  Exteriores 
E)  Tangentes  interiores 


B)  Concéntricas 
D)  Secantes 


44.  En  un  triángulo  ABC,  la  circunferencia  exinscrita  re¬ 
lativa  a  AC  es  tangente  a  AC  en  D.  Calcular  la  relá¬ 
ción  de  los  perímetros  de  los  triángulos  ABD  y  DBC. 

A)  1  B)  2  C)  3  D)  4  E)  5 


45. 


En  un  cuadrilátero  ABCD  tenemos  que: 
mZA  =  mZB  =  mZACD  =  90°,  las  medidas  de 
los  inradios  de  los  triángulos  ABC  y  ACD  suman 
8  más  AD,  calcular  el  perímetro  dél  cuadrilátero 
ABCD. 


A)  1 


B)  2 


0  3 


D)  4 


E)5 


46.  En  la  prolongación  de  AD  de  un_  cuadrado  ABCD 
se  ubica  el  punto  E.  Se  traza  AH  1  CE  (H  e  CE), 
calcular  mZDHE. 


A)  40° 
D)  60° 


B)  30° 
E)  50° 


C)  45° 


47.  En  una  circunferencia  de  centro  O,  se  trazan  el  diá- 
metro  AB  y  la  cuerda  CD  que  se  interseca  en  P  y, 

además,  3(mAC)  =  mBD.  Calcular  PC,  si  AP  =  2  y 
AB  =  10 

A)  5  B)  3  C)  2,5  D)  4  E)  1 

48.  Se  tiene  un  cuadrilátero  ABCD  circunscrito  a  una  cir¬ 
cunferencia,  tál  que  CD  =  5,  mZA  =  37°  y  mZB  =  90°. 
Si  AD  +  BC  =  21,  calcular  la  medida  dél  rádió  de 
la  circunferencia. 


A)  1 


B)  2 


C)3 


D)  4 


E)  5 


49.  En  un  trapecio  rectángulo  ABCD,  recto  en  A  y  B,  to- 
mando  como  diámetro  AB  se  construye  una  circun¬ 
ferencia  que  es  tangente  a  CD  en  M.  Calcular  CD, 
si  el  rádió  de  la  circunferencia  midé  6  y  el  perímetro 
dél  trapecio  es  38. 

A)  8  B)  1  C)13 

D)  15  E) 19 

50.  Dos  circunferencias  de  centros  O  y  O,  secantes  en 
P  y  Q.  OOt  interseca  a  las  circunferencias  en  B  y  A 
respectivamente.  El  rádió  de  la  circunferencia  de  cen¬ 
tro  O,  tiene  igual  longitud  con  la  cuerda  AC  de  la  otra 
circunferencia.  Si  mPC  =  mPA.  Calcular  la  mzPBQ. 

A)  120°  B)  90°  0  60° 

D)  80°  E)  106° 

51 .  Dado  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 
AD  y  la  mediana  AM  de  manera  que  AD  =  DM  y 
(AB)(AC)  =  16.  Calcular  BC. 

A)  4  B)  8  012  D)  16  E)  10 

52.  Según  el  gráfico,  M,  N,  Q,  S  y  T  són  puntos  de  tan¬ 
gencia.  AB  =  9,2(PS)  =  2(PT)_=  MN  =  NQ  =  12  y 
DC  =  5.  ^Cuánto  dista  P  de  MQ? 
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A)|7Í4  B)  2-/T4  C)^VÍ4 

d)  5/14  E)^-m 


57.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se 
traza  la  mediana  AM  y  la  altura  BQ,  en  el  triángulo 
ABM  se  traza  la  altura  BH.  Si  QH  =  HM  =  3  y 
BQ  =  4,  calcular  CH. 


53.  Según  el  gráfico,  R  =  25,  r  =  15  y  MN  =  7.  Si  T  es 
punto  de  tangencia  y  mNT  =  0,  calcular  mZOMT. 


D)  ^  E)  90°  -  29 

54.  En  la  región  exteriőr  relativa  al  lado  BC  de  un  trián¬ 
gulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  ubica  un  punto 
D,  tál  que  mzADC  =  90°.  Si  AB  =  7,  CD  =  15  y 
AC  =  25,  calcular  la  distancia  entre  los  puntos  me- 
dios  de  BC  y  AD. 

A)  773  B)  737  C)T47 

D)  774  E)  373 


55.  Según  el  gráfico,  AE  =  ET,  (BT)2  +  (GT)2  =  37  y 
(CT)2  +  (TF)2  =  10,  calcular  AT. 


D)  373  E)  5 


56.  Según  el  gráfico,  T,  P  y  Q  són  puntos  de  tangencia, 
R  =  5  y  r  =  2.  Calcular  OQ. 


0^(3 -72)  D)^p(3-72) 

E)  |73(72  -  1) 


A)  372  B)  472  C)  273 

D) 5  E) 572 

58.  Según  el  gráfico  mDC  =  mAB  =  mBC,  DH  =  a  y 
BF  =  b.  Calcular  CT  (A  es  punto  de  tangencia). 


59.  En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD  de  diagonales 
perpendiculares  mZDAC  =  m^BD  =  — 

Luego  con  centro  en  D  y  rádió  DA  se  traza  un  arco 
y  se  ubica  el  punto  P,  de  modo  que  mZPDC=  90° 
y  PD  =  6  cm,  calcular  la  longitud  dél  segmento  que 
une  los  puntos  medios  de  AC  y  BD. 

A)  2  cm  B)  2  /3  cm  C)  6  cm 

D)3cm  E)  3/3  cm 

60.  Desde  un  punto  exteriőr  a  una  circunferencia 
se  traza  las  secantes  PAB  y  PCD,  en  el  arco 
BD  se  ubica  el  punto  E  tál  que  mED  =  mAC.Si 
(BE)  (PC)=  22  y  (BE)(CD)  =  27,  calcular  (BD)(CE). 

A)  25  B) 22  C)  35 

D)  49  E)  98 

61.  En  el  gráfico,  T  es  punto  de  tangencia,  LN  //  AT, 
OH  =  4  y  (LN)2  +  (AM)2  =  164.  Calcular  HN. 


62.  En  una  circunferencia  de  centro  O,  se  trazan  las 
cuerdas  perpendiculares  AB  y  CD  (C  en  el  me- 
nor  arco  AB);  la  prolongación  de  BO  interseca  a 
la  circunferencia  en  E,  tál  que  mAE  =  mAC  luego 
55  n  A§  =  (F),  (BF)(AB)=  15  y  OF  =  2,  calcular  AB. 
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A)  3/5  b)  2/10  c)  |/iö 

D)  |  E) ^ 

63.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 
CL,  luego  se  traza  BH  1CL(Hg  CL).  Si  AB  =  15, 
BC  =  13  y  AC  =  14,  calcular  AH. 

A)  /73  B)  /59  C)  /61 

D)  /8  E) 7/2 


68.  En  la  figura,  (AQ)2  +  (PD)2  -  [(FP)2  +  (QC)2]  =  16; 
calcular  R. 


64.  Desde  un  punto  exteriőr  a  una  circunferencia  se 
trazan  las  tangentes  PA  y  PB  a  dicha  circunferencia 
(A  y  B  són  puntos  de  tangencia),  en  las  prolonga- 
ciones  de  AP  y  PB  se  ubican  los  puntos  C  y  D,  tál 
que  mZCDP  =  90°.  Si  AC  =  a,  CD  =  b  y  BD  =  c, 
calcular  el  rádió  de  la  circunferencia. 


A)  32  -  b2  -  c2 

’  2b 

C)  ZlZ Z 
4b 


E)  a2  +  b2  -  c2 
'  4a 


B) 


65. 


En  un  cuadrado  ABCD,  en  BC  y  CD  se  ubi¬ 
can  los  puntos  N  y  M  respectivamente,  tál  que 
mZNAM  =  mZMAD,  BN  =  5,  MD  =  8;  luego  se 


traza  MH  1 AN  (H  e  AN).  Calcular 

MN 


A>! 


B)l± 


OH 

'  13 


66. 


En  el  gráfico,  A,  B,  C  y  D  són  puntos  de  tangencia. 


s.  (PA)2  -  (PD)2 
(PB)2 -(PC)2 


D 

=  8,  calcular—. 

r 


A)  1  B)  2  C)  4  D)  8  E)  9 

69.  En  un  paralelogramo  ABCD,  las  bisectrices  exterio- 
res  de  los  ángulos  de  vértices  C  y  D  se  intersecan 
en  M,  tál  que  BC  =  4,  CD  =  10  y  AM  =  12.  Calcular 
BM. 

A)  /Í5  B)  /Í3  C)/Í7 

D)2/13  E)  2/17 

70.  En  un  triángulo  ABC,  AB  +  BC  =  2(AC)  y  BC  -  AB  =  8. 
Calcular  lajongitud  deja  proyección  de  la  mediana 
relativa  a  AC  sobre  AC. 

A)  2  B)  4  C)6 

D)  8  E) 16 

71.  En  la  figura,  CN=  a,  NH  =  b  y  HQ  =  c;  calcular  NQ 
(F,  N,  Q  y  P  són  puntos  de  tangencia). 


D)  c/iTb  E)  c 

V  a  +  b 

72.  En  un  rectángulo  ABCD  en  AB  y  AD  se  ubica  los 
puntos  M  y  N,  tál  que  el  triángulo  MNC  es  equiláte- 
ro,  AB  =  5  y  AD  =  6.  Calcular  MN. 


A)  2  B)  4  C)8  D)  2/2  E)  16 


67.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  traza 
la  bisectriz  interior  BD.  En  AB  y  BC  se  ubica  los  pun¬ 
tos  P  y  Q  respectivamente,  tál  que  mZPDQ=  90°. 
Luego,  en  el  triángulo  APD,  se  traza  la  altura  PH;  si 
la  distancia  de  B  a  AC  es  el  doble  de  HD,  AB  =  c  y 
BC  =  a,  calcular  PB. 


A) 


c(4a  -  c) 
2(a  +  c) 


.  a(a  +  c)  ,  c(3a  -  c) 
ti>  a  +  2c  2  (a  +  c) 


.  a  (4c  -  a)  .  a  (3c  -  a) 
2(a  +  c)  '  2 (a  +  c) 


A)  /61  +  30/3  B)  /51  +  10/3 

C)  /41  +  10/3  D)  /31  +  15/3 

E)  2/61  —  30/3 

73.  En  un  cuadrilátero  bicéntrico  ABCD,  la  circunferen- 
cia  inscrita  es  tangente  a  AB,  BC,  CD  y  AD  en  P, 
Q,  T  y  L,  respectivamente,  luego  con  centros  en  Q 
y  T,  se  traza  las  circunferencias  de  rádiós  QP  y  TL 
respectivamente,  las  cuales  se  intersecan  en  M.  Si 
la  mZBAD  =  53°  y  la  circunferencia  inscrita  en  el 
cuadrilátero  ABCD  es  dejadio  7TÖ ,  ^cuánto  dista 
M  dél  punto  medio  de  QT? 
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A)  /3  B)  3/2  C)  2/2 

D)  5/2  E)  4/2 

74.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 
BF  y  la  mediana  BM  de  tál  manera  que  MF  =  BF  y 
(AB)(BC)  =  16  cm2.  Calcular  AC. 

A)  5  cm  B)  6  cm  C)  8  cm 

D)10cm  E)12cm 

75.  Según  la  figura,  AO  =  OB.  Calcular  mEO  (E,  P  y  T 
són  puntos  de  tangencia). 


A)  75°  B)  60°  C)  53° 

D)  45°  E)  74° 

76.  Se  tiene  una  semicircunferencia  de  diámetro  AB, 
centro  O  y_radio  Rjdonde  se  ubican_M  yL(Me  AL), 
tál  que  mML  =  mLB ,  OC  =  a;  C  e  ML,  a2  +  R2  =  32. 
Calcular  AC. 

A)  2  B)  2/2  C)  4 

D)  4/2  E)  4/3 

77.  En  un  triángulo  acutángulo  ABC,  la  proyección  de 
AB  sobre  BC  midé  la  cuarta  parte  de  BC.  Calcular 
BC,  si  (AC)2  -  (AB)2  =  8. 

A)  2  B)  4  C)  8 

D)  16  E) 6 

78.  Se  tiene  dós  circunferencias  tangentes  interiores 
en  T,  tál  que  el  triángulo  ATC  está  inscrita  en  la  ma- 
yor  circunferencia  y  es  tangente  a  la  mayor  circun- 
ferencia  y  es  tangente  a  la  menor  en  Q.  Calcular 
TQ,  si  AT  =  6,  TC  =  9  y  AC  =  10. 

A)  /3Ö  B)  6  C)  5 

D)  2/3  E)  4/5 

79.  Se  tiene  un  rectángulo  ABCD  en  la  prolongación 
de  AD  y  CD  se  ubican  los  puntos  P  y  Q,  respecti- 
vamente.  Si  O  es  el  centro  dél  rectángulo  DQ  =  8, 
BC  =  10  y  OP  =  PQ  y  mZOPQ  =  90°;  calcular  la 
longitud  de  la  proyección  de  CP  sobre  OP. 

A)  13/2  B)4/13  0/73 

0)i2m  &m 

80.  Se  tiene  una  circunferencia  inscrita  en  un  cuadrado 
ABCD  de  lado  4  donde  se  traza  un  cuadrante  BAD. 
Calcular  la  distancia  de  C  a  un  punto  de  la  intersec- 
ción  de  la  circunferencia  con  el  arco  dél  cuadrante. 

A)  2/2  B)  4  C)  3  D)  3/2  E) /2 


81.  Se  tiene  un  rombo  ABCD,  M  es  punto  medio  de  AB, 
CM  n  BD  (T),  mZDAB  =  106°  y  CD  =  10.  Calcular  CT. 

A) /17  B)  2/17  C)  5 

D)  6  E)  3/2 

82.  Se  tiene  una  semicircunferencia  de  centro  O  y 
de  diámetro  AB,  donde  se  ubica  Q  en  AB  tál  que 
QDlAByDe  AB,  se  traza  el  cuadrante  DQE  tál 
que  DB  y  el  arco  DE  se  intersecan  en  C.  Calcular 
AO,  si  DC  =  CB  =  2 

A)  M  B)Z3  C)1 

D)  M  E)  2 

83.  Se  tiene  dós  semicircunferencia  de  diámetro  AC  y 
AB  cuyos  arcos  se  intersecan  en  N_y  A  (AC  =  2r  y 
AB  =  2R)  tál  que  NP  1  AC  y  NQ  1  AB.  Calcular  R/r 
si  mZNPQ  =  53° 

A)Í  B>i  c)? 

D)A  E)f 

84.  En  un  triángulo  ABC;  se  traza  la  altura  BH  y  con 
diámetro  HD  (DC  e_HC)  se  traza  una  semicircunfe¬ 
rencia  tangente  a  BC  en  T.  Si  AB  =  13,  BC  =  20  y 
AC  =  21,  calcular  el  rádió  de  la  semicircunferencia. 

A)  4  B)  4,5  C)5  D)  5,5  E)  6 

85.  Se  tiene  una  semicircunferencia  de  centro  O  y  diá- 
metroAC,  siendo  L  un  punto  exteriőr  al  arco  AC,  tál 
que  LT  es  tangente  en  T.  Calcular  OM,  si  M  punto 
medio  de  LT.  LM  =  MT  =  1  y  LC  =  275 . 

A)  72  B)  3  C)  73 

D) 373  E)  272 

86.  Se  tiene  un  cuadrado  ABCD  inscrito  en  una  circun¬ 
ferencia  de  centro  O  y  de  lado  2/2 .  Calcular  CN, 
siendo  N  punto  medio  de  arco  CD. 

A)  272 -72  B)  72  +  72  C)  72  -  72 

D)  272 +  72  E)  372 -73 

87.  Se  tiene  un  trapecio  ABCD  de  bases  BC  y  AD.  Si 
AB  =  1 3,  BC  =  1 0,  CD  =  1 5  y  AD  =  24;  calcular  BD. 

A)  7505  B)  7503  C)  7511 

D)  7507  E)  7504 

88.  En  un  piano  se  traza  la  circunferencia  O  y  C2  de 
modo  que  C1  n  C2  =  (P).  En  C1  se  ubica  el  punto 
A  dél  cual  se  traza  la  tangente  AC  (C  e  C2),  luego 
CP  n  O  =  {B},  BP  =_5,  PC  =  4  y  AC  =  3.  Calcular 
la  distancia  de  B  a  AC. 

A)  Z7Í4  B)  |7Ti  c)  Zi 

D)  714  E)  |7Í4 

o 
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89.  En  un  rectángulo  cuya  longitud  de  lados  es  36  y  48, 
se  traza  la  diagonal.  Si  en  cada  unó  de  los  triángu- 
los  determinados  esté  inscrito  una  circunferencia, 
calcular  la  distancia  entre  los  centros. 

A)  10/2  B)  10/3  C)10/5 

D)  5/5  E)  12/5 

90.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  5,  BC  =  7  y  AC  =  6,  se 
traza  la  altura  BH  y  la  bisectriz  interior  BD.  Calcular 
HD. 

A)  3/2  B)  6/7  C)  5/6 

D)  4/5  E)  7/2 

91.  En  el  gráfico,  O  y  T  són  puntos  de  tangencia  de  la 
circunferencia  TH  =  HN  =  2,  calcular  TM. 


A)  2  B)  3  C)  4  D)  5  E)  6 

92.  Se  tiene  _un  triángulo  ABC,  donde  se  traza 
la  altura  BE  y  la  ceviana  interior  BD  tál  que 
2(m  ZABÉ)  =  mZDBC  y  4(AE)  =  4(ED)  =  DC  =  12. 
Calcular  BD. 

A)  2/6  B)  6/2  C)  4/6 

D)^  E)3V6 

93.  Se  tiene  un  cuadrilátero  ABCD  recto  en  D,  donde 
se  ubica  M  y  N  en  BC  (N  e  BD)  tál  que 

2(MN)  =  2(NC)  =  BM  =  2,  AB  =  AD,  CD  =  5. 
Calcular  (AN)2-  (AM)2. 

A)  25  B)  ^  C)  35 

4 

D)  9  E)  ^ 

94.  Se  tiene  un  triángulo  ABC  en  el  cual  se  traza  la  al¬ 
tura  BH  (H  <e  AC)  y  HM  (M  e  BC)  tál  que  BM  =  MC. 
Si  AB  =  5,  BC  =  7  y  AC  =  6.  Calcular  la  distancia 
de  M  a  AC. 

A)  7  B)  3,5  C)/3 

D)  ^  E)  | 

95.  Se  tiene  trés  circunferencias  tangentes  exteriores 
dós  a  dós  de  rádiós  5,  6  y  7;  calcular  la  mayor  al¬ 
tura  dél  triángulo  cuyo  vértice  són  los  centros  de 
dichas  circunferencias. 

A)  Zviös  B)  Z/Í1S  O  ^/ÍÖS 

D)  i^/TÖS  E) 


96.  Según  el  gráfico,  H  es  ortocentro  dél  triángulo 
ABC.  Si  2R2  -  (CP)2  =  18  ymPC  =  mCS,  calcular 
AH. 


97.  Según  el  gráfico,  B,  P  y  T  són  puntos  de  tangencia; 
si  BD  =  2,  BT  =  4  y  PT  =  6,  calcular  AB. 


98.  En  un  cuadrilátero  inscrito  ABCD  de  diagonales 
perpendiculares  y  secantes  en  P,  se  traza  las  per- 
pendiculares  PE,  PF,  PG  y  PH;  a  los  lados  AB,  BC, 
CD  y  DA,  respectivamente.  Si  EG  =  GH  =  2(FG)  =  2a 
y  FH  =  b,  calcular  EH. 

A)  |(a  +  b)  B)  |(a  +  b)  C) 

n\  2ab  F\  5a  +  b 

'  a  +  b  '  3 

99.  Se  tiene  dós  circunferencias  concéntricas,  siendo 
T  un  punto  de  tangencia,  CT  =  3  cm  y  AT  =  5  cm, 
calcular  (AB)2  +  (BC)2  +  (CD)2  +  (AD)2. 


A)  120  cm2  B)  128  cm2  C)  130  cm2 

D)  142  cm2  E)  144  cm2 

100-En  un  paralelogramo  ABCD,  BD  1  CD  y  en  la  región 
interior  se  ubica  el  punto  P.  Si  (AP)2  +  (PC)2  =  55 
y  (PB)2  +  2(CD)2  =  30,  calcular  PD. 

A)  7  B) 5 

D)  8  E) 4 


C)  6 
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lOI.En  el  gráfico,  H  y  O  són,  respectivamente,  el  orto- 
centro  y  el  circuncentro  dél  triángulo  ABC. 

Si  mMB  =  mMHQ  =  120°,  MN  =  m  y  OQ  =  n,  cal- 
cular  BM. 


D)  E)  ^2(3m22-n2) 


102.Hallar  AT,  si  mZABH  =  mZACB  y  AB  =  8  (T  es 
punto  de  tangencia) 


A)  4  B)  6  C)  8 

D) 12  E) 16 

103.En  el  gráfico,  P  y  Q  són  puntos  de  tangencia.  Si 
AB  =  6,  BQ  =  2,  BC  =  3,  calcular  EB. 


104. Del  gráfico,  calcular  LE  (D,  I,  L,  O,  són  puntos  de 
tangencia). 


a)io7Tí  b)  10VT3  c)  10VT7 

D)  10VÍ9  E)  10/21 

105. Del  gráfico,  calcular  x,  en  función  de  a. 
Donde  =  a 


A)  aV7 
D)al3 


E)  a  72 


106.En  el  gráfico,  A  y  P  són  puntos  de  tangencia. 
Si  AB  =  a  y  DP  =  b,  calcular  BD. 


A)  V a2  +  b2 

B)  ia2  +  b2  -  ab 

C)  Va2  +  b2-  3ab 

D)  Va2-  b2-i-  ab 

E)  \a2  +  b2  +  ab 


107. De  la  figura,  calcular  x  (E,  F,  G,  H,  I,  J  són  puntos 
de  tangencia). 


A)  30°  B)  '45°  0  53° 

D)  60°  E)  64° 

108.Según  el  gráfico,  mDC  =  mAB  =  mBC,  DH  =  a 
y  BF  =  b.  Calcular  CT  (A  es  punto  de  tangencia). 
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A)  30°  B)  45°  C)15° 

D)  60°  E)  22°30’ 


113.En  el  gráfico,  AFBL  es  un  rectángulo:  (2EF  =  FG), 
FG  =  48,  NF  =  4,  LM  =  2.  Calcular  R. 


A)  B)  |  C)  (5 

D)|  E)  2 

111.  En  la  figura,  A  y  B  són  puntos  de  tangencia,  si 
DA  =  a  y  EB  =  b. 

A)  Va2  +  ab  +  b2 

B)  /a2  -  ab  +  b2 

C)  Va2  +  2ab  +  2b2 

D)  Va2  +  ab  -  b2 

E)  /a2  +  a  -  b2 

112.  Se  tiene  un  triángulo  ABC,  donde  AB  =_8  m, 
BC  =  5  m,  AC  =  6  nri^se  traza  el  diámetro  EN  per- 
pgndicular  al  lado  BC  y  en  su  punto  medio  (N  en 
BC),  las  prolongaciones  de  EA  y  BC  se  cortan  en 
F.  Calcular  AF. 

A)  8  m  B)  10  m  C)4/7m 

D)5/7m  E)  6/7  m 


114.  En  la  figura  mostrada,  calcular  QN  (T  es  punto  de 
tangencia).  PT  =  9,  EN  =  3. 


A)  3  B)  3,5  C)  4 

D)  4,5  E)  5 

llö.Graficar  a  una  semicircunferencia  de  diámetro  AB. 
Trazar  las  cuerdas  AF  y_BE  que  se  intersecan  en 
Q.  Calcular  el  valor  de  FB,  sabiendo  que  AQ  =  8 
dm,  QF  =  4  dm,  QE  =  6  dm. 

A)  |V6dm  B)  |7Tldm  C)  |V7dm 

D)  |/ÍÖdm  E)  ^dm 
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Relaciones 
métricas  en  la 
circunferencia 
Potencia 


Claudio  Ptolomeo  (Ptolemaida, 
Tebaida,  100  d.  C.-Cánope,  170  d. 
C)  fue  un  astrónomo,  astrólogo, 
químico,  geógrafo  y  matemático 
grecoegipcio.  Llamado  común- 
mente  en  espanol  Ptolomeo  o  To- 
Iomeo,  vivió  y  trabajó  en  Egipto 
(se  cree  que  en  la  famosa  Bibliote- 
ca  de  Alejandría),  donde  destacó 
entre  los  anos  127  d.  C.  y  145  d.  C. 
Divulgador  de  la  ciencia  astronó- 
mica  de  la  antigüedad,  se  dedicó 
a  la  observación  astronómica  en 
Alejandría  en  época  de  los  empe- 
radores  Adriano  y  Antonino  Pío. 


El  teorema  de  Ptolomeo  es  una 
reláción  en  geometria  euclidiana 
entre  los  cuatro  lados  y  las  dós 
diagonales  de  un  cuadrilátero 
cíclico.  Esta  reláción  puede  ser 
expresada  de  manera  verbal  de  la 
siguiente  forma:  «En  todo  cuadri¬ 
látero  inscribible  en  una  circunferencia,  la  suma  de  los  productos  de  los  pares  de  lados  opuestos 
es  igual  al  producto  de  sus  diagonales».  Existe  una  generalización  de  este  teorema  llamado  el 
teorema  de  Casey,  que  involucra  a  cuatro  circunferencias  no  secantes  y  tangentes  interiores  a 
una  quinta. 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  TEOREMA  DE  CUERDAS 

En  toda  circunferencia,  el  producto  de  las  longitudes  de 
los  segmentos  sobre  cuerdas  secantes  es  constante. 


Demostración: 

Se  trazan  AC  y  BD;  por  semejanza  de  triángulos: 
mZC  =  m Ap  =  mzB  a  mzA  =  =  mZD 

AACP  ~  ADBP: 


PA  _  PC 
PD  PB 


<4  TEOREMA  DE  LA  TANGENTE 

El  cuadrado  de  la  longitud  de  una  tangente  es  igual 
al  producto  de  longitudes  de  una  secante  entera  y  su 
parte  externa,  trazadas  desde  el  mismo  punto  a  la  cir¬ 
cunferencia. 


(PT)2  =  (PA)(PB) 

Demostración: 

P 

Se  trazan  TB  y  AT,  entonces: 

mzA  =  =  mZBTP.  Luego:  AATP  ~  ATBP 

=>  mZATP  =  mZTBP.  Así  ££  = 

PA  PT 

De  donde:  (PT)2  =  (PA)(PB) 


<4  TEOREMA  DE  IA  SECANTE 

El  producto  de  las  longitudes  de  una  secante  y  su  parte 
externa  es  constante. 


P 


(PA)(PB)  =  (PC)(PD) 


Demostración: 


Se  trazan  AC  y  BD. 

Luego,  en  el  cuadrilátero  ABCD: 
mzA  =  mZBDP  y  mZC  =  mZDBP 


(Propiedad  dél  cuadrilátero  inscrito). 
APAC  ~  APDB:  ^  =  £§ 

(PA)(PB)  =  (PC)(PD) 


<4  RECTAS  ISOGONALES 


Són  aquellas  que,  partiendo  dél  vértice,  formán  ángulos 
congruentes  con  los  lados  de  un  ángulo.  Se  dice  que 
són  simétricas  respecto  a  la  bisectriz  dél  ángulo,  por- 
que  formán  ángulos  congruentes  con  dicha  bisectriz. 
Por  ejemplo,  ÖP  y  ÖQ,  se  llaman  isogonales  respecto 
aÖAy  ÖB. 

Los  segmentos  que  tienen  un  extremo  O  y  los  otros  so¬ 
bre  las  rectas  isogonales,  se  llaman  isogonales. 


Teoremas 

1.  En  todo  triángulo,  el  producto  de  las  longitudes  de 
segmentos  isogonales  que  partén  de  un  vértice, 
medidos  unó  hasta  el  lado  opuesto  y  otro  hasta  la 
circunferencia  circunscrita,  es  igual  al  producto  de 
longitudes  de  los  lados  que  concurren  con  ellos  en 
el  vértice  mencionado. 


Bisectriz  interior 
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Así,  para  el  AABC  de  la  figura: 


B 


Demostración: 


B 


Se  traza  CF,  entonces:  mZA  =  mZF  =  m^- 
=>  AABD  ~  AFBC 
Luego:  mZADB  =  mZFCB 

De  la  semejanza:  ^ 

DL/  Dr 

(BD)(BF)  =  (AB)(BC) 

2.  En  todo  triángulo,  el  producto  de  las  longitudes  de 
dós  lados,  es  igual  al  producto  de  las  longitudes 
de  la  altura  relativa  al  tercer  lado  y  al  diámetro  de 
circunferencia  circunscrita. 


En  efecto;  sea  el  AABC,  de  circuncentro  O  y  cir- 
cunradio  R.  En  el  capítulo  de  circunferencias  (capí- 
tulo  7),  se  ha  demostrado  en  un  probléma  que: 
mZFBC  =  mZABH 

Es  decir,  BH  y  BF  són  segmentos  isogonales  res- 
pecto  al  ángulo  ABC.  Luego,  por  el  teorema  ante- 
rior,  (AB)(BC)  =  (BH)(BF) 

(AB)(BC)  =  (BH)(2R) 


<♦  SEGLINDO  TEOREMA  DE  IA  BISECTRIZ 

En  todo  triángulo,  el  cuadrado  de  la  longitud  de  una  bi¬ 
sectriz  es  igual  a  la  diferencia  dél  producto  de  longitu¬ 
des  de  los  lados  que  concurren  con  dicha  bisectriz  y  los 
segmentos  medidos  dél  pie  de  la  bisectriz  a  los  vértices 
dél  lado  opuesto.  Así,  para  el  AABC,  tenemos: 


Bisectriz  exteriőr 


(BE)2  =  (EA)(EC)  -  (AB)(BC) 


Demostración: 

Se  puede  demostrar,  usando  el  teorema  de  Stewart, 
pero  lo  haremos  con  el  teorema  de  isogonales. 
a.  BD  y  BF  són  isogonales  respecto  al  ángulo  ABC. 
Entonces,  según  el  teorema  para  estas  líneas: 


(BD)(BF)  =  (AB)(BC) 

Es  decir:  BD(BD  +  DF)  =  (AB)(BC) 

(BD)2  +  (BD)(DF)  =  (AB)(BC) 

Pero,  por  el  teorema  de  cuerdas: 

(BD)(DF)  =  (AD)(DC) 

En  lo  anterior:  (BD)2  +  (AD)(DC)  =  (AB)(BC) 

(BD)2  =  (AB)(BC)  -  (AD)(DC) 

b.  En  este  caso,  los  segmentos  isogonales  són  BE  y 
BF,  entonces:  (BE)(BF)  =  (AB)(BC) 


F 


Es  decir:  (BE)(EF  -  BE)  =  (AB)(BC) 

=*  (BE)2  =  (BE)(EF)  -  (AB)(BC)  ...(1) 

Ahora,  por  el  teorema  de  la  secante: 
(EF)(EB)  =  (EA)(EC) 

(BE)(EF)  =  (EA)(EC)  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

(BE)2  =  (EA)(EC)  -  (AB)(BC) 
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<4  TEOREMAS  DE  PTOLOMEO 


En  todo  cuadrilátero  inscrito  (o  inscriptible)  en  una  cir- 
cunferencia,  se  cumplen: 


El  producto  de  las  diagonales  es  igual  a  la  suma  de 
productos  de  longitudes  de  lados  opuestos. 

(AC)(BD)  =  (AB)(CD)  +  (BC)(AD) 


II.  La  razón  de  diagonales  es  igual  a  la  razón  de  la 
suma  de  productos  de  longitudes  de  los  lados  que 
concurren  a  los  extremos  de  cada  diagonal  (teore- 
ma  de  Viette). 


AC  (AB)  (AD)  4- (BC)  (CD) 
BD  (AB)(BC)  +  (AD)  (CD) 

Demostración: 


Se  torna  un  punto  P  de  AC,  tál  que: 
mZABP  =  a  =  mZDBC 


Entonces:  AABP  ~  ADBC. 


AB  _  AP 
BD  CD 


(AB)(CD)  =  (AP)(BD)  ...(1) 


AABD  ~  APBC:  =  |§ 


=>  (AD)(BC)  =  (PC)(BD)  ...(2) 

Sumando  miembro  a  miembro  (1)  y  (2): 
(AB)(CD)  +  (AD)(BC)  =  (AP  +  PC)(BD) 
(AB)(CD)  +  (AD)(BC)  =  (AC)(BD) 


II.  Para  demostrar  este  teorema,  usaremos  la  formula 
dél  área  de  un  triángulo: 


O  _  (AB)(BD)(AD) 

°AABD - 

(Esto  se  demuestra  en  el  capítulo  de  áreas) 
Entonces,  para  el  cuadrilátero  ABCD 

Sabcd  =  SABC  +  SADC  y  SABCD  =  SABD  +  SBCD 
Es  decir,  SABC  +  SADC  =  SABD  +  SBCD 


Usando  la  formula  en  mención: 


(AB)  (BC)  (AC)  (AD)  (CD)  (AC)  (AB)  (BD)  (AD) 
4R  +  4R  4R 

,  (BC)(CD)(BD) 
4R 

Cancelando  4R  y  factorizando  términos  comunes: 


[(AB)(BC)  +  (AD)(CD)]AC  =  [(AB)(AD)  +  (BC)(CD)]BD 
(AB)  (AD)  +  (BC)(CD) 

(AB)(BC)  +  (AD)  (CD) 


De  donde:  ^  = 
dU 


<4  POTENCIA 

La  potencia  de  un  punto  respecto  al  centro  de  una  cir- 
cunferencia  es  el  producto  de  las  distancias  dirigidas  de 
dicho  punto  a  dós  puntos  cualesquiera  de  la  circunfe- 
rencia;  siempre  y  cuando  sus  trés  puntos  se  encuentren 
en  línea  recta. 

Por  convención.  Se  considera  la  potencia  (+)  cuando 
el  punto  es  exteriőr  a  la  circunferencia  y  a  la  potencia 
se  le  antepone  el  signo  (-)  cuando  el  punto  es  interior 
a  la  circunferencia. 


Potencia  de  un  punto  exteriőr 

Se  puede  obtener  de  las  siguientes  formás: 
a.  El  cuadrado  de  la  tangente  trazada  por  dicho  punto 
a  la  circunferencia. 


b.  El  producto  de  una  secante  por  su  parte  externa. 


c.  Formula  generál:  kODA:  (AD)2  =  d2  -  R2 


P°U(0)  -  d  R 


Luego: 

d:  es  la  distancia  dél  punto  al  centro  O. 


Potencia  de  un  punto  de  la  circunferencia 


De  la  formula  obtenida: 
PotA(0)  =  d2  -  R2,  pero  d  =  R 
P°tA(0)  =  R2  -  R2 
PoÍa(O)  —  0 
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Potencia  de  un  punto  interior 

Se  puede  obtener  de  las  siguientes  formás: 

a.  El  producto  de  segmentos  de  cuerda  trazados  por 
el  punto,  anteponiéndole  el  signo  menos. 

PotA(0)  =  -  (BA)(AC)  =  -  (DA)(AE) 

b.  Formula  generál:  usando  la  distancia  dél  punto  al 
centro  O. 

PotA(0)  =  -(MA)(AN)  =  -(R  -  d)(R  +  d)  =  (d  -  R)(d  +  R) 


PotA(0)  =  d2  -  R2 


Potencia  dél  centro: 


Es  el  mínimo  valor  de  la  potencia. 

De  la  formula,  se  tiene:  PotA(Q)  =  d2  -  R2;  pero  d  =  0 


<4  EJE  RADICAL 

Es  el  lugar  geométrico  de  todos  los  puntos  que  tienen 
igual  potencia  con  reláción  a  los  centros  de  dós  circun- 
ferencias. 


Propiedades 

1 .  El  eje  radical  es  una  recta  perpendicular  al  segmen- 
to  que  une  los  centros  de  las  dós  circunferencias. 


Se  afirmará  que  L  es  el  eje  radical 
Por  definíción: 

PotA(E)  =  PotA(F)  =*  d1  —  R  =  d2  -  r 
=>  d2  -  d2  =  R2  -  r2 

Como  los  rádiós  són  valores  constantes,  entonces: 
d?  -  d2  =  cte. 

En  el  triángulo  EAF  usamos  el  teorema  de  la  pro- 
yección  de  la  mediana: 


d?  -  d2  =  2(EF)(MH)  =  cte. 

Donde  observamos  que  para  cualquier  punto  A  de 
L  se  forma  un  triángulo  EAF,  donde  EF  y  MH  no 
varian,  por  lo  tanto  L  es  el  eje  radical. 

2.  El  eje  radical  de  dós  circunferencias  secantes  pasa 
por  la  cuerda  común. 


PotA(F)  =  PotA(E)  =  0  I  Luego,  por  Ay  B 
PotB(F)  =  PotB(E)  =  0  I  pasa  el  eje  radical. 


3.  El  eje  radical  se  puede  construir  empleando  una 
circunferencia  auxiliar. 

Se  traza  la  circunferencia  auxiliar  de  centro  G. 


Ej62 


El  eje  radical  de  E  y  G  es  eje^  PotA(E)  =  PotA(G) 

El  eje  radical  de  F  y  G  es  eje2:  PotA(F)  =  PotA(0) 
Igualando:  PotA(E)  =  PotA(F) 

Por  lo  tanto,  A  pertenece  al  eje  radical  de  las  cir¬ 
cunferencias  de  centros  E  y  F;  luego,  se  traza  una 
perpendicular  al  segmento  que  une  los  centros,  o 
de  lo  contrario,  se  traza  otra  circunferencia  y  se 
ubica  otro  punto,  uniéndose  estos  2  puntos  se  de- 
termina  el  eje  radical. 


4.  Como  casos  particulares  tenemos: 
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<4  CENTRO  RADICAL 

Es  el  punto  de  intersección  de  los  ejes  radicales  de  trés 
circunferencias  tomadas  de  dós  en  dós.  Los  ejes  són: 


Éje,  de  E  y  F;  Eje2  de  F  y  G;  Eje3  de  E  y  G. 

PotA(E)  =  PoV) =  PotA(G)  A  es  el  centro  radical. 

Ejemplos: 

1 .  Las  diagonales  de  un  paralelogramo  ABCD,  miden 
AC  =  12  y  BD  =  8.  La  prolongación  de  DB,  corta  en 
E  a  la  circunferencia  circunscrita  al  triángulo  ACD. 
Hallar  DE. 


Pero,  en  el  AABM,  por  el  teorema  de  Pitágoras: 
(MA)2  =  752  +  (2V5  )2  =>  MA  =  5 
Reemplazando  en  (1):  5(ME)  =  5  =>  ME  =  1 

3.  En  la  figura,  AC  y  BD  són  diámetros  de  la  circunfe¬ 
rencia  mayor;  C  es  punto  dejangencia.  Si  BE  =  1; 
AN  =  2,5  y  TD  =  2;  hallar  NC. 


Sea  R  el  rádió  dél  círculo  mayor. 

Por  el  teorema  de  cuerdas  en  la  menor  circunfe¬ 
rencia:  (OE)(OT)  =  (OCXON) 

=>  (R  -  1)(R  -  2)  =  R(R  -  2,5)  =>  R  =  4 
Luego,  NC  =  2R  -  AN  =  8  -  2,5 
.-.  NC  =  5,5 


Resolución: 


EB  =  x 

Como  ABCD,  es  paralelogramo: 

BM  =  MD=4p  =  |=  4 

AM  =  MC=^p  =  ^=  6 

Por  el  teorema  de  cuerdas: 

(DM)(ME)  =  (AM)(MC)  =>  4(4  +  x)  =  6(6) 
Efectuando:  x  =  5 

2.  En  un  cuadrado  ABCD,  AB  =  2  /5  ;  M  biseca  a  BC; 
con  centro  en  D,  se  traza  el  arco  AC,  contenido  a 
AM  en  el  punto  E.  Hallar  ME. 

Resolución: 


M  es  punto  medio  de  BC. 

Por  el  teorema  de  la  tangente: 

(MC)2  =  (MA)(ME)  =>  752  =  (MA)(ME) 
Dedonde:  (MA)(ME)  =  5  ...(1) 


4.  En  un  paralelogramo  ABCD,  de  diagonales 
AC  =  10  y  BD  =  8,  la  circunferencia  circunscrita  al 
triángulo  ABC  es  secante  a  BC  y  tangente  a  CD  en 
D.  Hallar  CD. 

Resolución: 


Se  traza  la  figura  de  acuerdo  al  enunciado. 
Incógnita:  CD. 

Por  ser  paralelogramo: 

BM  =  MD  =  4  A  CM  =  AM  =  5 
Teorema  de  las  tangentes,  desde  C. 

(CD)2  -  (CA)(CE)  =*  x2  =  10  m  ...(1) 

Teorema  de  cuerdas:  (AM)(EM)  =  (MB)(MD) 

5(5  -  m)  =  16  =>  m  =  -f- 

Sustituyendo  en  (1):  x  =  3/2 

5.  En  la  figura,  O  es  centro  de  la  mayor  circunferen¬ 
cia.  T  y_B  puntos  de  tangencia,  AB  =  9,  BC  =  4. 
Hallar  TB. 
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Resolución: 


Con  los  trazos  indicados: 

OT  contiene  el  centro  O’  de  la  menor  circunferencia. 
Luego,  OT  es  diámetro  y  mZOBT  =  90° 

Para  la  circunferencia  mayor,  como  OB  1  ET,  en- 
tonces:  EB  =  TB. 

Teorema  de  cuerdas:  (EB)(BT)  =  (AB)(BC) 

=>  (TB)2  =  9X4  TB  =  6 

6.  En  una  circunferencia  de  centro  O  y  diámetro 
AC  =  12,  la  cueráa  MF  corta  a  AO  en  E.  Hallar  EM, 
siAE  =  1  y  mMC  =  m3AF. 

Resolución: 


Ángulo  interior: 

mZE  =  mAF  +  mMC  =  a  +  3a  ^  mZE  =  2a 

Ángulo  Central:  mZAOF  =  mAF 
mZAOF  =  a 

AOEF  es  isósceles:  EF  =  EO  =  5 
Teorema  de  cuerdas:  (EM)(EF)  =  (AE)(EC) 

(EM)(5)  =  11x1  EM  =  2,2 

7.  Hallar  FM,  si  L  es  la  longitud  dél  lado  dél  cuadrado 
ABCD,  M  es  punto  de  tangencia. 


Setiene:  FM  =  BM  -  BF  ...(1) 


En  el  ABAM:  (BM)2  =  L2  +  í^\2  «  BM  =  |V5 
Por  otro  lado,  por  el  teorema  de  la  tangente: 

(BT)2  =  (BM)(BF) 

Reemplazando  lo  obtenido  en  (1): 

FM  =  tys-^kVs^FM  =|LV5 
z  1U  o 

8.  En  el  gráfico,  B  y  E  són  puntos  de  tangencia: 
AB  =  15  y  ED  =  8.  Hallar  AD. 


Resolución: 

Datos:  AB  =  15;  ED  =  8 
Por  el  teorema  de  la  tangente: 

Circunferencia  menor:  (AB)2  =  (AD)(AC) 
Circunferencia  mayor:  (DE)2  =  (DA)(DC) 

Sumando  miembro  a  miembro: 

(AB)2  +  (DE)2  =  (AD)(AC)  4-  (DA)(DC) 
o  mejor:  (AB)2  +  (DE)2  =  (AD)(AC)  +  (AD)(CD) 
(AB)2  +  (DE)2  =  AD(AC  +  CD) 

Es  decir:  (AB)2  +  (DE)2  =  (AD)2  (propiedad) 
Reemplazando  datos: 

152  +  82  =  (AD)2  =*  AD  =  17 

9.  En  la  figura,  O  y  B  són  centros;  BC  =  5,  hallar  EF. 


Como  AB  es  diámetro:  mZAFB  =  90° 

En  el  arco  OEC:  EF  =  FC 

-EF=^  ...(1) 

AABC:  (AC)2  =  (AB)2  +  (BC)2 

=»  (AC)2  =  102  +  52  =>  AC  =  5V5 

Se  completa  la  semicircunferencia  de  centro  B. 

Por  el  teorema  de  la  secante:  (AC)(AE)  =  (AD)(AD) 
=*  5/5  (AE)  =  15x5  =>  AE  =  3 

=>  EC  =  AC  -  AE  =>  EF  =  5  /5  -  3/5  =>  EC  =  2  /5 
Finalmente,  con  EC  en  (1):  EF  =  /5 


10.  En  la  figura,  A,  B  y  C,  són  puntos  de  tangencia.  Los 
rádiós  miden  12  y  24,  O  es  centro.  Hallar  EF. 
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Resolución: 


Por  propiedad:  AC  =  2/Rr 
=>  AC  =  2 VI 2 (24)  =  24/2 
Se  prolonga  AO  hasta  H. 

En  la  menor  circunferencia,  por  el  teorema  de  la 
tangente: 

(AC)2  =  (AF )(AH)=> (24 /2  f = AF(AF  +  24)=>AF  =  24 
Si  Q  es  centro  de  la  mayor  circunferencia;  al  trazar 
OQM,  aplicamos  el  teorema  de  la  secante: 
(OA)(OE)= (OM)(OB)  =*  (OF  +  FA)(OF  +  FE)  =  60(1 2) 
=>  (12  +  24)(12  +  FE)  =  720 
De  donde:  EF  =  8 


11.  En  la  figura,  AC  es  diámetro;  E  es  punto  de  tangen- 
cia  y  B  es  centro.  Demostrar  que:  BH  =  HE 


Resolución: 


Se  completa  la  circunferencia: 
Llamando:  BF  =  BE  =  x  +  y, 
se  tiene:  BF  =  BE  =  x  +  y  A  EN  =  BE 
Por  el  teorema  de  cuerdas: 

En  C,:  (DH)(HQ)  =  (FH)(HE) 

En  C2:  (DH)(HQ)  =  (BH)(HN) 

De  donde:  (FH)(HE)  =  (BH)(HN) 

=>  (2x  +  y)y  =  x(x  +  2y) 

=>  x  =  y  BH  =  HE 


1 2.  En  la  figura,  ABCD  es  un  cuadrado,  cuyo  lado  tiene 
longitud  L.  D  es  centro  dél  arco  AC;  CM  =  MD.  Ha- 
llarBE. 


Resolución: 


Se  prolongan  BM  y  AD,  hasta  su  corte  en  P. 

En  el  ABAP:  MD  //AB  y  MD  = 

=>  MD  es  base  média  relativa  a  AB. 

Por  eső,  DP  =  AD  =>  DP  es  rádió. 

En  el  ABAP:  (BP)2  =  L2  +  (2L)2  =>  BP  =  L/5 

Por  el  teorema  de  la  tangente: 

(BC)2  =  (BP)(BE)  =>  L2  =  L/5  (BE) 

De  donde:  BE  =  ^/5 
o 

13.  En  la  figura,  O  es  centro  dél  semicírculo,  OECF  es 
un  cuadrado,  hallar  el  lado  dél  cuadrado,  si  FM  =  a. 


Resolución: 


x:  longitud  deljado  dél  cuadrado 
Prolongamos  CF  hasta  D.  Luego,  como  O  es  cen¬ 
tro  y  OF  1_CD,  entonces:  FD  =  CF  =  x 
Al  trazar  OC,  en  el  AOFC:  OC  =  x/2 
=>  OA  =  rádió  =  OC  =  x/2 
En  el  AAOF,  por  el  teorema  de  Pitágoras: 

AF  =  x/3 

Finalmente,  teorema  de  cuerdas: 

(CF)(FD)  =  (FM)(FA) 

=*  x2  =  ax/3  x  =  a/3 
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14.  El  trapecio  ABCD  está  inscrito  en  una  circunferen- 
cia  (el  centro  es  inferior  al  cuadrilátero).  Hallar  la 
longitud  dél  rádió,  si  BC//  AD;  BC  =  40,  AD  =  48  y 
la  altura  dél  trapecio  midé  22. 


Resolución: 


Se  trata  de  un  trapecio  isósceles,  ya  que  si: 

BC//ÁD  =*  mAÍ3  =  mCD  y  ÁB  =  CD 
Con  los  trazos  adicionales: 

AOMC:  (OC)2  =  (OM)2  +  (MC)2 

=>  R2  =  (OM)2  +  202  ...(1) 


Cálculo  de  OM: 
OM  =  FC  =  ^  = 

=»  OM  =  11  +  ^ 


CH  +  HP 

2 


22  + HP 

2 

...(2) 


Se  observa: 

TH  =  BC  =  40  =>  AT  =  HD  =  48  =  4 

Por  teorema  de  cuerdas: 

(AH)(HD)  =  (CH)(HP)  =>  44(4)  =  22(HP)  =>  HP  =  8 
Reemplazando  esto  último,  en  (2):  OM  =  15 
En  (1):  R2  =  152  +  202  =>  R  =  25 


1 5.  En  la  figura,  A  y  B  són  puntos  de  tangencia.  HF  =  6 
y  FP  =  8.  Hallar  EF. 


Datos:  HF  =  6;  FP  =  8  y  EF  =  x 
Teorema  de  la  tangente: 

(PA)2  =  (PH)(PE)  =>  a2  =  14(8  -  x)  ...(1) 
Teorema  de  cuerdas: 

mn  =  6x  ...(2) 

En  el  AAPB,  teorema  de  Stewart: 

(PA)2(FB)  +  (PB)2(AF)  =  (AF)(FB)(AB)  +  (PF)2(AB) 
=>  a2n  +  a2m  =  mn(m  +  n)  +  82(m  +  n) 

De  donde:  a2  =  mn  +  82  ...(3) 

Reemplazando  (1)  y  (2)  en  (3):  14(8  -  x)  =  6x  +  64 
Resolviendo  esto  último:  x  =  2,4  =>  EF  =  2,4 


PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


1 .  En  un  triángulo  ABC,  se  trazan:  BD,  bisectriz  interior  y 
BM,  mediana.  Si  BD  =  DM  y  (AB)(BC)  =  9,  hallar  AC. 

Resolución: 


Se  traza  el  gráfico  con  el  enunciado:  AC  =  x 
Por  el  2.°  teorema  de  la  bisectriz: 

(BD)2  =  (AB)(BC)  -  (AD)(DC). 

-d2  =  9-(|-d)(f+d) 

d2  =  9-(T_d2)  •'•x  =  6 

2.  En  un  triángulo  ABC,  la  longitud  de  la  bisectriz 
interna  dél  ZA,  es  média  proporcional  entre  los 


segmentos  que  ella  determina  en  el  lado  BC.  De- 
mostrar  que  entre  las  longitudes  de  los  lados  dél 
triángulo  se  cumple  que:  b  +  c  =  a/2 


Demostración: 


Dato:  (AD)2  =  (BD)(DC) 

Pero,  según  el  segundo  teorema  de  la  bisectriz: 
(AD)2  =  be  -  (BD)(DC) 


Entonces:  (BD)(DC)  =  be  -  (BD)(DC) 

=>  2(BD)(DC)  =  be  ...(1) 

BD  BD 

Por  el  primer  teorema  de  la  bisectriz:  ^  ^ 

Usando  propiedad  de  proporciones: 

BD  _  c  _  BD  _  c 
a 


BD  +  DC  b  +  c 


b  +  c 


BD  = 


ac 

b  +  c 


En  forma  análoga:  DC  =  ,  ab 
b  +  c 

Reemplazando  lo  hallado,  en  (1): 

2a2 


.[  ac  1 

í  3b  1 

l  (b  +  c)J 

l(b  +  c)J 

=  be 


(b  +  c)2 


=  1 


De  donde,  efectivamente: 
a/2=b  +  c  v  b+c  =  a/2 
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3.  En  la  figura,  el  AABC  es  equilátero  P,  un  punto 
cualquiera  dél  arco  BC,  L  es  longitud  de  AC.  Hallar: 
(PA)2  +  (PB)2  +  (PC)2. 

B 


Por  el  teorema  de  Chadú,  demostrado  anterior- 

mente:  PA  =  PB  +  PC 

Entonces:  x  =  (PB  +  PC)2.+  (PB)2  +  (PC)2 

=*  x  =  2[(PB)2  +  (PC)2  +  (PB)(PC)]  ...(1) 

En  el  cuadrilátero  ABPC,  por  el  segundo  teorema 
de  Ptolomeo: 

AP  (AB)(AC)  +  (PB)  (PC) 

BC  (AB)  (PB)  +  (AC)(PC) 

AP  (L)(L)  +  (PB)  (PC)  AP  L2  +  (PB)  (PC) 
=>  L  L(PB)  +  L(PC)  ~  L  L(PB  +  PC) 

De  donde:  AP(PB  +  PC)  =  L2  +  (PB)(PC) 

Pero,  AP  =  PB  +  PC. 

Entonces,  (PB  +  PC)2  =  L2  +  (PB)(PC) 
Efectuando:  (PB)2  +  (PC)2  +  (PB)(PC)  =  L2 
Reemplazando  esto  último  en  (1): 

=>  (PA)2  +  (PB)2  +  (PC)2  =  2L2  (propiedad). 

4.  En  un  AABC,  mZB  =  60°,  I  es  incentro.  Si  O  es  el 
circuncentro  de  AAIC  y  AB  +  BC  =  12,  hallar  OB. 

Resolución: 


Dato:  AB  +  BC  =  12 

En  el  AABC,  por  ser  I  incentro: 

mZAlC  =  90°  +  =>  ZAIC  =  120° 


Luego:  AEC  =  2ZAIC 

mAEC  =  240°  y  mZAOC  =  mAIC  =  120° 

Entonces,  en  la  circunferencia  circunscrita  al  AAIC, 
si  R  es  circunradio:  AC  =  L3  =>  AC  =  R/3 

Observamos  que  el  cuadrilátero  ABCO  es  inscripti- 
ble,  porque  mZABC  +  mZAOC  =  180°.  Entonces, 
por  el  teorema  de  Ptolomeo: 

(OB)(AC)  =  (OC)(AB)  +  (OA)(BC) 

=>  (OB)(RV3)  =  R(AB)  +  R(BC) 

Cancelando  R:  OB(  )  =  AB  +  BC 
(OB)(/3)=12  =»  OB  =  4/3 


5. 


En  la  figura,  E  y  D  són  puntos  de  tangencia.  De- 


mostrar  que  +  ^  = 


1 

DC 


Resolución: 

Por  el  teorema  de  la  tangente,  en  la  mayor  circun- 
ferencia:  (CE)2  =  (CA)(CB)  ...(1) 

Según  el  gráfico: 

CE  =  DC;  CA  =  DA  -  DC;  CB  =  DB  -  DC 


6. 


Sustituyendo  estas  trés  equivalencias  en  (1): 

(DC)2  =  (DA  -  DC)(DB  -  DC) 

Efectuando:  (DC)2  =  (DA)(DB)  -  DC(DA-f-DB)  +  (DC)2 
Es  decir,  DC(DA  +  DB)  =  (DA)(DB) 


Arreglando  en  forma  conveniente: 


DA  +  DB  1 
(DA)  (AB)  DC 

De  donde:  ^=r  + 


DA 

"  (DA)(DB) 

1  _  1 
DA  DC 


+  (DA)(DB) 


1 

DC 


En  la  figura,  PotE(0)  =  2PotE(0);  hallar 


Resolución: 

Por  definición,  en  el  dato:  PotE(0)  =  2PotE(0) 

(EA)2  =  2(EB)2  =>  EA  =  /2  EB  ...(1) 

Si  se  trazan  OA  y  QB:  AQBE  ~  AOAE:  ^  = 

R 


Con  lo  de  (1): 


r  =  EB 
R  V2(EB) 


■R“V2 


ü 

EA 
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7.  En  la  figura,  AB  =  15,  BC  =  14  y  AC  =  13;  hallar 

P°W))-  B 


Se  tiene  PotA(0)  =  (AB)2 

Luego,  PotA(01  +  Potc(0|  =  (AB)2  +  (CB)2  ...(1) 

Siendo  en  el  AMBO: 

(MB)2  =  (MO)2  -  (OB)2  =»  MB  =  J(R  +  r)2  -  ? 

=.  MB  =  VR2  +  2Rr 

Luego,  AB  =  AM  +  MB  =>  AB  =  R  +  VR2  +  2Rr 
CB  =  MB  -  MC  =>  CB  =  Ír2  +  2Rr  -  R 
Entonces,  reemplazando  en  (1): 

PotA(0)  “l"  Pofc(O)  =  ÍR  +  ^R2+2Rr  )  4-  (^R2+2Rr  — R ) 
PotA(0)  "l"  Potcjo)  =  4R(R  +  r) 


Resolución: 

Por  definíción:  PotB(0)  =  (BE)2  ...(1) 

Pero,  si  p  es  el  semiperímetro  dél  AABC,  sabemos 
por  propiedad,  que  BE  =  p  -  AC 
=»  BE  =  13  +  14  +  15  _  13  „  BE  =  8 

Reemplazando  en  (1)  =>  PotB(0)  =  64 

8.  En  la  figura,  AB  =  5;  BC  =  8  y  BD  =  6.  Hallar  la 
potencia  dél  punto  D  con  respecto  al  centro  O  de 
la  circunferencia. 


B 


Resolución: 

Por  definíción:  PotD(0)  =  -(AD)(DC)  ...(1) 

En  el  AABC,  por  el  segundo  teorema  de  la  bisectriz: 
(BD)2  =  (AB)(BC)  -  (AD)(DC) 

=>  62  =  5  X  8  -  (AD)(DC)  =»  (AD)(DC)  =  4 
Reemplazando  en  (1):  PotD(0)  =  -4 

9.  En  el  siguiente  gráfico,  hallar  PotA(Q)  +  Pot^. 


10.  En  la  figura,  O  e  I  són  el  circuncentro  e  incen- 
tro,  respectivamente,  dél  AABC.  Demostrar  que 
Ol2  =  R(R  -  2r);  01  es  la  distancia  dél  circuncentro 
al  incentro. 


Resolución: 

Se  prolonga  Bl  hasta  F. 

Sean:  Bl  =  m;  IF  =  n 

Se  tiene:  Potl(Q)  =  (Ol)2  -  R2  =>  Pot1(0)  =  -mn 
(Ol)2  -  R2  =  -mn  ...(1) 


M  B 


En  el  capítulo  de  circunferencias  se  demuestra  que: 
AF  =  IF  (el  lector  puede  comprobarlo  al  analizar  los 
ángulos  dél  AAIF). 

Entonces,  AF  =  n 

Se  traza  el  diámetro  FM  =*  mZAMF  =  mZABF  =  a 


AMAF  ~  ABQI: 

AF  MR  n  =  2R  2Rr  ...(2) 

IQ  Bl  r  m  '  ' 

Reemplazando  (2)  en  (1):  (Ol)2  =  R2  -  2Rr 
=>  (Ol)2  =  R(R  -  2r) 


11.  En  la  figura,  AB  =  a,  BC  =  b,  CD  =  c,  calcular  DF. 
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Resolución: 


Por  el  teorema  de  cuerdas: 

mn  =  c(a  +  b) 

mn  =  b(c  -I-  y) 

...(2) 

RM  k:  x2  =  (b  +  c)y 

...(3) 

De  (1) ,  (2)  y  (3):  x  = 

l(  b  +  c)ac 

V  b 

12.  Sea  AB  el  diámetro  de  una  circunferencia  y  AC  y 
BD,  dós  cuerdas  que  se  intersecan.  La  suma  de  los 
productos  de  las  longitudes  de  cada  cuerda  por  el 
segmento  desde  el  extremo  dél  diámetro  al  punto 
de  intersección  es  256  m2.  Hallar  el  rádió  de  la  cir¬ 
cunferencia  (en  m). 

Resolución: 


Dato:  (AC)(AF)  +  (BD)(BF)  =  256 
Por  secantes: 

nADFE:  (BD)(BF)  =  2R(EB)  ...(1) 

nEFCB:  (AC)(AF)  =  2R(AE)  ...(2) 

Sumando  (1)  y  (2): 

(AC)(AF)  +  (BD)(BF)  =  2R(AE  +  EB) 

256  =  2R(2R) 

=>  R2  =  64  R  =  8  m 


13.  En  la  semicircunferencia  de  diámetro  MP,  la  cuer¬ 
da  MN  midé  12.  Si  L  es  punto  dél  arco  MN  y  una 
circunferencia_de  4  de  rádió  y  con  centro  en  L  es 
tangente  a  MN  en  H  y  MH  midé  4,  calcular  la  longi- 
tud  dél  rádió  de  la  semicircunferencia. 

Resolución: 


14.  En  PQRS  (convexo),  PQ  1  QS, 

mZQPR  =  mZQSR  =  ^ZQRP  =  mZRPS, 
Calcular  QR  (en  m),  si  PQ  =  (/3  +  1)  m 

Resolución: 


15. 


a  +  x  =  a/3  =*  x  =  a(/3  -  1)  ...(1) 

kPHQ  es  notable:  2a  =  </3  +  1  ...(2) 

(/3  +  1)(/3  -  1) 

2 

x‘  =  -w  •-  .-.  x  =  1 


De  (1)  y  (2):  x  = 
„2  _  3-1 


En  la  semicircunferencia  de  diámetro  AD,  se  tra- 


zan  las  cuerdas  DC  y  DB  (mDC  <  mDB)  y  una 
circunferencia  que  pasa  por  A  y  B  y  por  M  e  AD. 
Si  CM  n  BD  =  {L},  L  está  en  la  circunferencia, 
DL  =  16  y  LB  =  4;  calcular  CD. 


Resolución: 


Por  RM  k:  x2  =  (AD)(MD)  ...(1) 

Por  teorema  de  las  secantes: 

(AD)(MD)  =  (20)(16)  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  x2  =  (20)(16)  x  =  8/5 


16.  Se  tiene  una  circunferencia  de  centro  O,  se  traza 
un  diámetro  AB  y  luego  se  torna  un  punto  M  sobre 
la  circunferencia  y  haciendo  centro  en  M,  se  traza 
otra  circunferencia  tangente  a  AB  en  E  y  que  cor- 

ta  la  primera  en  P  y  Q.  Si  PQ  n  ME  =  {I},  hallar: 
2(Mlf+3(IE) 

ME 

Resolución: 


20. 
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Se  pide  hallar:  x  = 

a  +  b 

Pero  de  la  figura,  por  teorema  de  cuerdas: 
mn  =  b(2a  +  b)  ...(1) 

mn  =  a(a  +  2b)  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  b(2a  +  b)  =  a(a  +  2b)  =>  a  =  b 

.-.  x  =  5/2 

17.  Desde  un  punto  M  exteriőr  a  una  circunferencia 
de  centro  O,  se  traza  la  tangente  MQ  y  la  secante 
MNP,  luego  desde  P  se  traza  una  paralela  a  MQ 
que  interseca  a  la  circunferencia  en  K. 

Si  NQ  n  MK  =  {A},  PQ  n  MK  =  {B},  KP  =  KB, 
MA  =  a  y  MQ  =  b;  hallar  (NA)(AQ). 

Resoluclón: 


En  el  cuadrilátero  inscriptible  MQBN  se  cumple; 
por  el  teorema  de  cuerdas:  xy  =  a(b  -  a) 


En  el  triángulo  ABC  de  mediana  BM,  AC  es  tan¬ 
gente  en  M  a  la  circunferencia,  siendo  AB  =  8;  BE 
=  6;  BC=  10.  Hallar  BF. 


Por  teorema  de  la  tangente: 
y2  =  (2)(8)  =  16  =>  y  =  4 

También:  y2  =  10(10  -  x) 

42  =  10(10 -x) 

1,6  =  10  -  x  =*  x  =  10  —  1,6 


18.  Sea  ABCD  un  paralelogramo  donde  AB  <  BC  y  el 
ángulo  BAD  agudo.  La  semicircunferencia  de  diá- 
metro  AD  interseca  a  AB  en  Q  y  es  tangente  a  BC 
en  P.  Si  BP  =  /5  y  BQ  =  1,  calcular  la  longitud  dél 
rádió. 

Resolución: 


x  =  8,4 

21.  Sea  la  circunferencia  de  centro  el  punto  O,  tál  que 
se  cumple  que  AB  1  BC,  ADOE  es  un  segmento  de 
recta,  AP  =  AD  y  AB  =  2R,  siendo  R  la  longitud  dél 
rádió  de  la  circunferencia.  Hallar  (AP)2. 


C 


Por  teorema  de  la  tangente: 

(V5)2  =  (1)(1  +  AR)  =>  AQ=  4 
25  =  R2  +  (R  -  /5)2  R  =  2/5 


19.  A  es  un  punto  exteriőr  a  una  circunferencia  de_ cen¬ 
tro  O,  por  el  punto  A  se  trazan  la  tangente  TA  y  la 
secante  ACB,  siendo  yAC  =  1,  calcular  AT. 

AU 


Resolución: 


Por  teorema  de  la  tangente: 
x2  =  (1)(1  +  2)  =>  x  =  V3 


Resolución: 


A 

Dato:  AP  =  AD  y  AB  =  DE  =  2R 

Por  teorema  de  la  tangente: 

(AB)2  =  (AE)(AD)  =>  (AB)2  =  (AD  +  DE)AP 
=>  (AB)2  =  (AP  +  AB)AP  =  (AP)2  +  (AB)(AP) 

=>  AB(AB  -  AP)  =  (AP)2 

(AB)(PB)  =  (AP)2 
(AP)2  =  (AB)(PB) 
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22.  En  una  circunferencia  cuyo  rádió  midé  R,  se  traza 
un  diámetro  AB.  Por  el  punto  B  se  traza  una  tan- 
gente  a  la  circunferencia  y  por  el  punto  A  se  traza 
una  cuerda  que  interseca  a  la  circunferencia  en  un 
punto  C  y  a  la  tangente  en  otro  D.  Hallar  el  valor 
de  (AC)(AD). 


25.  La  suma  de  los  cuadrados  de  los  rádiós  de  dós  cir- 
cunferencias  concéntricas  es  25.  En  la  circunferen¬ 
cia  mayor  se  traza  la  cuerda  CD,  que  interseca  a  la 
otra  en  los  puntos  E  y  F,  luego  en  la  circunferencia 
menor  se  traza  la  cuerda  EH  (EH  1  CD). 

Calcular:  (CE)2  +  (DE)2  +  (HE)2. 


Resolución: 


Por  relaciones  métricas  en  el  LJ\BD: 

(2R)2  =  (AC)(AD)  =*  (AC)(AD)  =  4R2 

23.  Un  diámetro  LM  y  una  cuerda  ST  se  intersecan 
en  un  punto  P,  en  una  circunferencia  de  centro  O. 

Si  mMS  =  30  y  mLT  =  0  y  LP=  a;  calcular  ST  en 
función  de  “a”  y  el  rádió  “r”  de  la  circunferencia. 

Resolución: 


Por  teorema  de  las  cuerdas: 
a(2r  -  a)  =  (r  -  a)(x  -  r  +  a) 

2ar  -  a2  =  xr  -  r2  +  2ar  -  ax  -  a2 

2 

r2  =  x(r  -  a)  =*  x  =  — — 
v  '  r  -  a 

24.  En  una  circunferencia  de  centro  O,  se  trazan  las 
cuerdas  AB  y  CD  perpendiculares  entre  sí  en  el 
punto  M._Si_(AM)2  +  (BM)2  +  (CM)2  +  (MD)2  =  64. 
Calcular  AO. 

Resolución: 


Por  teorema  de  cuerdas:  ab  =  mn 
kONB:  R2=(íü^)2  +  (iL+i>)2 

4R2  =  a2  +  b2  +  m2  +  n2  +  2ab  -  2mn 
4R2  =  a2  +  b2  +  m2  +  n2  =  64 
R2  =  16  =>  R  =  4 


Resolución: 


fc,OMF:r2  =  (|)2  +  (ffi)2  ...(1) 

LOMD:R2  =  (|)2  +  (^  +  n)2  ...(2) 

Sumando  (1)  y  (2): 

R2  _j_  r2  _  a2  +  m2  +  a2  +  (m  +  2n)2 


100  =  2a2  +  m2  +  m2  +  4mn  +  4n2 
50  =  a2  +  m2  +  2mn  +  n2  +  n2 
50  =  a2  +  (m  +  n)2  +  n2 
.-.  (CE)2  +  (DE)2  +  (HE)2  =  50 


26.  El  triángulo  ABC  está  inscrito  en  una  circunferen¬ 
cia  y  la  prolongación  de  su  bisectriz  BD  interseca 
a  la  circunferencia  en  F,  calcular  (BD)(DF),  siendo 
AB  =  6;  BC  =  8yAC  =  10. 


Resolución: 


Por  teorema:  AD  =  6n  y  DC  =  8n 
Pero:  6n  +  8n  =  10  =>  n  =  -| 


Por  teorema  de  cuerdas: 
ab  =  (6n)(8n) 


ab  =  6x|x8x| 


ab  = 


1200 

49 


27.  En  una  circunferencia  C,  se  traza  una  cuerda  AB  y 
con  centro  en  un  punto  dél  arco  menor  AB,  se  traza 
otra  circunferencia  tangente  a  AB  en  P.  Si  el  rádió 
de  esta  última  midé  2  m  y  AP  =  4  m,  BP  =  6  m, 
calcular  la  longitud  dél  rádió  de  la  circunferencia  C. 


Resolución: 


Resolución: 
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Por  propiedad:  4R2  =  42  +  62  +  22  +  a2 
Pero  por  teorema  de  las  cuerdas: 

2a  =  (4)(6)  =>  a  =  12 
Reemplazando:  4R2  =  42  +  62  +  22  +  122 
R  =  5/2  m 

28.  Se  tiene  una  circunferencia  de  centro  O  y  de 
diámetro  AB.  Sean  C  y  D  dós  puntos  de  la  cir¬ 
cunferencia  CD  n  AB:  {Q},  AF  1  CD  (F  e  CD), 
CE  ±  ÁB  (E  e  ÁB);  DH  1  ÁB  (H  e  ÁB);  AE  >  AH; 
(AE)(AH)  =  169.  CalcularÁF. 

Resolución: 


Dato:  (AE)(AH)  =  169. 

LACB:  (AC)2  =  (AE)(AB)  ...(1) 

LAHD  ~  kAFD. 

-  jfc  =  -  x(AD)  =  (AH)(AC)  ...(2) 

LACB  ~  kAFD 

-  ^  -  x(AB)  =  (AC)(AD)  ...(3) 

(2)  x  (3):  x2(AB)(AD)  =  (AC)2(AH)(AD) 
x2(AB)  =  (AC)2(AH)  ...(4) 

(1)  en  (4):  x2(AB)  =  (AE)(AB)(AH) 
x2=  (AE)(AH)  =  132  x  =  13 

29.  Dos  circunferencias  de  centro  A  y  B  se  intersecan 
en  los  puntos  C  y  D.  La  tangente  a  la  circunferen¬ 
cia  de  centro  A  trazada  por  el  punto  C  pasa  por 
el  punto  B  y  la  tangente  trazada  por  el  punto  C  a 
la  circunferencia  de  centro  B  pasa  por  el  punto  A. 
Si  los  diámetros  de  las  circunferencias  tienen  por 
longitud  6/5  m  y  12/5  m,  calcular  la  longitud  de  la 
cuerda  común  CD. 


Las  circunferencias  són  ortogonales: 
kACB:  (3V5)(6V5)  =  x(15)  =>  x  =  6 
Luego,  CD  =  12 

30.  En  un  triángulo  ABC,  mZABC  =  60°,  el  punto  I  es 
el  incentro  y  el  punto  O  es  el  circuncentro  dél  trián¬ 
gulo  AIC,  si  AB  +  BC  =  L.  Hallar  OB. 

Resolución: 


Dato:  AB  +  BC  =  L 

En  el  cuadrilátero  inscrito  OABC,  por  el  teorema  de 
Ptolomeo: 

OB(R/3)  =  R(AB)  +  R(BC) 

OB(R/3)  =  R(AB  +  BC) 

OB(R/3)  =  rL  =>  OB  =  ^ 

31.  Si  en  una  circunferencia  de  rádió  R  se  trazan  dós 
cuerdas  secantes  perpendiculares  cualesquiera, 
calcule  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  cuatro 
segmentos  parciales  en  función  de  R. 

Resolución: 


En  efecto  llamaremos  a,  b,  c,  d,  las  longitudes  de 
los  cuatro  segmentos  Al,  IB,  Cl,  ID.  Tracemos  OM 
perpendicular  a  AB  y  ON  perpendicular  a  CD. 

Como  AM  =  MB 

=>  MB  = 

Del  mismo  modo:  CN  =  ND 

=»  ND=  = 

2  2 
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Luego: 

OM  =  NI  =  NC  -  IC  =  _  c  =  .9.t.d  ~2c  = 

En  el  triángulo  rectángulo  OMB  aplicamos  el  teore- 
ma  de  Pitágoras,  entonces: 

(OM)2  +  (MB)2  =  (OB)2 

es  decir:  (^y^)2  +  (yjy  f  =  r2 
d2  +  c2  -  2dc  ,  a2  +  b2  +  2ab  D2 

=>  - - - 1 - - - =  K 

4  4 

d2  +  c2  +  a2  4-  b2  +  2ab  -  2dc  =  4R2 
como  (AI)(IB)  =  (CI)(ID),  es  decir,  ab  =  cd  resulta 
que:  2ab  -  2dc  =  0  (Teorema  de  las  cuerdas) 
Finalmente:  a2  +  b2  +  c2  +  d2  =  4R2 
Teorema  de  Arquímedes 

32.  Se  tiene  un  cuadrado  ABCD,  se  ubica  un  punto  ex¬ 
teriőr  E  cercano  al  lado  BC,  tál  que  AE  1  CE.  Si 
AE  +  CE  =  3/2.  Calcule  DE. 

Resolución: 


De  la  figura,  observamos  que  AECD  es  un  cuadri- 
látero  inscriptible. 

Por  el  teorema  de  Ptolomeo: 
x(a/2)  =  (AE)a  +  (EC)a 
xV2  =  AE  +  EC 
Pordato:  AE  +  EC  =  3V2 
x  =  3 

33.  Dos  circunferencias  C ,  y  C2  se  intersecan  en  M  y 
N,  y  una  recta  L  interseca  a  C1  en  A  y  B  y  a  C2  en  C 
y  D.  Si  MN  interseca  a  BC  en  E  y  AC  =  5.  CE  =  1 
y  EB  =  2.  Calcule  BD. 

Resolución: 


C2 


Por  el  teorema  de  las  cuerdas. 

En  C1f  para  las  cuerdas  MN  y  AB 
=>  (ME)(EN)  =  (AE)(EB)_ 

En  C2,  para  las  cuerdas  MN  y  CD 
=>  (ME)(EN)  =  (CE)(ED) 

Igualando:  (AE)(EB)  =  (CE)(ED) 

=»  6x2  =  (1)(2  +  BD)  =>  BD  =  10 


34.  En  el  triángulo  ABC  de  la  figura  mostrada,  BD  es 
bisectriz  interior.  Si  AM  =  m,  AN  =  n  y  CN  =  a. 
Halle  CL. 


Resolución: 


A  es  punto  exteriőr 

=>  m(AB)  =  n(AD)  (Teorema  de  las  secantes) 
C  es  punto  exteriőr 

=>  x(BC)  =  a(CD)  (Teorema  de  las  secantes) 


Además:  ^ 


AD 

CD 


Reemplazando: 

ni  =  ü  =*  x  = 
x  n 


(a)(m) 

n 


35.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  cevianas  AM  y 
CN  de  manera  que  mZAMC  =  mZANC. 

Si  AB  =  12;  AN  =  10;  BC  =  8.  Calcule  CM. 


Resolución: 


En  la  figura,  el  cuadrilátero  ANMC  es  inscriptible. 
Las  diagonales  AM  y  CN  hacen  ángulos  iguales  los 
lados  opuestos  CM  y  AN  respectivamente. 

Por  el  teorema  de  las  secantes  (BA  y  BC) 

Tenemos  que:  (BA)(BN)  =  (BC)(BM) 

=*  (12)(2)  =  (8)(8  -  CM)  CM  =  5 

36.  Se  tienen  el  cuadrado  ABCD  mostrado  en  la  figura, 
si  la  longitud  de  EF  es  igual  a  1  dm.  E  es  punto 
medio  de  BC.  Calcule  el  perímetro  dél  cuadrado. 
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En  el  kCDE:  (ED)2  =  (2n)2  +  a2  =>  ED  =  a  75 
E  es  punto  exteriőr  y  B  punto  de  tangencia 
=>  a2  =  (1)(ED)  (Teorema  de  la  tangente) 

Luego:  a2  =  (1)(a/5)  =>  a  =  75 
Finalmente:  (2p)ABCD  =  8a 

(2p)abcd  =  8/5  dm 

37.  En  la  figura  mostrada,  O  es  centro  de  la  circunfe- 
rencia  si  AD  =  r,  AB  =  BC  y  mZABC  =  90°. 
Calcule  MC. 

C 


Resolución: 


En  la  figura: 

C  es  punto  exteriőr  y  B  es  punto  de  tangencia 
(CN)(MC)  =  (BC)2  (teorema  de  la  tangente) 

Luego:  (2r  +  x)(x)  =  (2r)2  =  4P 
x2  +  2rx  —  4r2  =  0 

„  _  -2r±V4r2+  16r2  -2r±l2Ör* 


x  =  -  r±  75  r 
x  =  r(V5  -  1) 


2  2 
x,  =  -  r—  /5r<0  NO 
x2  =  -r+V5<0  Sl 


38.  Se  tiene  un  triángulo  equilátero  ABC  inscrito  en  una 
circunferencia.  Sobre  el  arco  BC  se  ubica  el  punto 
M,  tál  que  MB  y  MC  miden  2  y  5  dm.  respectivamen- 
te.  Calcule  el  lado  de  dicho  triángulo  equilátero. 

Resolución: 

Por  el  teorema  de  Ptolomeo: 

(AM)(x)  =  (x)(5)  +  (x)(2) 

=>  (AM  =  7) 

Por  el  teorema  de  Viette: 
x  _  2x  +  5x  _  7x 
7  x2  +  2(5)  x2  +  10 

Resolviendo:  x2  +  10  =  49 
=>  x  =  739  dm 

39.  Se  tiene  el  cuadrilátero  ABCD  inscrito  en  una  cir¬ 
cunferencia,  sus  diagonales  se  intersecan  en  el 
punto  E  y  se  cumple  que:  AD  =  PC.  (BE)(ED)  =  24 
y  el  producto  dejos  lados  AB  y  BC  es  52.  Calcule 
la  longitud  de  BE. 

Resolución: 

De  la  figura:  BD  es  bisectriz  dél  ángulo  ABC 
Por  el  T.  de  la  bisectriz  interior 
en  el  AABC  tenemos: 
x2  =  ab  -  mn 

Por  el  teorema  de  las  cuerdas: 

(m)(n)  =  (x)(y)=  24  (Dato) 

También,  por  dato:  ab  =  52 
=>  x2  =  52  -  24  =  28 
x  =  277 

40.  En  una  circunferencia  C  se  traza  una  cuerda  AB  y 
con  centro  en  un  punto  dél  arco  menor  AB  se  traza 
una  circunferencia  tangente  a  AB  en  P.  Si  el  rádió 
de  esta  última  midé  2  dm;  AP  =  4  dm  y  BP  =  6  dm. 
Calcule  la  longitud  dél  rádió  de  la  circunferencia  C. 

Resolución: 

De  la  figura: 

(AQ)2  =  42  +  22  =>  AQ  =  2V5 
(BQ)2  =  22  +  62  =>  BQ  =  2ftÖ 
Por  el  T.  dél  triángulo  inscrito 
(AQ)(BQ)  =  (QP)(2r) 

*  (2  75  )(2 -/TÖ )  =  2(2r) 

.-.  r  =  5  72  dm 

41.  Según  el  gráfico,  T  es  punto  de  tangencia, 
AN  =  2  cm;  AS  =  CM  =  1  cm  y  SC  =  4  cm. 
Calcular  (TM)2  +  (LN)2. 


//6\ 

X  \ 

/a/  \ 

\k  5\ 

x  X  \ 

\J  m 

\E  n  V; 

\y  Sy 

20\\ 

26 

Resolución: 

Piden:  (TM)2  +  (LN)2  = 
T:  punto  de  tangencia 


+  V2 
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Teorema  de  la  tangente: 
x2  =  (MA)(MC)  =  (6)(1)  =  6 
kNLS:  y2  =  h2  +  (3)2 

Por  propiedad: 

-  h2  =  (1)(4) 

=>  ^=4+9=  13 
=>  x2  +  y2  =  6  +  13 
.-.  x2  +  y2  =  19  cm2 

42.  En  la  figura  mostrada  O  y  O,  són  centros.  Calcular 
x,  sabiendo  que:  UN  =  2;  NI  =  3;  AU  =  10 
(T  es  punto  de  tangencia) 


Resolución: 


M 


kMIO^kNIO 

Luego  se  deduce  que:  T,  O,  M  (puntos  colineales) 
En  el  kAIU  (porTales) 

AT  _  TU_k  ÍAT  =  3k 
3  ~  2  -  Itu  =  2k 
Luego:  AU  =  5k  =  10  =>  k  =  2 
Entonces:  AT  =  6  y  TU  =  4 
kAPU:  x2  =  6  X  10  =>  x  =  2/15 

43.  En  la  figura,  si  DELO  es  un  cuadrado,  calcular  x. 


AL  =  LE  =  a  (propiedad)  y  en  el  cuadrado  DELO: 
OE  =  a/2 

En  la  semicircunferencia  (teorema  de  las  cuerdas) 
(a)(a)  =  36(x)  -  £  =  x  ...(1) 
kNOL  (por  Pitágoras):  362  =  a2  +  (a/2  )2 

-  6 = 12  -<2> 

De  (1)  y  (2):  x  =  12 

44.  En  la  figura,  hallar  x,  si:  DE  =  9  y  LO  =  5 


Resolución: 


o 


fc.ELA:  (4  +  k)2  =  k(k  +  9) 

16  +  k2  +  8k  =  k2  +  9k  =»  k  =  16 
Nos  piden:  x  =  k  +  4,5  .-.  x  =  20,5 

45.  En  la  figura  mostrada,  hallar  NI,  si:  DR  =  5;  RO  =  3 
y  UN  =  2  (D,  O,  U,  I  són  puntos  de  tangencia) 


Resolución: 


En  la  O  de  la  izquierda  (teorema  de  la  tangente) 
a2  =  3x8  =  y  =  12  ...(1) 

En  la  O  de  la  derecha  (teorema  de  la  tangente) 
a2  =  2(2  +  x)  =>  y  =  (2  +  x)  ...(2) 

De  (1)  =  (2):  2  +  x  =  12  x  =  10 

46.  En  la  figura:  (UN)2  +  (CP)2  =  144.  Calcular  UC 
(P  y  N  són  puntos  de  tangencia) 


p 
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Resolución: 


Piden:  UC  =  a  +  b 

En  la  O  de  la  derecha  (teorema  de  la  tangente) 
(UN)2  =  a(a  +  b)  ...(1) 

En  la  O  de  la  izquierda  (teorema  de  la  tangente) 
(CP)2  =  b(a  +  b)  ...(2) 

(1)  +  (2):  (UN)2  +  (CP)2  =  a(a  +  b)  +  b(a  +  b) 

144  =  (a  +  b)(a  +  b) 

122  =  (a  +  b)2  =*  a  +  b  =  12  .*.  UC  =  12 

47.  En  el  gráfico  mostrado,  hallar  x  si:  DR  =  8  y  RP  =  2 


fc^DNP  (altura  relativa  a  la  hipotenusa) 

k2  =  8x2  =*  k  =  4 

kDNP  (por  Tales) 

DA  AN  PA  AN  |  PA  =  4a 

8  2^4  1  J  AN  =  a 

kDIA~kDRN:  f  =  p-  =*  x  =  |k 

k  5a  5 

Luego:  x  =  4(4)  /.  x  =  3,2 

o 

48.  En  la  figura,  se  tiene  que  la  suma  de  las  longitu- 
des  de  las  dós  circunferencias  es  de  81,64  m  y  la 
diferencia  de  sus  rádiós  es  5  m.  Calcule  el  área  dél 
rectángulo  ABCD. 


Resolución: 

Dado:  2n(R  +  r)  =  81,64 
R  +  r  =  13  A  R  -  r  =  5 
De  las  ecuaciones:  R  =  9  y  r  =  4 
Ademas:  AD  =  18;  AP  =  9;  QB  =  4; 
PQ  =  2/Rr;  PQ  =  12;  AB  =  25 
•  •  Aqabcd  =  18  X  25  =  450  m 


kUNI  =  kSTV  (A.  L.  A) 

Entonces;  NI  =  VT  =  a 

En  la  <0  (teorema  de  la  tangente) 

62  =  a(a  +  b)  ...(I) 

En  la  O  (teorema  de  las  secantes) 
4x  =  a(a  +  b)  ...(II) 

De  (I)  =  (II):  4x  =  36  x  =  9 


50.  Del  gráfico,  calcular  LO,  Dl  =  2  y  IL  =  3 
(E;  L:  puntos  de  tangencia) 


DE  =  DL  =  5 

Ahora,  por  el  Teorema  de  la  tangente: 
52  =  2(5  +  x)  .-.  x  =  7,5 
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51 .  En  la  figura  UN  =  NI,  calcular  JU,  si  PN  =  2,  siendo 
P  punto  de  tangencia. 


Resolución: 


El  teorema  de  la  tangente 

22  =  k(R  -  k)  =*  k(R  -  k)  =  4  ...(1) 

En  el  ULE,  por  Pitágoras. 

R2  =  x2  +  (R  -  2k)2 

k(R-k)=^  ...(2) 

De  (1)  =  (2):  £  =4  -  x  =  4 
52.  Del  gráfico,  calcular  x  si:  BN  =  4  y  NP  =  5 


Resolución: 


fciBOA:  x2  =  ab  ...(1) 

/AAPNT  inscriptible  (teorema  de  las  secantes) 
4x9  =  ab  ...(2) 

De  (1)  =  (2),  se  tiene:  x2  =  62 
.-.  x  =  6 

53.  Del  gráfico,  calcular  x  (P  es  punto  de  tangencia). 


Resolución: 


EnelLNPO:  x2  =  2(2  +  2k)  ...(1) 

EnelfcJPA:  x2  =  5k  ...(2) 

De  (1)  =  (2):  5k  =  2(2  +  2k)  =>  k  =  4 
Luego,  en  (1):  x2  =  2(10) 

.-.  x  =  2/5 

54.  En  la  figura:  (DR)(RO)  =  25 
Calcular  x. 


Dato:  (DR)(RO)  =  25 
Por  el  teorema  de  las  cuerdas: 
(x  +  12)(x  -  12)  =  (DR)(RO) 
x2  -  122  =  52  =>  x2  =  122  +  52 
x  =  13 


55.  Si  DILO  es  un  paralelogramo,  calcular  x. 


3- 


En  el  AIUA,  isósceles  (IU  =  UA  =  5) 
Se  tiene:  IM  =  MA  =  3 


Ahora,  en  el  kUMA:  UM  =  4 

Por  lo  tanto,  en  el  cuadrilátero  UMEO:  x  =  4 


Resolución: 
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56.  Del  gráfico,  calcular  x  (M  es  punto  de  tangencia). 


Resolución: 


En  el  ADNR  (mZR  =  mZD  =  a)  se  tiene  que: 

DE  =  ER  =  4/2 

Por  el  teorema  de  la  tangente: 

x2  =  8V2  X4V2 

=>  x2  =  82  x  =  8 

57.  En  la  figura  mostrada,  calcular  Rl. 

Si:  Dl  =  4;  RO  =  2 


Resolución: 

En  la  semicircunferencia: 
(x  +  2)2  =  ab  ...(I) 
kPOR  ~  kDON 

Entonces:  ^ 

a  2 

=*  2(6  +  x)  =  ab  ...(II) 

De  (I)  =  (II): 

(x  +  2  )2  =  2(6  +  x) 

.-.  x  =  2 


58.  Del  gráfico,  L  y  A  són  puntos  de  tangencia,  Dl  =  4, 
LO  =  1,  calcular  DL. 


En  la  semicircunferencia  (por  propiedad) 

(1  +  k)2  =  4k  =*  k  =  1 

Ahora  en  el  kDIL,  por  Pitágoras: 

x2  =  42  +  k2  =>  x2  =  42  +  1 
.-.  x  =  fű 


59.  Del  gráfico,  calcular  x.  Si:  PO  =  3  y  OF  =  2 
(R  es  punto  de  tangencia) 


Resolución: 


En  la  circunferencia: 

mZPRE  =  90°  A  mZPOR  =  90°  (propiedad) 
En  el  kPOR  (por  Pitágoras):  x  =  4 


60.  Del  gráfico,  calcular  x  si:  Rl  =  4  y  10  =  5.  U  es 
punto  de  tangencia  y  además  baricentro  dél  trián- 
gulo  DRO. 


Resolución: 


■18- 
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Por  el  teorema  de  la  tangente: 

(2n )2  =  9x4  =>  n  =  3 

Luego,  por  simple  inspección:  DO  =  6n  =  18 
Finalmente,  en  el  kDRO  (por  Pitágoras): 
x  =  9/3 

61 .  De  la  figura,  calcular  x,  si  DR  =  6  y  RO  =  2 
(L  es  punto  de  tangencia) 


El  ALOMAes  inscriptible,  luego  el  kALO  es  isoángulo 
(mZA  =  mZO  =  45°) 

Entonces:  LA  =  LO  =  x 

Ahora,  por  el  teorema  de  la  tangente: 

x2  =  8  x  2  =*  x  =  4 

62.  Del  gráfico,  calcular  PL,  si:  Dl  =  4/2 ,  Ll  =  6 
(N  es  punto  de  tangencia) 


•— x — 1»— 2 — ii - 4- 


kDAI:  DA  =  AI  =4 
□NPAD:  DA  =  PN  =  4 
Por  el  teorema  de  la  tangente: 
42  =  x(x  +  6)  =>  x  =  2 


63.  En  la  figura  mostrada,  calcular  x 
(C,  M  són  puntos  de  tangencia) 


Resolución: 


En  el  kCAE  (por  propiedad): 
ab  =  32  =>  ab  =  9  ...(1) 

En  el  ACME  (por  Euclides): 
x2  =  a2  +  a2  -  2a(a  -  b) 
x2  =  2ab  ...(2) 

De  (1)  =  (2):  x2  =  2x9=>x  =  3/2 

64.  Hallar  la  potencia  dél  punto  A  con  respecto  al  cen- 
tro  N  de  la  circunferencia  menor. 


Resolución: 


En  la  figura:  (R  -  r)2  +  52  =  r2  +  x2  ...(1) 
También:  (R  -  r)2  =  r2  +  52  ...(2) 

De  (2)  en  (1):  r2  +  52  +  52  =  r2  +  x2 
2  x  52  =  x2  x  =  5/2 

65.  Del  gráfico,  calcular  Dl,  si  IL  =  4  y  LO  =  6 
(L  es  punto  de  tangencia) 


Resolución: 
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En  el  ADLU  (propiedad  de  semejanza) 
ab  =  (x  +  4)2  ...(I) 

En  la  O  menor  (teorema  de  las  secantes) 
ab  =  x(x  +  10)  ...(II) 

De  (I)  =  (II):  (x  +  4)2  =  x(x+  10) 
x2  +  16  +  8x  =  x2  +  lOx  x  =  8 

66.  Del  gráfico,  calcular  x,  si  DR  =  a;  RO  =  b 


a+b- 


En  el  /ADRIL  inscriptible  (teorema  de  las  secantes) 
b(a  +  b)  =  cm  ...(I) 

En  el  kLEO  (propiedad:  semejanza) 
x2  =  cm  ...(II) 

Luego,  de  (I)  =  (II):  x2  =  b(a  +  b) 

.*.  x  =  ^b(a  V  b) 

67.  Hallar  la  potencia  dél  vértice  A  de  un  triángulo 
ABC  con  respecto  a  la  circunferencia  inscrita. 
Si  AB  =  12;  BC  =  14yAC  =  16. 

Resolución: 

Por  definíción, 
sabemos  que: 

PotA(0)  =  AQ2 
Pero  por  teória 
sabemos  que: 

AQ  =  p  -  a  i - 16 - 1 

AQ  =  12  +  ^-t1^  -  14  =»  AQ  =  7 
En  consecuencia:  PotA(0)  =  72  PotA(0)  =  49 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  @ 


PROBLÉMA  1  (UNI  2010-11) 


La  figura  muestra  una  semicircunferencia  donde  GF  =  9  m  y 
FD  =  7  m.  Calcule  la  longitud  dél  segmento  FE,  en  metrós. 


A)  1 

B)  2 

C)  3 

D)  4 

E)  5 


Resolución: 


De  la  figura:  kAGF  ~  kDGC 

=>  121  =  16  =.  mn  =  9  x  16  ...(I) 

9  n 


Por  relaciones  métricas  en  la  circunferencia: 
(x  +  9)2  =  mn  ...(III) 


Reemplazando  (I)  en  (II): 
(x  +  9)2  =  9  x  1 6 

De  donde:  x  =  3 


Clave:  C 


PROBLÉMA  2  (UNI  201 1  -  II) 

En  una  circunferencia  de  10  cm  de  rádió,  dós  cuerdas 
se  cortan  de  manera  que  el  producto  de  los  segmentos 
que  cada  una  determina  sobre  sí  es  1296  cm4.  Determi- 
ne  a  qué  distancia  (en  cm)  dél  centro,  se  halla  el  punto 
de  intersección. 

A)  5 
D)  8 


A 


m 


B)  6 
E)  9 


C)  7 
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Resolución: 

Dato:  abcd  =  1296 
ab  =  cd  =>  (ab)2  =  1296 
ab  =  36 

Teorema  de  las  cuerdas: 
ab  =  (10  -  x)(10  +  x) 

36  =  100  -x2  =>  x  =  8 


PROBLÉMA  3  (IINI  2012  -11) 

Dos  circunferencias  són  tangentes  interiores  en  G.  En 
la  circunferencia  se  trazan  los  diámetros  AB  y  CG  que 
intersecan  a  la  circunferencia  menor  en  M,  N  y  F  res- 
pectivamente,  AM  <  AN,  AM  =  a,  BN  =  b,  CF  =  c.  De- 
termine  la  medida  dél  rádió  de  la  circunferencia  mayor. 


A) 

D) 


ab 


a  +  b  +  c 


ab 


a  +  b  -  c 


B) 

E)- 


a  -t-  b  -  c 


b  +  c 


C) 


ab 


a  +  b  +  c 


Resolución: 


Piden:  r 

Teorema  de  cuerdas: 

(r  -  c)r  =  (r  -  a)(r  -  b) 


PROBLÉMA  4  (LNI  2014  - 1) 

En  la  figura,  O  centro  de  la  circunferencia. 

Si  NH  =  11,  (AM)(DE)  =  900  y  mZANM  =  45°,  enton- 
ces  la  longitud  dél  diámetro  de  la  circunferencia  es: 


A)  5/2  B)10/2  C)15/2 

D)20/2  E)  25/2 


Resolución: 

Piden  el  diámetro  =  2R 


Z7NHME  inscriptible 
Teorema  de  las  secantes: 

(R/2  +  11)R/2  =  (AM)(AE)  =  900 
R/2  =25  2R  =  25/2 

Clave:  E 


PROBLÉMA  5  (LNI  2014  -  II) 

En  la  figura  mostrada,  si  AB  =  4/2  m. 
Halle  R  (en  metrós). 


O’ 

A)  2 

B)  2,5 

0  3 

D)  3,5 

E)  4 

Resolución: 

Piden:  R 

A 

4/2  B 

O’A  =  OB  =>  R  =  2r 

Por  la  propiedad:  AB  =  2/Rr  =>  4/2  =  2/Rr 
=»  4V2  =  2 JrT5  R  =  4 

Clave:  E 


PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 
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1 .  Si  AQ  =  QB;  EQ  =  4  y  QF  =  9,  hallar  AB. 


D) 12  E) 14 


2.  En  la  figura,  hallar  AC,  si  MC  =  2;  AR  =  8  y  PR  =  5. 


D)  8  E)  10 

3.  Si  AB  =  3;  BC  =  EF;  AD  =  2;  DE  =  1 0;  hallar  FG. 


A)  2/5  B)  5(2  C)  4/6 

D)  3/5  E)  5/3 

4.  Del  gráfico,  AM  =  MC,  calcular  BQ;  siendo  AP  =  4; 
PB  =  5  y  QC  =  3. 


5.  Si  AB  =  BC  =  CD,  hallar  AD,  si  R  =  9  y  r  =  7. 


A)  3  B)  6  C)  4 

D)  2/3  E)  6/3 

7.  Si  AB,  BC  y  AQ  tienen  valores  enteros  consecuti- 
vos.  Calcular  AQ.  (Q:  punto  de  tangencia). 


D)  5  E) 4 

8.  Se  tiene  una  circunferencia  de  14  m  de  rádió,  por 
un  punto  interior  se  traza  una  cuerda  de  modo  que 
el  producto  de  los  dós  segmentos  de  cuerda  de- 
terminados  es  de  160  m2.  Calcular  la  distancia  dél 
punto  de  intersección  de  las  2  cuerdas  al  centro  de 
la  circunferencia. 

A)  3  m  B)  4  m  C)  5  m 

D)  6  m  E)  1  m 

9.  Se  tiene  una  circunferencia  de  diámetro  AB  =  6  m, 
se  traza  una  cuerda  CD  que  corta  al  diámetro  en  E 
y  forma  un  ángulo  de  30°  con  este.  Si  la  distancia 
de  E  al  centro  es  de  2  m,  ^cuánto  midé  CD? 


A)  5  m  B)5/2m  C)  6  m 

D)  6/2  m  E)  4/2  m 

1 0.  Los  lados  de  un  triángulo  ABC  inscrito  en  una  circun¬ 
ferencia  miden:  AB  =  6  m,  AC  =  5  m,  BC  =  4  m;  Por 
B  se  traza  una  tangente  a  lacircunferencia  que  corta 
a  la  prolongación  dél  lado  AC  en  M.  Calcular  BM. 
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A)  5  m  B)5/2m  C)6  m 

D)  6/2  m  E)  6/3  m 


15.  Hallar  PC,  si  CD  =  3  y  AB  =  12  (P  es  punto  de 
tangencia). 


11.  Si  AQ  =  QB;  EQ  =  12  y  QF  =  27,  hallar  AB. 


D) 20  E)  48 

12.  En  la  figura,  hallar  AC,  si  MC  =  4;  AR  =  1 6  y  PR  =  1 0. 


D) 24  E)  36 


A)  4  B)  5  C)  6 

D)  8  E) 9 

16.  Si:  P  y  Q  són  puntos  de  tangencia,  AB  =  2(BC)  y 
EP  =  6/5.  Hallar  PQ. 


D)  36  E) 5 

17.  Por  un  punto  interior  a  una  circunferencia  de  rádió 
10,  se  traza  dós  cuerdas,  cumpliéndose  que  el  pro- 
ducto  de  los  4  segmentos  determinados  es  625. 
Calcular  la  distancia  entre  el  punto  medio  hasta  el 
centro  de  la  circunferencia. 

A)  25  B)  5/2  C)  5/3 

D)10/2  E)10/3 


1 3.  Siendo  O  el  centro  de  la  semicircunferencia  y  OABC 
un  rectángulo,  tál  que  AB  =  2(BC)  y  AE  =  2/6  cm. 
Hallar  el  rádió  de  la  semicircunferencia. 


A)  3/2  cm  B)  3/5  cm  C)  2/3  cm 
D)  2/TÖ  cm  E)  2/5  cm 

14.  Si  Q  es  punto  de  tangencia,  MN  =  9;  MF  =  16  y 
4(EP)  =  EF.  Hallar  PQ. 


18.  Si  mAM  =  mBN,  A  y  B  són  puntos  de  tangencia, 
calcular  x. 


D)  45°  E)  37° 

19.  En  la  figura,  T  es  punto  de  tangencia  EC  y  AF  són 
diámetros.  AB  =  10;  DF  =  4,5;  BE  =  8.  Calcular  BT. 


A)  12 
D)  13 


B)  10 
E)  9 


A)  6 
D)  8/2 


B)  10 
E)  8 


Geometria  ■  373 


20.  Sean  C,  y  C2  dós  circunferencias  tangentes  inte- 
riores  en  A  (C1  >  C2);  se  ubican  en  C1  los  puntos 
M  y  C,  tál  que  MC  es  tangente  en  P  a  C2  y  AC  se 
interseca  con  C2  en  B.  Las  prolongaciones  de  BP  y 
PB  són  secantes  a  C,  en  Q  y  D,  respectivamente. 
Si  BD  =  QP,  AB  =  a  y  BC  =  b,  calcular  MC. 


A) 


a  +  b 

2 


D)  (a  +  b)j| 


B) 


ab 

a  +  b 


E)  (2a  +  b)J 


b 

a  + 


aJi±S 

~b 


21.  Según  el  gráfico  calcular  R,  si  (AB)(CD)  =  /k, 
(BH)(BD)  =  k;  B  y  D  són  puntos  de  tangencia. 


A)  1  B)  2  C)  1/2 

D)  Vk/k  E)  1/4 


22.  Según  el  gráfico,  BN  =  5  m;  AP  =  2  m  y  PC  =  4  m. 
Calcular  NC. 


D)4m  E)  5  m 


23.  En  una  circunferencia  se  trazan  las  cuerdas  AB  y 

MN,  secantes  en  Q,  mAM  =  mMB.  Si  los  rádiós  de 
las  circunferencias  inscritas  en  los  triángulos  mix- 
tilíneos  AQN  y  NQB  són  R  y  r,  calcular  la  longitud 
dél  segmento  tangente  común  a  dichas  circunfe¬ 
rencias. 

A)  R  +  r  B)  R  -  r  C) 

D)  /Rr  E)2/Rr 

24.  En  el  cuadrado  ABCD,  AB  =  2  ;  calcular  PQ. 


25.  En  el  gráfico,  C  es  punto  de  tangencia,  BP  =  2  y 
AB  =  BC.  Calcular  PQ. 


D) 5  E) 6 

26.  Según  el  gráfico,  A  es  punto  de  tangencia;  si 
AB  =  a  y  CD  =  b,  calcular  BC. 


A)  (ab  B)  2/Ib  C) 

D)  a/a2  +  b2  E)  /a2  +  b2 


27.  En  el  gráfico,  OP  =  1 ;  PQ  =  4  y  PT  =  12;  calcular  R. 


E)  6 


28.  En  la  figura,  mZDAL  =  mZLBC;  (AD)(LC)_=  9;  R  =  3 
y  DL  =  CF.  Calcular  la  distancia  de  C  a  BF. 


A)  3/2  B)  2/3  C)  3/5  D)  5/3  E)  2/7 

29.  Se  tiene  un  triángulo  acutángulo  ABC  de  ortocentro 
H  con  diámetro  AC,  se  traza  exteriormente  una  se- 
micircunferencia  la  cual  se  interseca  con  la  prolonga- 
ción  de  la  altura  BQ  en  R.  Si  BH  =  5  y  HQ  =  4,  calcu¬ 
lar  la  longitud  dél  segmento  tangente  trazado  desde 
R  a  la  circunferencia  circunscrita  al  triángulo  AHB. 

A)  5/6  B)  5  C)  2 

D)  3/3  E)  3/6 
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30.  Desde  un  punto  P  exteriőr  a  una  circunferencia,  se 
trazan  las  secantes  PAD  y  PMQ;  luego  se  ubica  el 
punto  medio  N  de  AD,  MN  y  NQ  són  secantes  a 
AD  en  B  y  C,  respectivamente.  Siendo  NM  1  PQ, 
BC  =  4  y  CD  =  6;  calcular  AP 

A)  2  B)  3  C)  4 

D) 5  E) 6 

31.  El  AABC  es  equilátero,  AM  =  MC,  mBN  =  mBC.  Cal¬ 
cular  en  función  dél  rádió  r,  la  potencia  de  A  respec- 
to  a  la  circunferencia  de  centro  O. 

B 


A)f 


D) 


4 


B  )t2 
E)2(2 


Or'VF 


32.  Dos  circunferencias  són  tangentes  interiores  en  P, 
el  diámetro  AB  de  la  circunferencia  mayor  es  se- 
cante  a  la  circunferencia  menor  en  M  y  N,  respecti¬ 
vamente,  siendo  N  centro  de  la  circunferencia  ma¬ 
yor  y  b  diámetro  de  ladrcunferencia  menor,  luego 
se  traza  la  tangente  BQ  a  la  circunferencia  menor 

BQ 

(Q:  punto  de  tangencia)  y  AM  =  a.  Calcular  = 


A)§ 

B)Jf 

D)i 

E)f 

c)J! 


33. 


En  la  figura,  EP  //AD,  AE  =  8;  EF  =  7;  FL  =  1  y 
LP  =  8.  Calcular  BE. 


A)  1 

B)  2 

C)  2,5 

D)  2,6 

E)  3 


34.  En  la  figura,  hallar  AB,  si  AL  =  5  y  LC 
(A  y  D  són  puntos  de  tangencia). 


A)  18 

B)  20 

C)  25 

D)  30 

E)  35 


35.  En  una  circunferencia,  se  trazan  los  diámetros  per- 
pendiculares  AB  y  CD  que  se  cortan  en  O,  luego  se 
trazan  las  cuerdas  BE  y  BF,  las  cuales  se  interse- 
can  con  CO  y  OD  en  M  y  N  respectivamente.  Si  el 
rádió  de  la  circunferencia  midé  1 ,  hallar: 

^(BM)(BE)  +  (BF)(BN) 

A)  1  B)  2  C)  i2 

D)  4  E)  (2 

36.  Si  AP  =  8;  AM  =  6  y  AB  es  diámetro,  hallar  MN. 


A)  4 
D)  10/3 


E)  14/3 


37.  Del  gráfico,  AO  =  OB;  CD  =  3;  GD  =  4  y  FD  =  1 ; 
hallar  DE. 


A)  2 
D)  3,5 


E)  3 


38. 


En  el  gráfico,  AQ  =  8,  QE  =  12  y  EF  =  16.  Si  EBes 
mediana  dél  triángulo  QES,  se  afirma  que  el  trián- 
gulo  QES  es: 


A)  Rectángulo 
C)  Equilátero 
E)  Rectángulo  isósceles 


B)  Escaleno 
D)  Isósceles 


39.  Se  tiene  un  cuadrilátero  ACBE  inscrito  en  una  cir¬ 
cunferencia  donde  AC  =  BC,  las  diagonales  se 
intersecan  en  D.  Calcular  AC,  si  AB  =  5;  CD  =  2; 
AE  +  BE  =  7. 


A)  1,43 
D)  2,8 


B)  1,73 
E)  3,5 


C)  2,5 
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40.  El  diámetro  de  una  circunferencia  tiene  32,5  m; 
éste  se  prolonga  4,5  m.  ^Cuál  seré  la  longitud  de 
la  tangente  trazada  desde  este  extremo? 

A)  12,1  m  B)  12,4  m  C)  12,7  m 

D)  12,9  m  E)  13,2  m 

41.  En  una  circunferencia  de  16  cm  de  diámetro,  se 
traza  en  cuerda  TD  de  12  cm  y  por  T  una  tangente 
TP  a  la  circunferencia,  siendo  PD  una  secante  que 
pasa  por  el  centro  de  la  circunferencia.  Hallar  la 
distancia  de  P  a  la  circunferencia. 

A)  52  cm  B)  54  cm  C)  56  cm 

D)  58  cm  E)  50  cm 

42.  En  el  gráfico,  L1  //  L2,  AP  =  10  y  PC  =  8;  calcular 
el  valor  de  CQ. 


43.  Graficar  al  cuadrilátero  inscriptible  ABCD,  de  modo 
que  AB  =  BD,  mZBCD  =  120°,  BC  =  6  y  CD  =  4. 
Calcular  la  longitud  de  BD. 

A)2VT7  B)  2-/T3  0  2715 

D)  2717  E)27l9 

44.  En  el  gráfico,  las  semicircunferencias  són  con- 
céntricas,  T  es  punto  de  tangencia  y  además: 


(AB)2  +  (BC)2  +  (CD)2  +  (AD)2  =  8: 
Calcular  BD. 


D)  472  E)  8 

45.  En  el  gráfico  P  y  T  són  puntos  de  tangencia.  Si: 
AB  =  a  y  BD  =  b,  calcular  el  valor  de  BC. 


A) 

D) 


ab 

2a  +  b 
ab 

a  +  b 


B) 


ab 

2b  +  a 


.  (7a  +  Vb)2 
'  ab 


C) 


2ab 

a  +  b 


46.  En  un  triángulo  inscrito  en  una  circunferencia,  las 
sagitas  correspondientes  a  cada  lado  midé  1 , 2  y  3. 
Calcular  la  medida  dél  menor  lado  dél  triángulo. 

A)  5  B)  6  C)  7 

D)  8  E) 9 


47.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra¬ 
za  la  ceviana  BD  =  6.  Si  los  inradios  de  los  triángu- 
los  ABD  y  CBD  són  iguales,  calcular  el  producto  de 
los  exradios  relativos  a  los  catetos. 

A)  15  B)  18  C)24 

D)  30  E)  36 

48.  Según  el  gráfico,  calcular  “r”  en  función  de  x  e  y,  si 
ambos  tienen  valores  máximos. 


D)  2/2x7  e)A+v 


49.  Según  la  figura,  calcular  EB,  si  a  +  0  =  90°; 
(BC)(AB)  -  (AE)(DE)  =  25. 


D)  5/3  E)  2/6 

50.  A  y  B  són  puntos  de  tangencia.  Si  EP  =  6  y  EF  =  4, 
calcular  el  valor  de  FG. 


A)  12 
D)  20 


E)  22 


376  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


51.  De  la  figura,  calcular  la  mzATC,  si  la  mAP  =  80° 
(T  es  punto  de  tangencia). 


A)  30° 
D)  45° 


E)  80° 


52.  En  la  figura,  AB  =  1 ,  BC  =  2,  CE  =  17 ,  hallar  CD. 


A)  3  B)  17  C)  75 

D)2l7  E)  7 


53.  En  la  figura^  NP  =  10,  NO  =  15,  AM  =  MB  =  7. 
Calcular  MT,  si  T  es  un  punto  de  tangencia. 


D) 15  E) 16 


54.  Del  gráfico,  calcular  AT,  si  AB  =  3  y  BC  =  2 
(T  es  punto  de  tangencia).. 


A)  572  B)5l5  C)10 

D)  12  E)875 


55.  De  la  figura,  AO  =  OB;  OP  =  1,  PQ  =  3.  Calcular 
(BQ)(QC),  si  M,  N  y  T  són  puntos  de  tangencia. 


A)  (72-1)  B)  2(73  +  1)  04(272  -1) 

D)  272  -  3  E)  5(72+1) 


56.  En  la  figura  mostrada  O  y  O,  són  centros.  Calcular 
AP,  sabiendo  que  CD  =  3;  BC  =  2  y  AB  =  10 


D)  2715  E)  722 

57.  Del  gráfi 
R-  ^ 

R~  T- 


A)  715 
D)  720 

58.  En  el  gráfico,  calcular  (DO)2  -  (DR)2.  Sabiendo  que 
RO  =  a  y  TO  =  b.  Además,  es  T  punto  de  tangencia. 

A)  72b  -  a 

B)  b2  +  a2/2 

C)  3b2  -  2a2 

D)  2b2  -  a2 

E)  3b2 -a2 


59.  Hallar  la  distancia  dél  incentro  al  circuncentro  de 
un  triángulo  cuyo  circunradio  midé  14  cm,  sabien¬ 
do  que  el  producto  de  multiplicar  entre  la  distancia 
dél  incentro  a  un  vértice  y  el  circunradio  dél  trián- 


i,  calcular  DO,  si  (DB)2  +  (BD)2  =  13; 


E)  719 
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gulo  formado  al  unir  el  incentro  con  los  otros  dós 
vértices  es  igual  a  171  cm2. 

A)  3,5  cm  B)  4  cm  C)  4,5  cm 

D)  4,8  cm  E)  5  cm 

60.  En  un  cuadrilátero  ABCD,  inscrito  en  una  circunfe- 
rencia;  la  tangente  trazada  por  D  a  dicha  circunfe- 
rencia  es  paralela  a  AC.  Si  (BD)2  -  (AB)(BC)  =  162, 
calcular  CD. 

A)  9  B)  3/2  C)3/3  D)9/2  E)  18 

61.  En  un  cuadrilátero  ABCD  inscriptible,  se  trazan  las 
perpendiculares  DE,  DF  y  DG  a  los  lados  AB,  AC  y 
BC,  respectivamente.  Si  DE  =  6,  DF  =  3,  DG  =  2, 
AB  =  4,  BC  =  3,  calcular  AC. 

A)  5  B)  5,5  C)  6  D)  6,5  E)  7 


65.  Según  el  gráfico,  calcule  BL,  si  AM  =  a  y  NC  =  b 
(T  es  punto  de  tangencia) 

A)  /a2  +  b2 

B) ^ 

C)  ^a(a  +  b) 

D)  /Ib 

E)  Ma  +  b) 

66.  Según  el  gráfico,  calcule  CD  en  función  de  R  y  r. 


B 


62.  En  el  gráfico,  M,  N,  P  són  puntos  de  tangencia;  cal¬ 
cular  QM,  si  R  =  1 


D)  7  E)  7,18 

63.  Del  gráfico,  calcular  x,  si  DR  =  2(RO)  =  4 
(C  y  M  són  puntos  de  tangencia). 

A)  2/2 

B)  2/3 

C)  5 

D)  |^6 

E) 2/6 

64.  En  el  gráfico  mostrado,  calcular  x.  Si  MA  //  IS, 
mMI  =  mZPSI.  Además,  IS  =  6  y  PS  =  1.  (T  es 
punto  de  tangencia). 


A) 


R-r 

Rr 


D) 


Rr 

R  +  r 


B)2/Rr 


E) 


2Rr 
R  +  r 


C) 


Rr 

R-r 


67.  Calcule  PQ,  si  AB  =  a 
(P,  Q,  T,  A  y  B  són  puntos  de  tangencia) 

A)  2a 

B)  a 

C)  a/2 

D)  4a 

E)  2a /2 

68.  Según  el  gráfico  P,  M  y  N  són  puntos  de  tangencia 
y  (AT)(TB)  +  (BQ)(QC)  =  25,  calcule  PH. 

A)  10 

B)  5 

C)  12,5  A 

D)  5 

E)  10 

69.  Según  el  gráfico  M,  P,  Q  y  N  són  puntos  de  tan¬ 
gencia,  si  AP  =  a,  PQ  =  b,  QB  =  c  y  mMN  =  90°, 
calcule  la  reláción  entre  a,  b  y  c. 


A)  2b  =  a  +  c  B)  b2  =  a2  +  c2  C)  b  =  /ac 

D)  1  =  ^  +  1  E)  b  =  2Vic 
b  a  c 


A)  4 
D)  7,5 


B)4V2 

E)6V2 


C)5V2 


70.  Según  el  gráfico  A  y  B  són  puntos  de  tangencia, 
OT  =  2  y  TQ  =  6,  calcule  V. 
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71.  Calcule  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  en  el 
cuadrado  ABCD;  si  EC  =  2  m  y  DF  =  3  m. 


A)  2  m 

B)  3  m 

C)  4  m 

D)  6  m 

E)  9  m 


74.  En  un  triángulo  ABC,  con  diámetro  AB  se  traza  la 
semicircunferencia  que  interseca  a  AC  en  F;  en  el 
arco  BF  se  ubica  un  punto  E,  tal_que  la  tangente 
trazada  por  E  es  perpendicular  a  FC  en  D.  Calcule 
ED,  si  AD  =  8  cm  y  BE  =  3  cm. 

A)  5  cm  B) /2  cm  C)  2/2  cm 

D)  4  cm  E)  6  cm 


72.  En  la  figura,  AB  es  diámetro  de  la  semicircunferen- 
cia.  Si  AB  =  2R,  HB  =  b,  MB  =  a,  calcule  PQ. 


A)  ab(2R  -  a) 


C)  2R(a  -  b) 


B)  (2R  -  a)^| 

D)^ 


73.  Según  la  figura,  calcule  AB,  si  AP  =  6. 


A)  6/2  B)4/2  C)  6 

D)  8  E) 12 


76. 


77. 


Del  gráfico  20  +  a  =  40°,  (A  y  C  són  puntos  de 
tangencia).  Calcule  x. 


Del  gráfico,  calcule  AT  (P  y  T,  puntos  de  tangencia) 


78. 


A)  /Í5 

B) 3/Í5 

C) 2/Í5 

D)  8 

E)  9 

A 

Según  el  gráfico,  calcule  R,  si  (AB)(CD)  =  /k , 
(BH)(BD)  =  k.  (B  y  D  són  puntos  de  tangencia). 


: 


: 


1. 

D 

11. 

C  i 

21. 

C 

31. 

E 

41. 

C 

51. 

C 

61. 

D 

1  71. 

D 

2. 

C 

12. 

A 

22. 

C 

32. 

B  I 

I  42. 

B 

52. 

E 

62. 

E 

:  72. 

B 

3. 

E 

13. 

B 

23. 

E 

33. 

B 

1  43. 

E 

53. 

D 

|  63. 

E 

|  73. 

C 

4. 

B 

14. 

B 

24. 

C 

34. 

D 

44. 

A 

54. 

B 

|  64. 

B 

1  74. 

C 

5. 

C 

15. 

C 

25. 

C 

35. 

B 

I  45. 

A 

55. 

C 

65. 

D 

j  75. 

B 

6. 

E 

16. 

C  ; 

26. 

E 

36. 

E 

1  46. 

B 

56. 

D 

j  66. 

E 

|  76. 

B 

7. 

B 

17. 

C 

27. 

D 

37. 

c  1 

47. 

E 

57. 

E 

|  67. 

C 

j  77. 

C 

8. 

D 

18. 

D 

28. 

A 

38. 

D 

48. 

D 

58. 

D 

|  68. 

B 

i  78. 

C 

9. 

E 

19. 

D 

29. 

A 

39. 

D 

49. 

B 

59. 

E 

!  69. 

B 

10. 

C 

20. 

E 

30. 

D 

40. 

D 

1  50. 

D 

60. 

D 

70. 

B 

Polígonos 
regulares 
Longitud  de  la 
circunferencia 


Johann  Cári  Friedrich  Gauss  (Brun¬ 
swick,  30  de  abril  de  1777-Gotinga, 
23  de  febrero  de  1855)  fue  un  ma- 
temático,  astrónomo,  geodesta  y 
físico  alemán  que  contribuyó  signi- 
ficativamente  en  muchos  campos, 
incluida  la  teória  de  números,  el 
análisis  matemático,  la  geometria 
diferencial,  la  estadística,  el  álge- 
bra,  la  geodesia,  el  magnetismo  y 
la  óptica.  Considerado  «el  príncipe 
de  los  matemáticos»  y  «el  matemá¬ 
tico  más  grande  desde  la  antigüe- 
dad».  Gauss  ha  tenido  una  influen- 
cia  notable  en  muchos  campos  de 
la  matemática  y  de  la  ciencia,  y  es 
considerado  unó  de  los  matemáti- 
cos  que  más  influencia  ha  tenido 
en  la  história. 


ontania.  1777  -  Aleman/a,  1855 


Es  claro  que  Gauss  éra  un  genio 
en  varias  disciplinas,  pero  no  se 
decidió  por  las  matemáticas  hasta 
el  30  de  marzo  de  1796,  porque  ese  mismo  dia,  cuando  le  faltaba  aún  un  mes  para  cumplir  los 
diecinueve  anos,  hizo  un  brillanté  descubrimiento.  Desde  hacía  más  de  2000  anos,  se  sabía  cómo 
construir  con  regla  y  compás  el  triángulo  equilátero,  el  cuadrado  y  el  pentágono  regular  (así 
como  algunos  otros  polígonos  regulares  cuyos  números  de  lados  són  múltiplos  de  dós,  de  trés  o 
de  cinco),  pero  ningún  otro  polígono  regular  con  un  numero  primo  de  lados.  Ese  dia  en  cuestión. 
Gauss  halló  un  método  para  construir  un  polígono  regular  de  1 7  lados  con  ayuda  de  regla  y  com¬ 
pás,  e  incluso  fue  más  állá,  demostrando  que  solo  ciertos  polígonos  regulares  se  podían  construir 
con  ayuda  de  regla  y  compás. 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<♦  P0LÍG0N0S  REGULARES 


4.  Octógono  regular 


Són  aquellos  polígonos  convexos  que  tienen  sus  lados 
y  ángulos,  respectivamente,  congruentes. 

Todo  polígono  regular  puede  ser  inscrito  y  circunscrito  a 
dós  circunferencias  concéntricas. 


Ln— M 


O:  centro  de  la  circunferencia. 

R:  circunradio. 

Ln:  longitud  dél  lado,  para  el  polígono  regular  de  n  lados. 
an:  longitud  de  la  apotema. 

ACOB:  elemento  fundamental  dél  polígono. 
an:  medida  dél  ángulo  Central  o  dél  arco  que  subtiende 
cada  lado  dél  polígono. 


Cálculo  de  la  longitud  dél  lado.  En  el  ACOB  con  la  ley 

de  cosenos: 


L„  =  R  V2  (1  —  COSaJ 


Cálculo  de  la  apotema.  En  el  AOHZ: 


a„  =  |i4R2  -  L2„ 


<4  POLÍGONOS  REGULARES  NOTABLES 


1.  Triángulo  equilátero 


Le  =  RV2-V2 

I 

a8  =  1^2  +  72 

5.  Dodecágono  regular 


L12  =  RV2-./3 

• 

a12  =  +  V3 

6.  Decágono  regular 


7.  Pentágono  regular 


L5  =  |V10-V2Ö 


Propiedad 

Los  lados  dél  pentágono,  hexágono  y  decágono  regula- 
rés  formán  un  triángulo  rectángulo;  así: 


Le 


Lio 


a5  =  |(V5  +  1) 
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En  resumen: 


Polígono 

regular 

an 

L„ 

3n 

Triángulo 

120° 

r73 

R 

2 

Cuadrado 

90° 

R/2 

RV2 

2 

Hexágono 

60° 

R 

R/3 

2 

Octógono 

45° 

RV2-V2 

|V2  +  V2 

Dodecágono 

30° 

RV2-V3 

RV2  +  V3 

Decágono 

36° 

f((5-1) 

^Í10  +  V2Ö 

4 

Pentágono 

72° 

B-V10-/2Ö 

1(75  +  1) 

AOZB  (isósceles)  OZ  =  BZ  =>  OZ  =  L10 
=>  ZA  =  OA  -  OZ 
=>  ZA  =  R  -  L10 

En  el  AABO,  por  el  primer  teorema  de  la  bisectriz: 

AB  _  ZA 
OB  OZ 


B 


•  T?  =  =»  (L<°)2  =  R(R  “  L'») 

^  L10 

De  donde:  L10  =  r(  ^  ~  j 


<4  DIVISIÓN  DE  UN  SEGMENTO  EN  MEDIA  Y 
EXTREMA  RAZÓN 

Dividir  un  segmento  en  média  y  extrema  razón,  quiere 
decir  dividir  la  longitud  dél  segmento  en  dós  partes  di- 
ferentes,  siendo  la  mayor  média  proporcional  entre  la 
parte  menor  y  el  totál.  A  la  porción  mayor,  se  le  llama 
sección  áurea  dél  segmento  totál. 

i -  x  - 1 

Á  P  B 

i -  a  - 1 

Asi;  (definíción)  =>  (AP)2  =  AB(PB) 

Si  AB  =  a,  entonces,  para  hallar  x:  x2  =  a(a  -  x) 

=>  x2  +  ax  -  a2  =  0  =>  x  = 

(formula  de  la  sección  áurea  de  un  segmento  de  lon¬ 
gitud  a). 

A  la  cantidad:  [p* )  se  la  conoce  como  número  áu- 
reo  (0,61803). 

Propiedad 

El  lado  dél  decágono  regular  tiene  longitud  igual  a  la 
sección  áurea  dél  rádió  de  la  circunferencia  circunscrita. 
En  efecto,  sea  ABCD  el  decágono  regular  inscrito  en  la 
circunferencia  de  centro  O  y  rádió  R.  Demostremos  que: 


A  L10  =  R( 


Para  ellő  extraemos  el  AAOB;  tracemos  la  bisectriz  BZ 
dél  ZABO.  Entonces,  se  observa: 

AZBA  (isósceles)  BZ  =  AB  =*  BZ  =  L10 


<4  LONGITUD  DE  IA  CIRCUNFERENCIA 

n 

Como:  ttr-  =  n 


Es  decir,  la  longitud  de  toda  circunferencia  es  propor¬ 
cional  a  la  longitud  de  su  rádió. 

Usualmente,  la  longitud  C  de  una  circunferencia  se  deja 
indicada  en  función  de  n. 

Por  ejemplo,  para  una  circunferencia  de  rádió  5  cm, 
C  =  1 0rc  cm. 

Si  D  es  longitud  de  diámetro  de  una  circunferencia: 


I - D- 


C  =  7cD 


<4  LONGITUD  DE  ARCO 


La  longitud  de  un  arco,  cuyo  ángulo  Central  tiene  medi- 
da  a,  se  evalúa: 

L^:  longitud  dél  arco  AB. 
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Éjem  pl  os  : 

1.  El  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  en  un  hexá- 
gono  regular  es  3.  Hallar  la  longitud  dél  rádió  de  la 
circunferencia  circunscrita  al  mismo  polígono. 

Resolución: 


Según  el  gráfico  dado  por  el  enunciado:  OH  =  3 
En  el  AAHO  (30°  y  60°): 

^73  =  OH  =»  ^73  =  3 
De  donde:  R  =  2/3 


2.  Hallar  el  perímetro  dél  triángulo  que  se  forma  al 
unir  los  puntos  medios  de  trés  lados  no  consecuti- 
vos  de  un  hexágono  regular  de  circunradio  R. 

Resolución: 


Como:  mABCD  =  180°  =*  AD  es  diámetro 

En  el  trapecio  ABCD:  x  =  AP  +  BC 

2R  +  R  3  o 
— 2“  =2R 


Donde:  BC  =  L6  =  R  =>  x 


Como  el  triángulo  es  equilátero,  su  perímetro  es: 
3x=^ 


3.  Sobre  el  arco  AB,  de  la  circunferencia  circunscri¬ 
ta  a  un  hexágono  regular  ABCDEF,  de  lado  a,  se 
torna  un  punto  R  Hallar: 

I  =  (PA)2  +  (PB)2  +  (PC)2  +  (PD)2  +  (PE)2  +  (PF)2 


Resolución: 


Se  observan  en  los  triángulos  rectángulos: 


(PA) 2  +  (PD)2  =  (AD)2 

(PB) 2  +  (PE)2  =  (BE)2 

(PC) 2  +  (PF)2  =  (FC)2 


(+) 


=>  2  =  (AD)2  +  (BE)2  +  (FC)2  ^  I  =  12a2 


4.  En  un  octógono  regular  ABCDEFGH  de  circunradio 
R,  hallar_l£  distancia  dél  vértice  A  al  punto  medio 
dél  lado  DE. 

Resolución: 


OM  =  a8  =  ^72+7? 

En  el  triángulo  ADE,  por  ser  base  média: 

AD  =  2(OM)  =s>  AD  =  R/2+7f 
En  el  triángulo  rectángulo  ADM: 

(AM)2  =  (AD)2  +  (DM)2 

(AM)2  =  (R V2  +  72  )2  +  (|/2^7?)2 
AM  =  B.V10  +  3V2 

5.  En  una  circunferencia  de  centro  Q  y  rádió  Í2 ,  se 
trazan  los  diámetros  AB  y  DE,  perpendiculares  en- 
tre  sí.  La  recta  que  une  el  punto  A  con  el  punto 
medio  O  de  BC,  lado  dél  hexágono  regular  inscrito, 
corta  a  DE  en  N.  Indicar  cuanto  midé  QN. 


Resolución: 

Sea  el  gráfico,  con  los  datos: 


Como  CB  =  L6  =  72  a  OB  =  OC  =  ^ 
Se  traza  OH  1  OB 
En  el  AOHB  (30°  y  60°) 

HB  =  ^  ^  y  OH  =  (HB)V3  = 

AAQN  ~  AAHO:  ^ — 

K  72+^72 

4  4 
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6.  La  hipotenusa  de  un  triángulo  rectángulo  ABC, 
midé  AC  =  2.  Se  traza  la  bisectriz  interior  BD.  Si 
BD  =  AB,  hallar  AB. 

Resolución: 


AB  =  x 

B  es  el  centro  de  una  circunferencia  de  rádió 
AB  =  BD,  donde:  AD  =  L8  ya  que  mZABD  =  45° 

Trazamos  BH  1  AC  =>  AH  =  2  -  f2 

Por  relaciones  métricas:  AB2  =  (AC)(AH) 
x2  =  (2)(|V2  -J2)~x  =  l2-l2 

7.  En  un  cuadrado  ABCD,  de  lado  a,  tomando  como 
centros  los  vértices  A  y  D  y  con  rádió  a  se  trazan 
los  arcos  BD  y  AC,  secantes  en  F.  Hallar  la  distan¬ 
cia  entre  los  puntos  medios  deAF  y  FD. 

Resolución: 

Sea  el  gráfico: 


El  triángulo  AFD  es  equilátero 
Luego,  mAF  =  mFD  =  60°  (ángulo  Central). 
Ángulo  inscrito  mZAFM  =  mZNFD  =  =  150 

Entonces,  por  arco  que  subtiende: 

FM  =  FN  =  L,2  =  a^2-V3 

En  el  AMFN,  isósceles:  MN  =  MFV2 

MN  =  a^4-2V3  =>  MN  =  a(/3  -  1) 

8.  En  una  circunferencia  de  rádió  R,  hallar  la  longitud 
de  la  cuerda  que  subtiende  un  arco  de  144°. 

Resolución: 


Sea  AB  la  cuerda,  tál  que  mAB  =  144° 

Si  se  traza  el  diámetro  AC:  mBC=  36°  =*  OM  =  a10 
En  el  AABC: 

AB  =  2(a10)  =»  AB  =  2^10 +  V2ö) 

=>  AB  =  ^H0  +  /2Ö 

9  En  un  AABC,  mZA=  18°,  mZC  =  27°yAC  =  Í5  +  1; 
hallar  BC. 

Resolución: 


Dibujamos  la  circunferencia  circunscrita  al  AABC. 
R:  circunradio  ^ 

Como:  mZA=  18°  =>  mBC  =  36° 

y  mZC=  27°  =>  mAB  =  54° 

Luego:  ABC  =  90° 

Entonces,  AC  es  un  lado  dél  cuadrado  inscrito  en  la 
circunferencia:  _ 

AC  =  L4  =>  V5  +  1  =  R/2  =»  R  =  Í5  +  1 

V2 

También,  BC  =  L10  ya  que  mBC  =  36° 

Para  el  decágono  regular:  L10  = 

-  BC  =  |(V5  -  1)  -  BC  =  ^|Zl^(V5  +  1) 

.-.  BC  =  i2 

10.  Hallar  la  longitud  dél  lado  de  un  pentágono  regular, 
sabiendo  que  una  diagonal  midé  a. 


Resolución: 

Es  fácil  probar  que  en  el  pentágono  regular,  todas 
las  diagonales  són  congruentes.  Como  B  equidista 
de  E  y  D;  B  es  centro  de  una  circunferencia  de  rá¬ 
dió  a,  pasando  por  E  y  D.  En  dicha  circunferencia: 
ED  =  L10  =  -|(/5  -  1)  (Lado  dél  pentágono  regular 
en  función  de  la  diagonal). 


384  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens _ 

11.  En  un  triángulo  ABC  acutángulo,  mZB  =  75°  y 
AC  =  12,  se  trazan  las  alturas  AQ  y  CH.  Hallar  HQ. 

Resolución: 

B 


mZBAQ  =  15°  =>  mHQ  =  30° 

Luego:  HQ  =  L12  =  RV2  - /3 
Pero:  R  =  =  -J  =  6  HQ  = 

12.  Hallar  la  longitud  dél  lado  de  un  decágono  regular, 
sabiendo  que  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita 
en  él,  midé  0,5  cm. 

Resolución: 


Dato:  r  =  0,5  cm 

Sabemos  que  si  R  es  el  circunradio: 

L12  =  RV2-/3  A  a, 2  =  B.V2  +  /3 

Luego:  ^  =  2/2~g  -  L12  =  2(2  -  V3)a12 
ai2  V2  +  /3 

Siendo:  a12  =  r 

Entonces,  L12  =  2(2  -  /3  )r 

Con  el  dato:  L12  =  2(2  -  /3)0,5 

L12  =  (2  -  /3  )  cm 

1 3.  En  una  circunferencia  de  rádió  V 2  +  /3  ,  se  inseribe 
el  triángulo  isósceles  ABC,  tál  que  mZB  =  120°. 
Luego,  se  dibuja  interiormente  el  cuadrado  BCPQ. 
Hallar  AQ. 

Resolución: 

D 


Para  la  circunferencia  de  rádió  R:  AB  =  Lg  =  R 
Para  la  circunferencia  de  centro  B  y  rádió  AB  =  BQ: 
AQ  =  L,2=ABV2-V3 
=»  AQ  =  RV2-V3 

=>  AQ  =  V(2  +  V3)(2-/3) 

AQ  =  1 

14.  Hallar  la  reláción  entre  los  rádiós  de  las  circunferen- 
cias,  inscrita  y  circunscrita  a  un  octógono  regular. 

Resolución: 


Del  gráfico,  sabemos  que: 

OM  =  a„  =9  r  =  ^Í2T72 

r  _  V2  +  V2 
•R  “  2 

15.  Hallar  la  reláción  entre  las  longitudes  de  los  lados 
de  dós  octógonos  regulares,  inserito  y  circunscrito, 
a  la  misma  circunferencia. 

Resolución: 


Los  polígonos  regulares  de  igual  número  de  lados 
són  semejantes.  Luego,  como  se  pide  de  la 
semejanza,  podemos  eseribir: 
razón  de  lados  =  razón  de  apotemas 

MN  OH  MN 
AB  ON  =  AB  R 


.  MN  V2+7? 
' '  AB  2 
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ff 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 


E 


1.  Hallar  el  perímetro  de  un  heptágono  regular 
ABCDEFG.ajL  +  i.1 


Resolución: 


Como:  mABC  =  mCDE  =>  CE  =  AC  =>  CE  =  m 
mABCD  =  mAGFE  =>  AD  =  AE  =>  AD  =  n 

En  ACDE,  teorema  de  Ptolomeo: 

AE(CD)  +  AC(DE)  =  AD(CE)  =>  nx  +  mx  =  mn 

x(n  +  m)  =  nm  =>  =  -1 

'  nm  x 

De  donde:  —  +  -  =  — 
m  n  x 

(Propiedad  para  todo  heptágono  regular) 
Comparando  con  el  dato:  x  =  6 
Perímetro:  42 

2.  ABCDEF  es  un  hexágono  regular  circunscrito  a 
una  circunferencia  de  rádió  r,  tangente  a  BC  en  Q. 
AQ  corta  a  la  circunferencia  en  M.  Hallar  AM. 

Resolución: 


Además  en  ASB:  AS  =  OQ  =>  AS  =  r  A 
SB  =  Ap  =■  SB  =  ^13 

Luego:  SQ  =  SB  +  BQ  =  ^  +  r-j-  =>  SQ  =  |r/3 

En  AASQ,  teorema  de  Pitágoras:  AQ2  =  AS2  +  SQ2 
(AQ)2  =  r2  +  (§rV3)2  =»  AQ  =  £V5Í  ...(3) 

JÖ i 

Reemplazando  (2)  y  (3)  en  (1):  AM  =  r-^- 

3.  El  triángulo  equilátero  ABC,  está  circunscrito  a  una 
circunferencia  de  rádió  r,  tangente  a  AB  en  M  y  a 
BC  en  N.  Si  Q  es  el  punto  medio  de  MN,  hallar 
(BQ)2  +  (AQ)2. 

Resolución: 

B 


O:  baricentro  dél  triángulo  ABC  =>  BO  =  2(OH) 

BO  =  2r  =>  BQ  =  r 

AAHO  (30°  y  60°):  AH  =  rV3 

AAHQ:  (AQ)2  =  (AH)2  +  (HQ)2 

(AQ)2  =  (rV3  )2+  (2r f  =»  AQ2  =  Ír1 

Luego:  (BQ)2  +  (AQ)2  =  ^  +  7^  =  8^ 


Según  el  gráfico,  T  es  punto  de  tangencia  en  AB 
Por  el  teorema  de  la  tangente: 

(AT)2=AQ(AM)  ...(1) 

TrazamosAS,  perpendicular  a  BC. 

AEWO:  EW  =  =»  EW  = 

fi  13 


=»  ED  =  2EW  =  ^r-Í3  (lado  dél  hexágono). 
Entonces: 


AB  =  |rV3  y  AT  =  Ap  =>  AT  =  ^13 


4.  Un  arco  (con  rádió  de  8  m)  midé  3  m.  ^Qué  diferen- 
cia  existe  entre  la  longitud  de  este  arco  y  la  de  otro, 
dél  mismo  valor  angular,  de  6  m  de  rádió? 

Resolución: 

áí 


Por  semejanza: 


L  -  Lx  =  3  -  2,25  =  0,75  m 


L  =  3 


5.  Sobre  el  diámetro  2R  de  un  semicírculo,  se  tornán 
segmentos  cualesquiera  AB,  BD,  DE,  EF  y  FG,  los 
cuales  se  utilizan  como  diámetros  de  otras  semicir- 
cunferencias,  según  la  figura.  Calcular  la  longitud  totál 

de  mA^B  +  mBC2D  +  mDC3E  +  mEC4F  +  mFC5G 


...(2) 
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Resolución: 


Llamando,  L,  L„  L2, ...  a  las  longitudes  de  las  semi- 
circunferencias:  L  =  tiR 


Sumando:  1^  +  l_2  +  L3  ...se  tiene: 

L1  +  Lí  +  L3  +  L4  +  L5  =  ^(AB  +  BD  +  DE  +  EF  4-  FG)  = 

§  (2R)  =  nR 

.".  L!  +  L2  +  L3  +  L4  +  L5  =  tiR 

6.  Hallar  la  longitud  de  la  figura,  si  mEF  es  de  60°  y 
los  demás  arcos  són  semicircunferencias  de  igual 
rádió. 


Resolución: 


Se  analiza  una  parte  de  la  figura;  el  perímetro  pedi- 
do  equivale  a: 

x=8(Lof)  +  4(Lép)  ...(1) 

Como:  OM  =  OF  =  MF  =>  AOMF  es  equilátero, 

Entonces: 

mZOMF  =  mZEOF  =  60°  y  mZFOP  =  30° 
Análogamente:  mZMOE  =  30°  =*  mZEOF  =  30° 

Lue0o:L5-2.(MO)(=!í«íE),2.(l)(^-) 

-Ls-f 

También: 

Reemplazando  en  (1): 


Resolución: 


Se  tendrá:  L,olal  =  5(L*g)  +  Lg?  ...(1) 

Como:  AB  =  1^=  R,  esto  indica  que  el  rádió  de 
AB  es  ^ 

Luego:Ls  =  ^  ...(2) 

También:  LS  =  2hR(  Jj^-)  =  ^  -<3) 

Reemplazando  en  (1 ):  Ltota,  =  5(iy) +  ^ 

.  ,  _  17nR 

•  •  ^-total  g 

7.  La  figura  muestra  un  cuadrado  de  lado  L,  una  cir- 
cunferencia  y  cuatro  semicircunferencias.  Hallar  el 
perímetro  de  la  región  sombreada. 


8.  Hallar  el  perímetro  de  la  figura  sombreada,  si  el 
rádió  OA  midé  R,  mZAOB  =  60°.  Además,  O  es 

centro  de  EF ;  AE  y  FB  són  diámetros. 


Resolución: 


x  =  +  Lpg  +  Lép  +  L^mb  -(l) 

Debemos  encontrar  los  otros  rádiós,  en  función  de  R. 
Sean  P  y  r,  centro  y  rádió  de  la  circunferencia. 
AOFP  (30°;  60°)  OP  =  2PF  =*  OP  =  2r 

Entonces:  OP  +  PM  =  OM 


2r  +  r  =  R  =»  r  =  ^ 

Además,  OF  =  r/3  =  *13  y  FB  =  R  -  rV3 
=>  FB  =  R-B.V3 

AE  y  FB  formán  una  circunferencia  de  diámetro  FB. 
-  L2+LS  =  n(FB)  =  lt(R-|/3) 

=*  +  L^b  = -jR(3  — /3) 

Por  otro  lado: 

L®-2*<r'5»(lr)-2*(ls)(w) 

,  _  nRV3 

-LEF  =  -g- 

l^b  =  2nR(^" )  =>  l^b  =  -^ 

Finalmente,  reemplazando  lo  hallado  en  (1): 
x  =  ÍR(3-V3)  +  iM  +  ^ 

...  x=^R(6-V3) 

9.  La  figura  muestra  trés  circunferencias  de  igual  rá¬ 
dió  r,  ortogonales  entre  sí,  dós  a  dós.  Hallar  el  pe- 
rímetro  de  la  figura  sombreada. 


Por  ser  ortogonales  las  circunferencias: 

ÖÁ 1  PA;  ÖC  1  QC,  QB  1  PB;  ÖE  1  PE, 

OAPE  es  un  cuadrado. 

La  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  internos  de 
APBQCO  es  180°  (6  -  2)  =  720° 

Pero:  mZA  +  mZB  +  mZC  =  3(90)°  =  270° 
mZAOC  +  mZCQB  +  mZAPB  =  720°  -  270° =450° 

y  mZAOC  =  mZCQB  =  mZAPB  =  =  150° 
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=>  mZEOC  =  mZAOC  -  mZAOE  =  150°  -  90° 
mZEOC  =  60°  =»  mZEOF  =  30° 

Luego:  LE~F  =  2*r(^)  =  2nr(^-)  =  f 
Perímetro  =  3(L§p)  = 

10.  La  longitud  dél  lado  dél  cuadrado  ABCD  es  6  cm. 

A  es  centro  dél  arco  BD;  D  es  centro  dél  arco  AC; 
BC  es  diámetro. 

Hallar  la  suma  de  longitudes  de  los  arcos:  Lp  +  L^ 


Si  se  trazan  AO,  OF  y  AF: 

AABO  s  AAFO  (LLL)  =>  mZAFO  =  mZABO  =  90° 

Entonces,  si  mzBAF  =  a. 

mZFOC  =  a  y  mZEOB  =  a 

Sea:  mZFAD  =  p  =*  a  +  p  =  90°,  en  el  vértice  A. 

=>  mZEOF  =  2p 

AMD,  equilátero,  ya  que  AM  =  AD  =  DM 
=>  mZMAF  =  60°  -  p 

Luego:  La  =  2(6)(^_Z) «  LfiS  =  35(60  -  p) 
Lef  +  =  2n  cm 

11.  Calcular  la  longitud  dél  lado  dél  dodecágono  re- 
gular  circunscrito  a  una  circunferencia  cuyo  rádió 
midé  (2  +  /3 ). 

Resolución: 
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Dato:  R  =  2  +  Í3 


1 


2  +V3 

=>  a2  =  1  +  (2/3 )2  =»  a  =  2-Í2  +  E 
APOQ:  L12  =  a/2-/3  =  2(/2  + /3  )(/2  - /3 ) 
L12  =  2/4^3  =>  L12  =  2 


12.  Hallar  el  lado  el  cuadrado  inscrito  en  un  sector  cir- 
cular  de  60°  de  rádió  R  y  conociendo  que  dós  de 
sus  vértices  estén  sobre  el  arco  dél  sector. 

Resolución: 


kOHB;  por  el  teorema  de  Pitágoras: 


R2  =  -^(7  +  4/3  +  1)  =>  R2  =  -£(8  +  4/3) 
4-3 


13.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  se  traza  BN  per- 
pendicular  a  la  bisectriz  interna  dél  ZC,  BC  =  16, 
mZA  =  54°.  Hallar  BN. 


14.  Hallar  la  longitud  de  arco  de  circunferencia  cuya 
medida  es  108°,  que  subtiende  una  cuerda  cuya 
longitud  es  (/5  +1). 


Resolución: 


De  la  figura: 

/5  +  1  =  |(/5  +  1) 


=»  R  =  2 

Luego:x  =  2n(2)[l§§] 


15.  Determinar  la  longitud  de  la  circunferencia  inscrita, 
si  ABCD  es  un  cuadrado  de  lado  L. 

A  B 


AC  =  L/2  =  L  +  x  +  x/2 

x(/2  +  1)  =  L(/2  —  1)  =>  x  =  1  ~_[)2 — 

(/2  +  1)(/2  -  1) 

=>  x  =  L(3  -  2  ■12)  L*  =  2tcL(3  —  2  72 ) 


16.  Hallar  el  perímetro  de  la  región  sombreada. 


Resolución: 


Luego,  el  perímetro  de  la  región  sombrada  es: 
2p  =  18n  +  67t  +  ...  2p  =  697t/2 
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17.  ABC  es  triángulo  equilátero,  AB  y  BC  són  diámetro 
y  EFM  es  arco  de  circunferencia  con  centro  en  B. 
Si  AC  =  2,  hallar  L^. 


Resolución: 


De  la  figura:  Lé™  = 

18.  ABCD  es  un  paralelogramo  con  BD  1  AD  y  O  es 
punto  medio  de  AC.  Con  centro  en  D  se  traza  el 
arco  OE(E  e  DC),  si  BC  =  BD  =  a,  hallar  la  Léö- 

Resolución: 


19.  En  un  triángulo  ABC,  se  tieneque  la  mZBAC =  18°, 
mZACB  =  45°,  si  BC  =  (75  -  1),  hallar  la  longitud 
de  AB. 

Resolución: 


LAOB:  x  =  R/2 

AOBC:(V5-1)  =  |(/5-1)  ~  R  =  2  .-.x  =  2V2 


20.  En  un  triángulo  ABC  (obtuso  en  B),  la  mZACB  =18°, 
AB  =  2,  AC  =  (/5  +  1),  hallar  la  mzBAC. 


AAOB:  2  =  -  1)  =>  R  =  V5  +  1 

AAOC  (equilátero)  OA  =  OC  =  AC 
AAOB  (isósceles)  x  +  60°  =  72°  .*.  x  =  12° 

21.  En  un  pentágono  regular  ABCDE,  se  traza  DF  per- 
pendicular  a  AB  y  se  prolonga  FD  hasta  P  de  ma- 
nera  que  BE  =  CP.  Calcular  la  mzDAP. 

Resolución: 


AECP  es  equilátero. 

C:  circuncentro  dél  AAEP  =>  mzPAE  =  30°. 
Luego:  x  +  30°  +  72°  =  108°  .\  x  =  6° 

22.  En  un  heptágono  regularABCDEFG,  si  =  yL 

hallar  la  longitud  dél  lado  dél  polígono. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Ptolomeo  en  el  cuadrilátero  ins- 
crito  ACDE:  ab  =  ax  +  bx 

1  =  14-1-  J- 

x  a  b  10 


.-.  x  =  10 
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23.  ABCDEF  es  un  hexágono  regular  de  lado  L  cir- 
cunscrito  a  una  circunferencia  de  centro  O.  Cal- 
cular  el  perímetro  dél  octágono  regular  inscrito  en 
dicha  circunferencia. 

Resolución: 


A.  Sabemos  que:  L8  =  R  V2  —  /2 

LV3  /  5  \  LV3  Reemplazando:  x  =  MpL ^2  _  f2 
2/  \2  2 
/  \  El  perímetro  dél  octágono  regular 

L _ A  seré:  2p  =  4LV3V2-  /2 

X 

24.  El  triángulo  ABC  esté  inscrito  en  una  circunferencia 
de  rádió  R.  Si  mZA=  22,5°  y  mZC  =  45°,  calcular 
la  longitud  de  la  mediana  CM. 

Resolución: 


AABC,  por  teorema  de  la  mediana 
R2(2  -  /2)  +  R2(2  +  i2)  =  2x2  +  (R^)2 
4R2  =  2x2  +  R2  =»  2x2  =  3R2 
«x  =  R^|  ,x=BV6 

25.  En  un  hexágono  regular  ABCDEF,  se  traza  la  bi- 
sectriz  interior  FG  dél  triángulo  ABF  y  en  el  seg- 
mento  FD  se_ubica  el  punto  H  de  manera  que 
AF  =  FH  (HG  interseca  a  BF  en  el  punto  I),  si 
Hl  =  2/5  ,  hallar  la  apotema  dél  hexágono. 

Resolución: 


nAGHF  (inscriptible):  mZGHA  =  mZAFG  =  15° 
AFIH  (equilátero):  n  =  2 75 
Apotema  dél  hexágono  regular: 

aP=^ 

ap=^V3  .-.  ap=VÍ5 

26.  Calcular  la  longitud  dél  lado  dél  cuadrado  inscrito 
en  un  sector  circular  de  45°  y  de  \2  +  72  m  de  rádió 
de  manera  que  dós  vértices  de  cuadrado  estén  en 
el  arco  dél  sector. 

Resolución: 


27.  En  la  figura,  M,  N  y  P  són  puntos  medios  de  los 
lados  dél  triángulo  equilátero  ABC  inscrito  en  una 
circunferencia  de  rádió  R.  Hallar  el  perímetro  de  la 
región  sombrada  MNP. 


Resolución: 


B 


De  la  figura:  LMP  —  LNP  —  LMN  —  L 
Se  pide  hallar  x  =  3L 

Pero:L  =  2Il(M)(^)=>L=lIlR/3 

3L=  ^jiR73 
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28.  En  la  figura,  se  tienen  dós  circunferencias  con- 
céntricas  de  centro  O,  rádió  r  y  R  (r  <  R).  A  y  B 
recorren  una  igual  longitud  en  el  sentido  indicado 
hasta  alcanzar  las  nuevas  posiciones  A\  B’  respec- 
tivamente.  Si  mZA'OB'=  90,  calcularx. 

✓  x 

✓  \ 


Resolución: 

/  \ 


De  la  figura: 

L  -  -  2"R(  3®-) 

r(90°  -  x)  =  Rx  =>  90°  r  -  rx  =  Rx 

x(R  +  r)  =  90°r 


29.  En  un  cuadrado  cuyo  lado  midé  L,  se  trazan  arcos 
interiores,  haciendo  centro  en  cada  vértice  y  con 
rádió  L,  que  al  intersecarse  determinan  un  cuadri- 
látero  curvilíneo.  Hallar  su  perímetro. 


De  la  figura:  x  =  2tcL(^| 
x=lnL 

••  4x  =  1r 


30.  En  un  polígono  regular  ABCDE...  <j,Qué  ángulo 
forma  AD  y  CE,  siendo  n  el  numero  de  lados  dél 
polígono? 


Resolución: 

Por  ser  polígono  regular  está  inscrito 


9  =  Ml 

Interior^ZL^! 

540° 

Reemplazando:  .*.  x  = 

31.  Dado  el  pentágono  regular  ABCDE  inscrito  en  una 
circunferencia  de  centro  O  y  un  circunradio  que 
midé  R.  Se  traza  un  arco  de  circunferencia  que  une 
los  puntos  C  y  E,  pasando  por  el  centro  O.  Halle  la 
longitud  de  dicho  arco. 

Resolución: 


C 


AOO'E  isósceles,  donde  mZOO'E  =  36° 

R  =  |(V5  -  1)  =>  a  =  |(V5  +  1) 

Luego:  =  2nag] 

=  Leói  =  2x(|)(/5  +  1)(i)  Lcöe  =  ^ (^5  +  1) 

32.  Hallar  la  longitud  de  la  base  mayor  de  un  trapecio, 
si  los  otros  trés  lados  miden  (3  -  /5 )  y  que  unó  de 
sus  ángulos  midé  36°. 

Resolución: 


Para  resolver  este  probléma,  es  necesario  recordar  el 
triángulo  rectángulo: 
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Luego:  AH  =  QD  =  -|(/5  +  1) 

c  ,  a(V5  +  1)  a(V5  +  1) 
Sumando:  x  =  — ■ — - — -  +  a  +  — : — 7 - - 


•  =  a(iSVi+l) 


x=  |(V5  +  3) 


Pero  a  =  3  -  (5 

Reemplazando:  x  =  (3  -  V5  )(3  +  (5  )/2 
=>  x  =  x  =  2 


33.  Un  cuadrado  se  encuentra  inscrito  en  una  circunfe- 
rencia  cuyo  diámetro  midé  4(2.  Calcular  la  longi- 
tud  dél  lado  dél  octógono  inscrito  en  el  cuadrado. 

Resolución: 

H 


Los  cuadrados  ABCD  y  GIHP  són  congruentes. 
Por  dato:  AC  =  BD  =  4  (2  ,  entonces  AB  =  BC  =  4 
En  BC:  a  +  a^2  +  a  =  4 


El  octógono  EFNQMLTS  es  regular,  en  el  cual: 

NQ  =  a/2  ...(2) 

Reemplazando  (1)  en  (2): 

NQ  =  V2  |  ^_4+  2  j  .-.  NQ  =  4(V2  -  1) 

34.  Indique  cuál  o  cuáles  de  las  siguientes  proposicio- 

nes  són  verdaderas: 

I.  Las  áreas  de  dós  polígonos  regulares  dél  mis- 
mo  número  de  lados  són  proporcionales  a  sus 
perímetros. 

II.  Dos  polígonos  regulares  dél  mismo  número  de 
lados,  unó  circunscrito  y  el  otro  inscrito  a  una 
misma  circunferencia  són  semejantes. 

III.  Si  unimos  consecütivamente  los  puntos  medios 
de  los  lados  de  un  polígono  regular  obtene- 
mos  un  polígono  regular  semejante  al  polígono 
dado. 


Resolución: 

I.  Falsa.  Por  propiedad,  si  dós  polígonos  regu¬ 
lares  tienen  igual  número  de  lados  estos  són 
semejantes,  entonces  las  áreas  de  las  regiones 
poligonales  són  proporcionales  a  los  cuadrados 
de  las  longitudes  de  sus  elementos  homólogos. 

II.  Verdadera.  Siendo  dós  polígonos  regulares  dél 
mismo  número  de  lados  inscrito  y  circunscrito 
a  una  misma  circunferencia  sus  líneas  homólo- 
gas  són  de  diferente  longitud,  entonces  dichos 
polígonos  són  semejantes. 

III.  Verdadera.  Si  se  unen  los  puntos  medios  de 
los  lados  de  un  polígono  regular  en  forma  con- 
secutiva  se  forma  otro  polígono  regular  de  igual 
número  de  lados  que  el  polígono  original,  pero 
de  diferente  tamano,  entonces  dichos  polígo¬ 
nos  són  semejantes. 

35.  Se  tiene  dós  polígonos  regulares  de  n  lados  unó 
inscrito  y  otro  circunscrito  a  una  misma  circunfe¬ 
rencia.  Si  la  longitud  de  la  circunferencia  inscrita  al 
polígono  menor  midé  18  y  la  longitud  de  la  circun¬ 
ferencia  circunscrita  al  polígono  mayor  midé  32. 
Calcule  la  longitud  de  la  circunferencia  circunscrita 
al  polígono  menor. 

Resolución: 


2tiR1  =  32  ...(2) 

r  r 

Por  triángulos  semejantes:  =  £- 
=>  R2  =  R,^  ...(3) 

(1)  x  (2):  4n2r1R1  =  18(32) 

Pero  =  R2  =>  4ti2R2  =  18(32) 

.-.  2tiR  =  VI 8  (32)  =  24 

36.  En  un  polígono  regular  de  n  lados,  si  el  ángulo  in- 
temo  disminuye  en  15°  resultará  otro  polígono  re¬ 
gular  cuyo  número  de  lados  es  3/4  n.  El  valor  de  n 
es: 


Resolución: 

En  el  polígono  1  de  n  lados 
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En  el  polígono  2  de  3/4  n  lados 


37.  En  la  figura  mostrada,  mZABM  =  18°,  BC  =  8.  Ha- 
llar  MN. 


El  triángulo  MQN  es  isósceles  MQ  =  NQ  =  4,  ade- 
más  la  mZMQN  =  36°. 

Esto  quiere  decir  que  MN  es  el  lado  de  un  decágo- 
no  regular  de  rádió  R  =  4 

Luego:  x  =  ^-(/5  -  1)  .-.  x  =  2(/5  -  1) 

38.  En  la  figura  M,  N,  P  són  puntos  medios  de  los  lados 
dél  triángulo  equilátero  ABC  inscrito  en  una  circun- 
ferencia  de  rádió  R.  Halle  el  perímetro  de  la  región 
sombreada  MNP. 


B 


B 


De  la  figura:  LMP  —  LNP  —  LMN  —  L 
Se  pide  hallar  L+L+L=3L 

3L=  ^7tR/3 


39.  En  un  cuadrado  cuyo  lado  midé  L,  se  trazan  arcos 
interiores,  haciendo  centro  en  cada  vértice  y  con 
rádió  L,  que  al  intersecarse  determinan  un  cuadri- 
látero  curvilíneo.  Halle  su  perímetro. 


Resolución: 


Nos  piden:  x  =  ^nL  4x  = 

b  o 


40.  En  un  cuadrado  ABCD,  cuyo  lado  midé  a  y  con 
centro  en  cada  unó  de  sus  vértices  se  traza  un  cua- 
drante  cuyo  rádió  midé  2a,  los  cuales  se  enlazan 
con  segmentos,  entonces  la  reláción  entre  la  longitud 
de  la  figura  trazada  y  el  perímetro  dél  cuadrado  es: 

Resolución: 

a 


De  la  figura:  x  =  27i(2a)jJ-|  =>  4x  =  4na 

Se  pide:  4na.+  4a  .-.  n  +  1 
r  4a 

41 .  En  la  figura  la  circunferencia  está  inscrita  en  el  sec- 
tor  circular  AOB.  Si  la  mZAOB  =  60°  y  los  puntos  P, 
Q,  R  són  puntos  de  tangencia  y  AO  =  BO  =  6  cm, 
halle  la  longitud  dél  PQR  (en  cm). 


A 
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Resolución: 


44.  El  lado  de  un  dodecágono  regular  ABCDE...  KL 
midé  V8  -  4/3  .  CalculeAE 


kOPO'  notable  de  30°  y  60°: 

6-r  =  2r=*3r  =  6=*r  =  2 

Luego:L^=2nr[||2:] 

LpÖR  =  ^  =*  LpQR=  ^  Crn 

42.  En  una  circunferencia  cuyo  rádió  midé  10  cm  se 
traza  una  cuerda  PQ,  siendo  mPQ  =  72.  Halle  la 
longitud  dél  arco  PQ. 

Resolución: 


P 


Luego:  L^=  2ti(10)[^|^]  45  =  4n cm 

43.  Desde  un  punto  P  externo  a  una  circunferencia  se 
trazan  dós  secantes  PBC  y  PDE  a  una  circunferen¬ 
cia  cuyo  rádió  midé  R.  Si  BD  =  R/2  y  CE  =  RV3  . 
Calcule  la  mzp 


45.  En  un  pentágono  regular  ABCDE,  AC  n  BE  =  (F),  si 
FE  =  a.  Calcule  BE. 


Resolución: 

AAFB  -  AEAB 

a2  =  x(x  -  a) 
x2  -  ax  -  a2  =  0 

X  =  |(V5  +  1) 


46.  El  lado  de  un  pentágono  regular  midé  L.  Calcule  su 
diagonal. 

Resolución: 

ADAC  es  un  elemento 
dél  decágono  R. 

L,„  =  f  (V5  -  1) 

Reemplazando: 

L=f(V5  — 1) 

d  =  t(V5  +  1) 


Resolución: 


CE  =  L3 .  mCE  =  120° 
BD  =  L4 .  mBD  =90° 
Luego:  x  (externo) 


47.  En  un  octógono  regular_ABCDEFGH  inscrito  en 
una  circunferencia.  P  e  BC  .  PF  =  a,  PD  =  B.  Cal¬ 
cule  PH. 


Resolución: 

PDFH  (Ptolomeo) 
2Ra  =  bRV2  +  xRV2 
x  =  aV2  -b 


A 


X  = 


120°  -90° 

2 


.*.  x  =  15° 


48.  En  un  triángulo  ABC,  AC  =  ( 75  +  1 )  la  mZB  >  90°. 
AB  =  2,  la  mZC  =  18°.  Cuánto  midé  la  mZA. 


Resolución: 
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AB  =  L10  *  |(V5  -  1)  =  2 
El  AAOC  es  equilátero 
2x  +  36  =  60° 
x  =  12° 


49.  Dado  el  pentágono  regular  ABCDE.  AE  =  a;  BE  y 
BD  intersecan  a  CA  en  los  puntos  P  y  Q.  Halle  PQ. 


Resolución: 

A 


50.  Se  trazan  dós  polígonos  regulares  ABCDEFGH  y 
MNPQRSTU,  este  último  en  la  región  interior  dél 
primero,  tál  que  M,  N,  P,  Q,  R,  S,  T  y  U  en  HN,  AP, 
BQ,  CR,  DS,  ET,  FU  y  GM,  respectivamente.  Cal- 
cular  el  circunradio  dél  primer  polígono,  si  FT  =  2  m 
y  TP  1  BC. 

Resolución: 

Piden:  R 


=>  E,  T  y  G  són  colineales 

EF  =  L8  =  R  =»  <12  =  —  =  RÍ2~^Í2-l2 

R  =  2(V2  +  1) 


51.  En  una  semicircunferencia  ?  de  diámetro  AB  es- 
tán  inscritos  las  circunferencias  %  y  %  tál  que  % 
es  tangente  a  ?  en  M  y  al  diámetro  en  E;  %  es 
tangente  a  SFen  N  y  al  diámetro  en  F  (%  y  %  són 
circunferencias  exteriores).  Halle  la  longitudde  la  se¬ 
micircunferencia  %  si  AE  =  3;  FB  =  4  y  mMN=  90. 

Resolución: 


-5- 


kETF  notable  aproximado: 

EF  =  5  =  R  —  3  +  R-  4 
2R  =  12  =>  R  =  6 
Longitud  de  la  semicircunferencia 
Es:  L  =  2ti(6)/2  .-.  L  =  6 n 

52.  En  la  figura  AB  =  BC  =  L5,  BD  =  DC,  si 

(AC)R  =  4,  halle  AD 


Resolución: 


A 

AABC:  m  =  |(/5  +  1)  ...(1) 

Por  dato:  mR  =  4n  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  R  =  2(/5  -  1) 

Por  Ptolomeo  en  el  cuadrilátero  inscrito  ABDC: 
x(n)  =  (n)|(y5^1)+m|(V5-1) 

x  =  ±(l5-  1)(2V5-2  +  4) 
x=  i(V5-1)(2)(V5  +  1)  x  =  4 


396  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


53.  En  la  siguiente  figura  el  pentágono  ABCDE  es  re¬ 
gulán  el  rádió  de  la  circunferencia  es  R.  El  triángulo 
DEF  es  equilátero.  Halle  x. 

B 


Resolución: 

B 


AFPD  isósceles:  mZDFP  =  mZFPD  =  84° 

Como:  mZEFD  =  60°  =>  mZQFE  =  36° 
mZFED  =  60°  =>  mZQEF  =  48° 

AEQF:  x  =  48°  +  36°  .*.  x  =  84° 

54.  En  un  decágono  regular  ABCD...  IJ,  el  rádió  de  la 
circunferencia  circunscrita  midé  12.  Entonces  la 
distancia  dél  vértice  Aal  punto  medio  dél  lado  DE  es: 

Resolución: 


C^AEF:  a2  =  242  -  36(/5  -  1 f  ...(1) 

AADE;  por  teorema  de  la  mediana: 

a2  +  36(T5  +  1)2  =  2x2+36(^~1)2  ...(2) 

Reemplazando  (1)  en  (2): 

242  -  36(V5  -  lf  +  36((5  +  if  =  2x2  +  18(75  -  \f 
Efectuando:  x  =  3(26  +  10(5 


55.  Se  tiene  una  circunferencia  de  centro  O  tangente 
a  CD,  DE  y  CF,  en  un  hexágono  regular  ABCDEF; 
se^ubica  el  punto  P  en  AF  y  con  centro  en  P  y  rádió 
PA,  se  traza  una  circunferencia  tangente  a  CF  en 
Q.  Calcular:  mZOQC. 

Resolución: 


Incógnita:  mZOQC  =  x 
kQMO:  ctgx  =  j  ...(1) 


ABCDEF:  Hexágono  regular 


=>  2a  +  a(3=^(3 


3_  4r(3 

3(2  +  (3) 


Luego: 
a  +  y+r(3 

o 

5rV3  __4r/3_ 
3  3(2  +  (3) 


•  (2) 


(2)  en  (1): 

x  =  arc  ctg (4  -  (3) 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (LNI  2011  -I) 

En  la  figura,  AB  es  el  lado  de  un  hexágono  regular 
inscrito  en  la  circunferencia  de  centro  O.  El  diámetro 
CD  es  perpendicular  a  AB  y  D  es  punto  de  tangencia. 


Resolución: 


C 


kCDF:  Pitágoras 

(CF)2  =  (2r)2  +  (r(3  -  £))*  -  CF  =  r^4+(3  -&j 
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Nos  piden 


•  CF 
Lcd 


r 


7ir 


1 

Clave:  C 


PROBLÉMA  2  (UNI  201 1  -  II) 

En  la  figura  ABCDE...  es  un  polígono  regular  cuyo  lado 
midé  2  cm.  Calcule  PF  (en  cm). 


A)  4/3 

B) 2/Í3 
0  3/6 

D)  6/2 

E)  4/6 


Resolución: 


El  polígono  ABCDEF 
es  un  hexágono  regular 
CE  =  L3  =  2/3 
PC  =  2/3 

fc>PEF:  X2  =  (4/3)2  +  (2)2 
X  =  2/Í3  cm 

Clave:  B 


PROBLÉMA  4  (UNI  2013  - 1) 

En  la  figura  mostrada,  O  es  el  centro  de  la  semicircunfe- 
rencia  de  rádió  1 2  cm  y  O'  es  el  centro  de  la  circunferen- 
cia  de  rádió  4  cm.  Si  la  circunferencia  es  tangente  en  A 
y  B  a  la  semicircunferencia,  calcule  AB  en  cm. 

A)  2  V6 

B)  3/3 
04/2 

D)  4/3 

E)  6/2 

Resolución: 


kOAO'  Notable  (30°  -  60°) 
mZBO'A  =  120° 
x  =  L3  =  R/3=4/3 

.-.  AB  =  4/3  cm 

Clave:  D 


PROBLÉMA  3  (UNI  201 1  -  II) 

Los  diámetros  AB  y  £D  de  una  circunferencia  són  per- 
pendiculares.  Si  E  e  BD,  AE  interseca  a  CD  en  el  punto  F 
y  FD  =  1  cm,  entonces  la  longitud  de  la  circunferencia 
circunscrita  al  triángulo  FED  (en  cm)  es: 

A)  ti/2  B)2nV2  C)  2nfS 

D)  3n-/2  E)  37i/3 

Resolución: 

•  mAED  =  =  45° 

•  Oo_ 
mFD  =  90° 

=>  FD  =  L4  =  1 
r/2  =  1  -»  r=^ 

L  =  2nr  =  2nf 
.-.  L  =  nf2  cm 


PROBLÉMA  5  (UNI  2014  - 1) 


Calcule  el  perímetro  de  un  heptágono  regular  ABCDEFG, 


sj-  JL +  _!_  =  ! 

AE  +  AC  5 


A)  34  B)  35  C)  36 

D)  37  E)  38 


Resolución: 

Piden.  2phept£g0n0 


Dato: 


±+i= 

m  n 


1 

5 


T.  Ptolomeo 
□ACDE:  inscriptible 
mn  =  nx  +  mx 

i=i+i 

x  m  n 


1  _  1 

^  ”• 
x  5 

'  •  ^Pftgptágono 


5 


Clave:  A 


Clave:  B 
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PROBLÉMÁS  PRQPUESTOS 


1.  Del  gráfico,  L4  =  4,  calcular  el  rádió  de  la  circunfe- 
rencia. 


A)  2/2  B)  2/3  C)  /2 

D)  4/2  E)  3/2 

2.  Si  R  =  /3  ,  calcular  el  perímetro  dél  triángulo  equi- 
látero  inscrito  en  la  circunferencia. 


D)2^2--/2  +  /2  E)  2</2 


7. 


Calcular  la  longitud  dél  lado  dél  pentágono  regular 
ABCDE.  Si  (AP)2  -  (PC)2  =  5. 


A)  5  B)  V5  C)  V5 

D)  6VÍ0  E)  VTÖ 


3.  Hallar  mZABC. 


4.  Calcular  R2,  si  Eli  =  </6  -  3/3  ;  TE  =  1 ;  TR  =  Í5  y 
R,=  V2  -  /3  (T  es  punto  de  tangencia). 


D)V2  E)  3 

5.  En  un  dodecágono  regular  ABCDEFGHIJKL,  AE  y 
CF  se  intersecan  en  P.  Calcular  PE,  si  BC  =  2/2 

A)  1  B)  72  C)  | 

D)  V3  E)  V5 


8.  En  el  gráfico,  mAB  =  2mCD,  calcular 

AD 


A) 

D) 


V5-1 


E) 


/5-/2 


9.  La  sección  áurea  dél  segmento  AB  es  BC,  la  sec- 
ción  de  AC  es  AM,  la  sección  áurea  de  AM  es  AF. 
Si  BC  =  4,  calcular  AF. 


A)  2(V5  -  1)  B)  2(V5  +  1)  C)  4(75  -  2) 
D)V5-1  E)  3Í-/5  —  1) 


10.  En  la  figura,  ABCDEF  es  hexágono  regular.  Si  FBD 
es  triángulo  equilátero,  calcular  la  reláción  entre  el 
perímetro  dél  hexágono  regular  y  el  triángulo  equi¬ 
látero: 


6.  En  la  figura,  OP  =  h  +  /2  +  /?  ,  calcular  BC. 


A)  /2 
D)  713 


B)  2/3 
E)  2/6 


A)! 

b)M 

G)f 

D)§ 

E)f 

11.  En  una  circunferencia,  desde  un  punto  de  ella  se 
trazan  dós  cuerdas  de  medidas  R  y  R/2 .  Si  R  es 
rádió,  calcular  la  medida  dél  ángulo  que  formán  las 
2  cuerdas. 

A)  90°  B)  100°  0105° 

D) 110°  E)  120° 

1 2.  Si  el  lado  de  un  pentágono  regular  midé  /5  - 1 ,  hallar 
la  suma  de  las  longitudes  de  todas  sus  diagonales. 

A)  9  B)  10  C)11 

D) 12  E) 13 

13.  Calcular  la  longitud  de  una  de  las  diagonales  de  un 
pentágono  regular  cuyo  lado  midé  2. 

A)/5+1  B) /5  -  1  03/5-2 

D)  2/5  E)  10/5 

14.  En  la  figura,  P  divide  al  diámetro  AB  en  média  y 
extrema  razón.  Calcular  PT,  si  R  =  /2  +  /5  . 


A)  0,5  B)  1  C)  1,5 

D)  2  E) /5 

15.  En  un  polígono  regular  ABCDEFG  calcular  AB,  si: 
AD  AC  7 

A)  6  B)  7  C)  8 

D) 9  E) 10 

16.  En  un  eneágono  regular  ABCDEFGHI  se  cumple 
que  AB  +  BD  =  14.  Calcular  BG. 

A)  3  B)  7  C)  11 

D) 14  E)  21 

17.  En  un  triángulo  BAC  isósceles  (BA  =  AC),  se  ins¬ 
eribe  el  cuadrado  PQRS  (el  lado  RS  esté  sobre  el 
lado  CA).  Los  segmentos  BS  y  BR  intersecan  al 
segmento  PQ  en  los  puntos  M  y  N.  Si  mzBAC  =  30° 
y  MN  =  /2  +  /3  ,  calcular  la  longitud  de  BC. 

A)  12  B)  9  C)4V2  +  V3 

D)  6  E)3V2  +  V3 

18.  En  un  romboidé  ABCD,  se  cumple  que  BC  =  AC, 
hallar  BD,  si  mZCAD  =  30°  y  AD  =  V5  +  2V3  . 
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19.  En  una  circunferencia,  se  traza  la  cuerda  CD  y  el 
diámetro  AB  las  cuales  se  intersecan  en  T,  tál  que 
mCAD  =  144°.  Calcular  el  rádió  de  dicha  circunfe¬ 
rencia  si  las  distancias  de  A  y  B  a  CD  són  1  y  /5 , 
respectivamente. 

A)  1  B)  2  C)  3 

D)  0,5  E)  1,  5 

20.  Se  tiene  el  cuadrante  AOB  de  centro  O,  en  OB  se 
ubica  el  punto  P,  tál  que  PB  es  la  sección  áurea 
de  OB,  luego  con  centro  en  B  y  rádió  PB  se  traza 
un  arco  que  interseca  al  arco  AB  en  T.  Calcular  la 
mZPTB. 

A)  26°  B)  72°  C)  45° 

D)  36°  E)  54° 

21.  En  un  dodecágono  regular  ABCDEFGHIJL, 

ÁGn  DÍ  =  (P).  Calcular  AP,  si  AB  =  /6  . 

A)  2  B)  3  C)  4  D)  5  E)  6 

22.  Dado  un  pentágono  ABCDE  inserito  en  una  circun¬ 
ferencia  de  rádió  R  cuyos  lados  AE  =  CD  =  BC  =  L6 
(L6  es  la  longitud  dél  lado  de  un  hexágono  regular 
inserito  en  dicha  circunferencia)  y  AB  =  DE,  ^cuán- 
to  dista  C  dél  punto  medio  de  AB? 

A)  §J9  +  5/3  B)  §-V8  +  375  C)  §fr  +  4V3 
o  o  z 

d) e)  17? 

4  2 

23.  En  un  triángulo  ABC  (AB  =  BC)  la  mediatriz  de 
AB  interseca  a  la  prolongación  de  AC  en  P.  Si 
mZBCA  =  75°  y  AP  =  12/2  +  /3  ,  calcular  la  longi¬ 
tud  dél  lado  dél  cuadrado  inserito  en  dicho  triángu¬ 
lo,  tál  que  unó  de  sus  lados  está  contenido  en  BC. 

A)  1  B)  2  C)3  D)  6  E)  4 

24.  Se  tienen  dós  polígonos  regulares  de  igual  núme- 
ro  de  lados,  unó  inserito  y  otro  circunscrito  a  una 
misma  circunferencia.  Si  la  longitud  de  la  circun¬ 
ferencia  inserita  al  polígono  menor  midé  9  cm  y  la 
longitud  de  la  circunferencia  circunscrita  al  polígo¬ 
no  mayor  midé  16  cm,  calcular  la  longitud  de  la  cir¬ 
cunferencia  circunscrita  al  polígono  menor. 

A)  3  cm  B)12cm  C)18cm 

D)  4  cm  E)  24  cm 

25.  En  un  heptágono  regular  ABCDEFG,  se  cumple 
que  (FC)2  +  4(EG)2  =  (2  +  BE)2.  Calcular  la  longi¬ 
tud  dél  lado. 

A)  1  B)  2  C)  3 

D) 4  E) 5 
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26.  Se  tiene  un  cuadrado  y  un  triángulo  equilátero 
inscritos  en  una  misma  circunferencia,  los  cuales 
tienen  un  vértice  en  común,  calcular  la  medida 
dél  ángulo  determinado  por  el  lado  dél  triángulo 
opuesto  a  dicho  vértice  con  cualquiera  de  los  lados 
dél  cuadrado. 

A)  30°  B)  40°  C)  60° 

D)  45°  E)  75° 

27.  Se  tiene  una  circunferencia  de  rádió  4  cm,  en  la 
cual  se  tiene  6  circunferencias  interiores  congruen- 
tes,  cada  una  de  ellas  tangente  a  la  circunferencia 
inicial  y  tangente  a  otras  dós.  Calcular  el  rádió  de 
la  circunferencia  inscrita  en  el  polígono  obtenido  al 
unir  los  puntos  de  tangencia  entre  las  seis  circun¬ 
ferencias  congruentes. 

A)  1  cm  B)  2  cm  C)  3  cm 

D)4cm  E)1,5cm 

28.  En  un  trapecio  isósceles  ABCD  (BC  //  AD), 
mZBAD  =  36°  y  la  longitud  dél  segmento  que 
une  los  puntos  medios  de  las  diagonales  es  1. 
Calcular  AB. 

A)  V5  +  1  B)  V5  -  1  C) 

D)  e)  2 

29.  En  un  rectángulo  ABCD,  con  centros  en  C  y  en  D  y 
rádió  CB  se  trazan  circunferencias  secantes  en  P 
(P  en  la  región  interior  dél  rectángulo).  Calcular  la 
medida  dél  ángulo  entre  las  circunferencias. 

A)  18°  B)  36°  C)54° 

D)  45°  E)  72° 

30.  En  un  cuadrilátero  inscrito  ABCD;  mZBAC  =  60°, 
mZBCA  =  15°  y  el  circunradio  dél  cuadrilátero  es 
R,  calcular  AC. 

A)R(/2-V2-/3)  B)  R(V2  +  Í2  -  Í3) 
QRirnS  D)R(/3 -V2  +  V3) 

E)  R(/2  +  V2  +  /3) 

31.  La  sección  áurea  dél  segmento  AB  es  BC,  la  sec- 
ción  áurea  de  AC  es  AM,  la  sección  áurea  de  AM  es 
AF.  Si  BC  =  4,  calcular  AF. 

A)  2(/5  —  1)  B)  /5  -  1  C)  2(75+1) 

D)  3(75-1)  E)  4(75  -2) 

32.  En  un  octógono  regular  ABCDEFGH, 

iö  — 

AB  =  -~,  ^cuánto  dista  A  de  FC? 

A)<Ü±i)  O.E^i-ü 

D)  272  +  1  E)  2/2  -  1 


33.  Se  tiene  un  segmento  00'  en  el  cual  se  ubica  un 
punto  A,  luego  se  construyen  los  octógonos  regula- 
res  ABCDEFGH  y  A'B'C'E'F'G'H'  de  centro  0  y  0\ 
respectivamente  (B  y  B'  en  un  mismo  semiplano 
respecto  de  00').  Si  BB'  n  DD'  =  (P),  calcular  BAP. 

A)  Z-  B)  C)  45° 

D)  15°  E) 


34.  Calcular  la  longitud  de  la  altura  dél  trapecio  ABCD, 
si  BC  =  R/2;  AD  =  R/3  y  R  =  /2  -  1 


35.  En  un  icoságono  ABCDE...,  las  prolongaciones  de 
AB  y  ED  se  intersecan  en  P.  Calcular  mZBPD. 

A)  100°  B)  110°  C)  116° 

D) 120°  E) 126° 


36.  Se  tiene  un  octógono  equiángulo  ABCDE...,  AB  =  2, 
BC  =  /2  y  CD  =  3.  Calcular  AD. 

A)  4  B)  5  C)  6  D)  5  E)  12 


37.  Calcular  el  máximo  número  de  ángulos  exteriores 
obtusos  de  un  polígono  convexo  de  n  lados. 

A)  n/2  B)  n  -  3  C)  3 

D)  n/3  E)  n  -  2 


38.  Si  AB  =  2/3  y  CD  =  R/2 ,  calcular  el  valor  de  x. 


A)  100 
D)  155 


E)  165 


39.  En  una  misma  circunferencia,  cuál  es  el  cociente 
dél  perímetro  dél  hexágono  regular  circunscrito  en¬ 
tre  el  perímetro  dél  hexágono  regular  inscrito. 

A)  /3 


B)§ 


C)f 


D) 


40.  Desde  un  punto  P,  exteriőr  a  una  circunferencia 
se  trazan  una  tangente  y  una  secante.  La  secante 
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corta  a  la  circunferencia  en  los  puntos  A  y  B,  tales 
que  AB  =  3PA,  m  AB  =  120°.  Si  el  rádió  de  la  cir¬ 
cunferencia  midé  6,  hallar  la  longitud  dél  segmento 
formado  por  P  y  el  punto  de  tangencia. 

A)  /3  B)  2/3  C)  4/3 

D)  5/3  E)  3/3 

41.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  se  tra- 
za  la  ceviana  BF,  tál  que  AB  =  FB;  mZFBC  =  60°  y 
AC  =  2/2T/3  .  Hallar  la  longitud  FB. 

A)  1  B)  2  C)  /3 

D) /2  E)  2/2 

42.  En  un  triángulo  ABC,  mZABC  =  108°  y  su  incentro 
es  I,  calcular  la  longitud  dél  circunradio  dél  triángu¬ 
lo  AIC,  si  el  circunradio  dél  triángulo  ABC  es  R. 

A)  (^r^)R  B)  (■^r1)R  c)  tr 

D) (^Z)R  E)  (/5  +  1)R 

43.  En  un  pentágono  regular  ABCDE. 

BC  =  2 /10  -  2/5  .  Calcular  la  longitud  dél  segmen¬ 
to  que  une  los  puntos  medios  de  AB  y  DE,  siendo 
estos  arcos  los  de  la  circunferencia  circunscrita  al 
pentágono. 

A)  8  B)  2^5  +  275 

0  2/10  +  2/5  D)  2/10 -5/2 

E)  4/10 +  2/5 

44.  En  un  pentágono  regular  ABCDE,  las  diagonales 
AC  y  BD  se  cortan  en  M.  Si:  AC(MC)  =  196  dm2, 
calcular  el  valor  de  AE. 

A)  14/3  dm  B)  7/2  dm 

C) 7/3  dm  D)  7(/5  —  1)  dm 

E)  14  dm 

45.  En  un  triángulo  ABC  de  ortocentro  H  y  circun- 
centro  O,  mZHOC  =  135°  y  HC  =  8.  Además 
mZABC  =  60°.  Calcular  AC. 

A)  2/3  B)  2/6  C)3/5 

D)  3/6  E)  4/6 

46.  El  cateto  menor  de  un  triángulo  rectángulo  midé 
/2^/f  y  es  igual  a  la  longitud  de  la  bisectriz  inter- 
na  relativa  a  la  hipotenusa.  Hallar  la  longitud  de  la 
hipotenusa. 

A)  1  m  B)  2  m  C)  3  m 

D)4m  E)6m 

47.  Hallar  el  lado  dél  hexágono  regular,  si  QR  //  AB, 
PQ  =  m  y  PR  =  n 


C)  / m2  +  n2-mn  D)  /m2  +  n2  +  mn 

Ex  m2  +  n2 
m  -  n 

48.  En  un  triángulo  isósceles  ABC  (AB  =  BC  =  1), 
mZABC  =  68°,  se  ubica  un  punto  P,  en  la  región 
interior,  tál  que:  mZBAP  =  41°  y  PC  =  / 2  -  /3  . 
Calcular  la  mZBCP. 

A)  30°  B)  37°  C)  23° 

D)  45°  E)  32° 

49.  En  la  figura  mostrada,  PQCD  es  un  cuadrado, 
mAC  =  18°,  CE  =  /5  +  1.  calcular  FR. 


A)  1,5/3  B)  2  C)1 

D)  /2  E) 

50.  Sobre  una  semicircunferencia  de  centro  O  y  diá- 
metro  AC  se  ubica_un  punto  B,  luego  se  traza  la 
ceviana  interior  CF  relativa  a  AB  en  el  triángulo 
ABC,  la  cual  divide  al  segmento  OB  en  média  y 
extrema  razón  (P  es  la  intersección  de  OB  y  CF). 
Siendo  BP  la  sección  áurea.  Calcular  la  mZPBC,  si 
mZPCB  =  18°. 

A)  9°  B)  18°  0  30° 

D)  36°  E)  54° 

51.  Eii  un  triángulo  ABC,  se  trazan  las  cevianas  CF  y 
AE  cumpliéndose  que  mZAFC  =  mZAEC  =  135° 
y  mZB  =  120°.  Calcular  EF,  si  AC  =  2  /2  . 

A)  /3  -  /2  B)2/2  +  /3  C)  /2  +  /3 

D)  /2  -  /3  E)2/2-/3 

52.  Calcular  la  flecha  correspondiente  a  una  cuerda 
que  subtiende  un  arco  de  144°  en  una  circunferen¬ 
cia  de  8  unidades  de  diámetro. 
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A)  2( /2  -  1) 

O  75  +  1 


B)5-  75 
E)  72  +2 


0  2+72 


53.  En  el  gráfico,  P  y  N  són  puntos  de  tangencia;  cal- 
cular  x. 


A)  77  - 1 
72-2 


B)  75  -  1 
E)  73  -  1 


C)  72  -  1  D)  2 


54.  En  el  gráfico,  calcularTU,  si  CM  =  372  (Aes  punto 
de  tangencia). 


A)  273  -72  B)  273  -  73  0  2  72  -  72 

D)  372 -72  E)  473 -73 

55.  En  la  figura,  ABCDE  es  un  pentágono  regular.  Cal- 
cular  EP,  si  MN  =  2. 


A)  2(75  +2)  B)  2(75  +  1)  0)  4(75  -  1) 

D)  8(75  -2)  E)  4(75-1) 

PE  - 

56.  En  la  figura,  calcular  si  RN  es  la  sección  áu- 
OK 

reá  de  PN  (E  es  punto  de  tangencia). 


A) 


O  E)  / 


75  +  1 


57.  Calcular  la  longitud  de  la  circunferencia  si 
(OA)(NB)  =  16. 


A)  671 
D)  8tc 


E)  4871 


58.  El  perímetro  de  la  región  sombreada  es 
(a  +  b7i  +  c/3 ),  donde  a,  b  y  c  són  números  ente- 
ros.  Calcular  a  +  2b  +  3c,  si  M  es  punto  medio  de 
OB. 


A)  11 
D)  20 


E)  10 


59.  Del  gráfico,  el  triángulo  ABC  es  equilátero, 
NC  =  872  —  73  .  Calcular  AM. 


A)  273 
D)  8  E)  472 

60.  Calcular  el  perímetro  de  la  región  sombreada. 


0272(2*  +  372) 
E)272(n  +  73) 


0  272(2*  +  73) 


Geometria  ■  403 


61 .  En  un  triángulo  ABC,  la  mZBAC  =  45°.  Si  0  es  el  cir- 
cuncentro,  mZBAO  =  15°,A0  =  RyAO  +  BC  =  {D}, 
halle  BD. 

A)R/3  B)M.  C)  |(/6-/2) 

D)  |  E)  M. 

62.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  BC  =  2,  se  ubica  un  pun- 
to  Q  en  su  región  interior,  tál  que:  mZBAQ  =  40°, 
CQ  =  75  -  1  y  mZABC  =  64°.  Calcule  la  mZBCQ. 

A)  40°  B) 42°  C)  43° 

D)  44°  E)  45° 


69.  En  un  trapecio  isósceles  ABCD: 
AB  =  BC  =  CD  =  V50  -  10/5  y  ademas  tenemos 
mZA  =  mZD  =  18°.  Calcular  la  longitud  dél  seg- 
mento  que  une  los  puntos  medios  de  las  diagonales. 

A)  5  B)  6  C)  8 

D)  10  E) 12 

70.  En  una  circunferencia  C,  de  rádió  75  +  2,  se  dibu- 
jan  en  su  interior  10  circunferencias  congruentes 
tangentes  exteriormente  dós  a  dós  y  tangentes  a 
C.  ^Cuánto  midé  el  rádió  de  estas  circunferencias? 

A)  72  B)  73  C)  1 

D) 2  E) 3 


63.  En  la  figura,  calcule  R,  si  mMN  =  144°,  AP  =  1  y 
BQ  =  75. 


71.  En  un  octógono  regular  ABCDEFGH  cuyo  lado 
midé  72  -  72:  BE  n  BF  =  {M},  entonces  HM  midé: 

A)  1  B)  72  C)  73  D)  2  E)  3 

72.  El  circunradio  de  un  triángulo  ABC  midé  6  73  y  la 
mZABC  =  60°.  Calcule  la  longitud  dél  segmento 
que  une  los  piesde  las  alturas  trazadasdesdeAyC. 

A)  373  B)  273  C)6 

D)  9  E) 18 


64.  En  un  triángulo  ABC  obtuso  en  B;  mZACB  =  18°, 
AB  =  2yAC=  75  +1.  Entonces  la  mZBAC  es: 

A)  24°  B)  12°  C)36° 

D)  18°  E)  30° 

65.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  alturas  si  AJ  y 
CF.  Si  AC  =  2  h  +  f2  y  la  mZABC  =  67,5°,  calcule 
FJ. 

A)  V2  B)  V3  0  2 

D)2V2  E)2/3 

66.  S<3  tiene  un  pentágono  regular  ABCDE,  tál  que 
BDnCH  =  {P},  CH  1AE,  H  e  AE  y  PH  =  75+  1. 
Calcule  PC. 

A)  1  B)  2  C)  3  D)  4  E)  5 

67.  En  un  romboidé  ABCD:  BC  =  AC,  mZCAD  =  30°  y 
AD  =  Í5  +  2V3  .  Calcular  BD. 

A)  H  B)  VT3  C)  4  D)  3  E)  6 

68.  En  la  circunferencia  mostrada:  mAB  =  72°  y 
DE  =  2.  Calcule  AD. 

A)  3 

B)  4 

C)  V5  +  1 

D)  /5  -  1 

E) 6 

E 


73.  Se  tiene  un  triángulo  ABC,  donde  mZBAC  =  45°, 
mZACB  =  15°  yAB  =  1.  Calcule  AC. 

A)  V2  —  V2  B)  V6  +  3V3  C)  V4  +  V2 

D)  J2  +  3/3  E)  4 

74.  En  la  figura:  AB  =  BC  =  CD  =  V2  +  -/3  .  Calcule  AD. 

B 


A)  1  B)  2  C)  3 

D)  (2  E)  V3 

75.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B  y  la  mZBAC  =  52°, 
se  ubica  un  punto  M  en  su  región  interior  de  modo 
que  9  (mZMCA)  =  10  (mZMCB)  y  AC  =  (75+  1) 
BM.  Calcule  mZBMC. 

A)  108°  B)  118°  0126° 

D) 128°  E) 138° 

76.  En  un  hexágono  regular  ABCDEF  se  traza  la  bisec- 

triz  interior  FG  dél  triángulo  ABF  y  en  el  segmento 
FD  se  ubica  el  punto  H  de  manera  que  AF  =  FH 
(HG  n  BF  =  {I}).  Si  Hl  =  2,  entonces  el  apotema 
dél  hexágono  midé: 
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A)  2(72-1)  B)5-/5  C)2+/2 

D)/5+1  E)/2+2 

53.  En  el  gráfico,  P  y  N  són  puntos  de  tangencia;  cal- 
cular  x. 


57.  Calcular  la  longitud  de  la  circunferencia  si 
(OA)(NB)  =  16. 


D)  8 71  E)  48ti 


A)  /7  -  1  B)  75  —  1  C)/2-1  D)  2 

(2  -  2  E)  /3  -  1 

54.  En  el  gráfico,  calcular  TU,  si  CM  =  3/2  (Aes  punto 
de  tangencia). 


58.  El  perímetro  de  la  región  sombreada  es 
(a  +  b7t  +  c/3 ),  donde  a,  b  y  c  són  números  ente- 
ros.  Calcular  a  +  2b  +  3c,  si  M  es  punto  medio  de 
OB. 


A)  273  -  72  B)  2V3  -  73  C)  272  -  72 
D)  372  -  72  E)  4iÍ3^75 


55.  En  la  figura,  ABCDE  es  un  pentágono  regular.  Cal¬ 
cular  EP,  si  MN  =  2. 


C 


A)  2(75  +2)  B)  2(75+1)  C)  4(75-1) 
D)  8(75  -2)  E)  4(75  —  1) 


A)  11  B)  12  C)  18 

D) 20  E) 10 

59.  Del  gráfico,  el  triángulo  ABC  es  equilátero, 
NC  =  8 V2  —  V3  .  Calcular  AM. 


D)  8  E)4V2 


PE  - 

56.  En  la  figura,  calcular  -p^-,  si  RN  es  la  sección  áu- 
CJK 

reá  de  PN  (E  es  punto  de  tangencia). 


A) 

D) 


/5-1 


£)/ 


75  +  1 


60.  Calcular  el  perímetro  de  la  región  sombreada. 


C)  2V2  (2rt  +  3/2)  D)272(2n+  73) 

E)272(rt  +  73) 


Geometria  ■  403 


61 .  En  un  triángulo  ABC,  la  mZBAC  =  45°.  Si  0  es  el  cir- 
cuncentro,  mZBAO  =  15°,  AO  =  RyAO  +  BC  =  {D}, 
halle  BD. 

a)RV3  B)^-  C)|(V6-V2) 

D)  |  E)  M 

62.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  BC  =  2,  se  ubica  un  pun- 
to  Q  en  su  región  interior,  tál  que:  mZBAQ  =  40°, 
CQ  =  75  -  1  y  mZABC  =  64°.  Calcule  la  mZBCQ. 

A)  40°  B)  42°  C)  43° 

D)  44°  E)  45° 


69.  En  un  trapecio  isósceles  ABCD: 
AB  =  BC  =  CD  =  750  -  10/5  y  ademas  tenemos 
mZA  =  mZD  =  18°.  Calcular  la  longitud  dél  seg- 
mento  que  une  los  puntos  medios  de  las  diagonales. 

A)  5  B)  6  C)  8 

D) 10  E) 12 

70.  En  una  circunferencia  C,  de  rádió  75  +  2,  se  dibu- 
jan  en  su  interior  10  circunferencias  congruentes 
tangentes  exteriormente  dós  a  dós  y  tangentes  a 
C.  ^Cuánto  midé  el  rádió  de  estas  circunferencias? 

A)  72  B)  73  C)  1 

D) 2  E) 3 


71.  En  un  octógono  regular  ABCDEFGH  cuyo  lado 
midé  72  -  72:  BE  n  BF  =  { M } ,  entonces  HM  midé: 

A)  1  B)  72  C)  73  D)  2  E)  3 

72.  El  circunradio  de  un  triángulo  ABC  midé  673  y  la 
mZABC  =  60°.  Calcule  la  longitud  dél  segmento 
queunelospiesdelasalturastrazadasdesdeAyC. 

A)  373  B)  273  C)  6 

D)  9  E) 18 


64.  En  un  triángulo  ABC  obtuso  en  B;  mZACB  =  18°, 
AB  =  2  y  AC  =  75  +1.  Entonces  la  mZBAC  es: 

A)  24°  B)  12°  C)36° 

D)  18°  E)  30° 


73.  Se  tiene  un  triángulo  ABC,  donde  mZBAC  =  45°, 
mZACB  =  15°  yAB  =  1.  Calcule  AC. 

A)  V2--/2  B)  V6  +  3/3  C)  V4  +  V2 

D)  V2  +  3/3  E)  4 


65.  En  un  triángulo  ABC  se  trazan  las  alturas  si  AJ  y 
CF.  Si  AC  =  2V2  +  V2  y  la  mZABC  =  67,5°,  calcule 
FJ. 

A)  V2  B)  ■13  C)  2 

D)  2/2  E)  2V3 


66.  S£  tiene  un  pentágono  regular  ABCDE,  tál  que 
BDnCH  =  {P},  CH  IÁÉ,  HeAEy  PH  =75+1. 
Calcule  PC. 

A)  1  B)  2  C)3  D)  4  E)  5 

67.  En  un  romboidé  ABCD:  BC  =  AC,  mZCAD  =  30°  y 
AD  =  75  +  273  .  Calcular  BD. 

A)  77  B)  7T3  C)  4  D)  3  E)  6 

68.  En  la  circunferencia  mostrada:  mAB  =  72°  y 
DE  =  2.  Calcule  AD. 

A)  3 

B)  4 

C)  75  +  1 

D)  75  -  1 

E)  6 

E 


74.  En  la  figura:  AB  =  BC  =  CD  =  72  +  73  .  Calcule  AD. 

B 


A)  1  B)  2  C)3 

D)  72  E)  73 

75.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B  y  la  mZBAC  =  52°, 
se  ubica  un  punto  M  en  su  región  interior  de  modo 
que  9  (mZMCA)  =  10  (mZMCB)  y  AC  =  (75+  1) 
BM.  Calcule  mZBMC. 

A)  108°  B)  118°  0126° 

D) 128°  E) 138° 

76.  En  un  hexágono  regular  ABCDEF  se  traza  la  bisec- 

triz  interior  FG  dél  triángulo  ABF  y  en  el  segmento 
FD  se  ubica  el  punto  H  de  manera  que  AF  =  FH 
(HG  n  BF  =  {I}).  Si  Hl  =  2,  entonces  el  apotema 
dél  hexágono  midé: 
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A)  1  B)  2  C)  3 

O  73  E)  72 


77.  En  un  polígono  regular  ABCDEFGHIJKL: 
AB  =  76-373  .  CalculeAE. 

A)  1  B)  2  C)  3  D)  4  E)  5 


79.  En  un  triángulo  ABC  el  circunradio  midé  4,  la 
mzBAC  =  45°  y  mZACB  =  18°.  Calcule  la  longitud 
de  la  altura  BH. 

A)  75-1  B)7ÍÖ-72  0  75  +  1 

D)  72  E)  1 


78.  En  la  figura:  R  =  75+1.  Calcule  BD. 


A)  75  -  1 

B)  710  +  275 

C)  710-275 
0  275  +  3 
E)  4 


80.  La  figura  muestra  parte  de  un  polígono  regular  de  n 
lados.  Calcular  el  valor  de  n. 
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Herón  de  Alejandría  (siglo  I  d.  C.) 
fue  un  ingeniero  y  matemático 
helenístico  que  destacó  en  Ale¬ 
jandría  (en  la  provincia  romana 
de  Egipto).  Este  griego  es  con- 
siderado  unó  de  los  científicos 
e  inventores  más  grandes  de  la 
antigüedad  y  su  trabajo  es  repre- 
sentativo  de  la  tradición  científi- 
ca  helenista.  Su  mayor  logro  fue 
la  invención  de  la  primera  má- 
quina  de  vapor,  conocida  como 
«eolípila»,  y  la  fuente  de  Herón. 

Es  también  autor  de  numerosos 
tratados  de  mecánica. 

Sin  embargó,  es  conocido  sobre 
todo  como  matemático,  tan- 
to  en  el  campo  de  la  geometria 
como  en  el  de  la  geodesia  (una 
rama  de  las  matemáticas  que  se 
encarga  de  la  determináción  dél 
tamano  y  configuración  de  la 
Tierra,  y  de  la  ubicación  de  áreas  concretas  de  la  misma  especie).  Herón  trató  los  problémás 
de  las  mediciones  terrestres  con  mucho  más  acierto  que  cualquier  otro  de  su  época;  por  eső 
se  dice  que  fue  un  gran  científico.  Como  matemático  escribió  La  métríca,  obra  en  la  que  estu- 
dia  las  áreas  de  las  superficies  y  los  volúmenes  de  los  cuerpos.  Desarrolló  también  técnicas  de 
cálculo  tomadas  de  los  babilonios  y  egipcios,  como  el  cálculo  de  raíces  cuadradas  mediante 
iteraciones.  Su  logro  más  destacado  en  el  campo  de  la  geometria  es  la  denominada  formula  de 
Herón,  en  la  que  se  establece  la  reláción  entre  el  área  de  un  triángulo  y  la  longitud  de  sus  lados. 


Fuente:  Wikipedia 
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<4  REGIÓN  TRIANGULAR 

Una  región  triangular  es  la  reunión  de  un  triángulo  y  su 
interior. 


Una  región  poligonal  es  una  figura  plana  formada  por 
la  reunión  de  un  número  finito  de  regiones  triangulares 
en  un  piano,  de  modo  que  si  dós  cualesquiera  de  ellas 
se  intersecan,  su  intersección  es  o  bien  un  punto  o  un 
segmento. 


Observar  que  una  misma  región  poligonal  se  puede  di- 
vidir  de  diferentes  formás:  (figura  a  y  c)  a  fin  de  tener  un 
conjunto  de  regiones  triangulares. 

El  área  de  una  superficie  limitada,  cualquiera,  es  la  me- 
dida  de  su  extensión,  indicada  por  un  número  positivo 
único,  acompanado  de  la  unidad  adecuada  (cm2,  m2, 
etc.).  De  modo  que  al  hablar  dél  área  de  una  región 
triangular,  región  cuadrangular,  región  trapezoidal,  ré¬ 
gión  poligonal,  etc.,  estamos  haciendo  referencia  a  la 
medida  de  la  superficie  limitada  por  un  triángulo,  cua- 
drilátero,  trapecio,  polígono,  etc.  Para  simbolizarel  área 
de  una  región  cualquiera,  comúnmente  se  usan  las  le¬ 
írás  mayúsculas  A  o  S,  siendo,  por  ejemplo,  SPQR,  el 
área  de  una  determinada  región  triangular  PQR. 

<4  POSTULADO  DE  IA  IINIDAD 

El  área  de  una  región  cuadrada,  se  expresa  por  el  cua- 
drado  de  la  longitud  de  su  lado. 


Dos  regiones  cualesquiera,  que  tienen  igual  área, 
se  llaman  equivalentes;  independientemente  de  la 
forma  de  unó  con  reláción  al  otro.  Así,  por  ejemplo, 
para  la  figura  adjunta  diremos  que  el  triángulo  y 
cuadriláteros  són  equivalentes. 

Dos  triángulos  congruentes  (en  generál  dós  polígo- 
nos  congruentes,  són  equivalentes). 


Veamos  a  manera  de  aplicación  dél  postulado  de  la  uni¬ 
dad  de  áreas,  la  demostración  de  la  expresión  para  el 
cálculo  dél  área  de  un  rectángulo,  así  como  la  deduc- 
ción  para  el  romboidé  y  triángulo. 


TEOREMAS 


El  área  de  todo  rectángulo  es  igual  al  producto  de 
sus  dós  longitudes 


S  =  ab 


Demostración: 

Con  la  figura,  donde  A1  =  b2,  A2  =  a2  y  S'  =  S,  por 
ser  rectángulos  congruentes,  el  área  de  la  figura 
totál  es: 


i 

b 

I 

a 

1 


b - 1—  a— i 


P”""l 

FI 

!  Ai 

1  S  | 

1 

J 

S‘ 

A2  i 

"1 

o 

i - b - 1 

h-a-H 

S  +  S'  +  A,  +  A2  -  Stota, 

Luego:  2S  +  b2  +  a2  =  (a  +  b)2 

2S  +  b2  +  a2  =  a2  +  2ab  +  b2  =>  2S  =  2ab 

De  donde:  S  =  ab 


Observaciones: 

•  En  adelante,  para  abreviar,  haremos  referencia  al 
área  de  un  triángulo,  área  de  un  polígono,  etc.,  en- 
tendiendo,  desde  luego,  que  se  trata  dél  área  de  la 
región  correspondiente. 

•  Es  a  partir  dél  postulado  de  la  unidad  dél  área 
(área  dél  cuadrado),  que  se  demuestran  las  fórmu- 
las  básicas  para  el  cálculo  de  área  de  las  diferen¬ 
tes  regiones  elementales:  rectángulo,  triángulo, 
trapecio,  etc. 


II.  El  área  de  todo  romboidé  es  igual  al  producto  de 
la  longitud  de  un  lado  y  la  altura  respectiva  a  dicho 
lado. 
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Puede  expresarse  también  el  área  dél  romboidé 
mediante  el  producto  de  la  longitud  de  CID  y  la  altu- 
ra  trazada  a  dicho  lado  (distancia  entre  AB  y  CD). 


Demostración: 


B  C 


Como:  ABHA  =  ACED,  entonces  AH  =  DE,  por  lo 
que  HE  =  AD  =  b 

Además:  SAHB  =  SDEC  =*  SABCD  =  SHBCE 
Siendo:  SHBCE  =  HE(BH)  =  bh  SABCD  =  bh 

III.  El  área  de  todo  triángulo  es  igual  al  semiproducto 
de  la  longitud  de  un  lado  y  la  altura  respectiva. 


Demostración: 

Trazando  paralelas  para  tomar  el  paralelogramo 
ABCD;  puesto  que  los  triángulos  ABC  y  DCB  són 
congruentes,  sus  áreas  equivalen  a  la  mitad  de  la 
dél  paralelogramo: 


Con  ellő,  se  demuestran  las  expresiones  básicas 
para  el  cálculo  de  áreas  dél  trapecio  y  rombo,  así 
como  las  deducciones  para  los  triángulos  rectán- 
gulo  y  equilátero. 


IV. 


El  área  de  todo  trapecio  es  igual  al  producto  de  la 
semisuma  de  las  longitudes  de  las  bases  y  de  la 
altura. 


V. 


El  área  de  todo  rombo  es  igual  al  semiproducto  de 
las  longitudes  de  las  diagonales. 


También,  para  el  rombo  ABCD:  S  =  (CD)(BH) 


Corolario.  El  área  de  todo  triángulo  rectángulo  es  igual 
al  semiproducto  de  las  longitudes  de  los  catetos. 


Corolario.  El  área  de  todo  triángulo  equilátero  es  igual 
al  cuadrado  de  la  longitud  dél  lado,  multiplicado  por  el 

factor  . 

4 


Aplicaciones: 

1.  En  un  trapecio  ABCD,  se  conocen  las  longitudes 
de  las  bases:  BC  =  15  cm  y  AD  =  27  cm,  P  es  un 
punto  de  AD  ,  tál  que  al  unirlo  con  C,  resultan  dós 
regiones  equivalentes.  Hadar  PA. 

Resolución: 


Del  gráfico,  se  tiene:  SABCP  =  SPCD 

De  donde,  fácilmente  hallamos: 
x  =  6  .-.  AP  =  6  cm 

2.  En  la  figura,  hallar  el  área  de  la  región  som- 
breada. 


Resolución: 

Se  pide:  SABD 

Observamos:  SABD  +  SBCD  +  SAED  =  SABCE 
Luego:  SABD  +  +  15x4  =  (10  +  15)10 

Efectuando:  SABD  =  65  cm2 
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<4  REGIÓN  TRIANGULAR 

Una  región  triangular  es  la  reunión  de  un  triángulo  y  su 
interior. 


Una  región  poligonal  es  una  figura  plana  formada  por 
la  reunión  de  un  numero  finito  de  regiones  triangulares 
en  un  piano,  de  modo  que  si  dós  cualesquiera  de  ellas 
se  intersecan,  su  intersección  es  o  bien  un  punto  o  un 
segmento. 


Observar  que  una  misma  región  poligonal  se  puede  di- 
vidir  de  diferentes  formás:  (figura  a  y  c)  a  fin  de  tener  un 
conjunto  de  regiones  triangulares. 


El  área  de  una  superficie  limitada,  cualquiera,  es  la  me- 
dida  de  su  extensión,  indicada  por  un  numero  positivo 
único,  acompanado  de  la  unidad  adecuada  (cm2,  m2, 
etc.).  De  modo  que  al  hablar  dél  área  de  una  región 
triangular,  región  cuadrangular,  región  trapezoidal,  ré¬ 
gión  poligonal,  etc.,  estamos  haciendo  referencia  a  la 
medida  de  la  superficie  limitada  por  un  triángulo,  cua- 
drilátero,  trapecio,  polígono,  etc.  Para  simbolizarel  área 
de  una  región  cualquiera,  comúnmente  se  usan  las  le¬ 
írás  mayúsculas  A  o  S,  siendo,  por  ejemplo,  SPQR,  el 
área  de  una  determinada  región  triangular  PQR. 


<4  POSTULADO  DE  IA  IINIDAD 

El  área  de  una  región  cuadrada,  se  expresa  por  el  cua- 
drado  de  la  longitud  de  su  lado. 


Dos  regiones  cualesquiera,  que  tienen  igual  área, 
se  llaman  equivalentes;  independientemente  de  la 
forma  de  unó  con  reláción  al  otro.  Así,  por  ejemplo, 
para  la  figura  adjunta  diremos  que  el  triángulo  y 
cuadriláteros  són  equivalentes. 

Dos  triángulos  congruentes  (en  generál  dós  polígo- 
nos  congruentes,  són  equivalentes). 


Veamos  a  manera  de  aplicación  dél  postulado  de  la  uni¬ 
dad  de  áreas,  la  demostración  de  la  expresión  para  el 
cálculo  dél  área  de  un  rectángulo,  así  como  la  deduc- 
ción  para  el  romboidé  y  triángulo. 


TEOREMAS 


El  área  de  todo  rectángulo  es  igual  al  producto  de 
sus  dós  longitudes 


S  =  ab 


Demostración: 

Con  la  figura,  donde  =  b2,  A2  =  a2  y  S'  =  S,  por 
ser  rectángulos  congruentes,  el  área  de  la  figura 
totál  es: 


1 - D - 1—  cl— | 

P 

il 

!  Ai 

S  '  b 
:| 

S‘ 

A2  i  a 

□ 

_□  1 

i - b - 

h-  a— i 

S  +  S'  +  Ai  +  A2  -  Stota, 

Luego:  2S  +  b2  +  a2  =  (a  +  b)2 

2S  +  b2  +  a2  =  a2  +  2ab  +  b2  =>  2S  =  2ab 

De  donde:  S  =  ab 


Observaciones: 

•  En  adelante,  para  abreviar,  haremos  referencia  al 
área  de  un  triángulo,  área  de  un  polígono,  etc.,  en- 
tendiendo,  desde  luego,  que  se  trata  dél  área  de  la 
región  correspondiente. 

•  Es  a  partir  dél  postulado  de  la  unidad  dél  área 
(área  dél  cuadrado),  que  se  demuestran  las  fórmu- 
las  básicas  para  el  cálculo  de  área  de  las  diferen¬ 
tes  regiones  elementales:  rectángulo,  triángulo, 
trapecio,  etc. 


II.  El  área  de  todo  romboidé  es  igual  al  producto  de 
la  longitud  de  un  lado  y  la  altura  respectiva  a  dicho 
lado. 
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Puede  expresarse  también  el  área  dél  romboidé 
mediante  el  producto  de  la  longitud  de  CID  y  la  altu- 
ra  trazada  a  dicho  lado  (distancia  entre  AB  y  CD). 


Demostración: 


B  C 


Como:  ABHA  ==  ACED,  entonces  AH  =  DE,  por  lo 
que  HE  =  AD  =  b 

Además:  SAHB  =  SDEC  =>  SABCD  =  SHBCE 
Siendo:  SHBCE  =  HE(BH)  =  bh  .'.  SABqq  =  bh 

III.  El  área  de  todo  triángulo  es  igual  al  semiproducto 
de  la  longitud  de  un  lado  y  la  altura  respectiva. 


Demostración: 

Trazando  paralelas  para  tomar  el  paralelogramo 
ABCD;  puesto  que  los  triángulos  ABC  y  DCB  són 
congruentes,  sus  áreas  equivalen  a  la  mitad  de  la 
dél  paralelogramo: 


Con  ellő,  se  demuestran  las  expresiones  básicas 
para  el  cálculo  de  áreas  dél  trapecio  y  rombo,  así 
como  las  deducciones  para  los  triángulos  rectán- 
gulo  y  equilátero. 


IV. 


El  área  de  todo  trapecio  es  igual  al  producto  de  la 
semisuma  de  las  longitudes  de  las  bases  y  de  la 
altura. 


V. 


El  área  de  todo  rombo  es  igual  al  semiproducto  de 
las  longitudes  de  las  diagonales. 


También,  para  el  rombo  ABCD:  S  =  (CD)(BH) 


Corolario.  El  área  de  todo  triángulo  rectángulo  es  igual 
al  semiproducto  de  las  longitudes  de  los  catetos. 


Corolario.  El  área  de  todo  triángulo  equilátero  es  igual 
al  cuadrado  de  la  longitud  dél  lado,  multiplicado  por  el 

factor 

4 


S  =  L2-^ 

4 


L 


Aplicaciones: 

1.  En  un  trapecio  ABCD,  se  conocen  las  longitudes 
de  las  bases:  BC  =  15  cm  y  AD  =  27  cm,  P  es  un 
punto  de  AD  ,  tál  que  al  unirlo  con  C,  resultan  dós 
regiones  equivalentes.  Hallar  PA. 

Resolución: 


Del  gráfico,  se  tiene:  SABCP  =  SPCD 

|x+15jh  =  (27-^)h 

De  donde,  fácilmente  hallamos: 
x  =  6  .-.  AP  =  6  cm 

2.  En  la  figura,  hallar  el  área  de  la  región  som- 
breada. 


Resolución: 

Se  pide:  SABD 

Observamos:  SABD  +  SBCD  +  SAED  =  SABCE 

, _ o  ,  10x6  ,  15x4  /10  +  15\«n 

Luego.  SABD  +  ■■  ^ ^ — )10 

.-.  Efectuando:  SABD  =  65  cm2 
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3.  Calcular  el  área  de  un  triángulo  equilátero,  sabiendo 
que  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  midé  2  m. 

Resolución: 

Sea  el  triángulo  ABC. 


En  AIMC:  MC  =  2  73  (se  opone  a  60°) 

AC  =  2MC  =>  AC  =  4/3 

Luego:  SA8C  =  (AC)2(-J)  -  SABC  =  (4^)2(-^) 

•  •  ^ABC  =  12/3*  m 

4.  En  un  triángulo  rectángulo,  un  cateto  midé  4  m  y  la 
altura  sobre  la  hipotenusa  2,4  m.  ^Cuál  es  el  área 
dél  triángulo? 

Resolución: 

Consideremos  el  triángulo  PQR 


.  .  e  _  (PR)(CH)  e  _  PR(2,4) 

Luego.  SPQR - -  =>  SPQR - ^ - 

-  Spqr  =  (1,2)PR  ...(1)  _ 

Para  hallar  PR,  previamente  calculamos  PH,  en  el 
APHQ,  por  el  teorema  de  Pitágoras: 

PH  =  j42-(2,4)2  =>  PH  =  3,2 
Luego,  en  APQR,  sabemos  por  relaciones  métricas: 
(PQ)2  =  (PR)(PH)  =»  42  =  (PR)(3,2)  =»  PR  =  5 
Sustituimos  esto  en  (1):  SPQR  =  (1,2)(5) 

SPQR  =  6  m 

5.  Los  lados  de  un  rombo  són  dós  rádiós  y  dós  cuer- 
das  de  una  circunferencia  de  16  cm  de  rádió.  Cal¬ 
cular  el  área  dél  rombo,  en  cm2. 


6.  Un  terreno  tiene  forma  rectangular  y  se  sabe  que 
su  perímetro  midé  46  m,  siendo  su  diagonal  igual  a 
17  m.  ^Cuál  es  el  área  terreno? 

Resolución: 

b 

c 

a  ^  a 

b _ 

b 

Del  dato:  2(a  +  b)  =  46  =>  a  +  b  =  23  ...(1) 

Además:  a2  +  b2  =  289  ...(2) 

Para  obtener  el  área,  S  =  ab,  elevamos  ambos 
miembros  de  la  expresión  (1)  al  cuadrado: 

(a  +  b)2  =  232 
a2  +  b2  +  2ab  =  529 
Con  (2):  269  +  2ab  =  529  =>  ab  =  120 
S  =  120  m2 

<4  REGIONES  TRIANGULARES 

Veamos  a  continuación,  diversas  expresiones  para  el 
cálculo  dél  área  de  un  triángulo,  derivadas  en  su  ma- 
yoría  de  la  formula  básica  y  dependiendo  de  los  datos 
considerados. 

I.  Teorema  de  Herón  de  Alejandría.  El  área  de  todo 
triángulo  es  igual  a  la  raíz  cuadrada  dél  producto 
dél  semiperímetro  y  su  diferencia  con  cada  lado. 

Demostración: 


B 


En  efecto,  para  el  AABC,  se  tiene: 


Pero,  sabemos  que,  siendo  p  el  semiperímetro  dél 
triángulo: 

h„  =  |Vp(p-a)(p-b)(p-c)  ...(2) 

Al  reemplazar  (2)  en  la  expresión  (1): 

S  =  Jp(p  -  a)(p  —  b)(p  -  c) 


Resolución: 


Del  gráfico,  notamos  que  los  triángulos  AOB  y  BOC 
són  equiláteros. 

Luego:  SABCD  =  2(SA0B)  =>  SA  —  °/',c  ^ 


,=  128/3 


,  =  2(l6f) 


En  función  dél  circunradio  (R).  El  área  de  todo 
triángulo  es  igual  al  producto  de  las  longitudes  de 
los  trés  lados,  dividido  por  cuatro  veces  el  circun¬ 
radio. 
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En  AABC:  S  =  ^ 

Sabemos,  además,  que: 

h(2R)  =  ac~h  =  H 

...(2) 

Reemplazando  la  expresión  (2)  en  (1): 

Q  _  abc 
S  4R 


III.  En  función  dél  inradio  (r).  El  área  de  todo  triángulo 
es  igual  al  producto  dél  semiperímetro  y  el  inradio. 

Demostración: 


Por  adición,  tenemos: 
Sabc  =  SA!B  +  SB|C  +  SA|C 


Luego:  SABC 


_  AB(r)  BC(r)  AC(r) 


Esto  es:  SABC  =  (AB  +  BC  +  ACjr 
Pero:  —  -  ^  +  —  =  p  (semiperímetro). 


V.  En  función  dél  inradio  y  los  exradios:  En  todo 
triángulo,  el  área  es  igual  a  la  raíz  cuadrada  dél 
producto  dél  inradio  y  los  trés  exradios. 


Demostración: 


En  efecto,  por  deducciones  anteriores  tenemos, 
para  el  área: 

S  =  pr;  S  =  (p  -  a)ra;  S  =  (p  -  b)r„;  S  =  (p  -  c)rc 


Multiplicando  miembro  a  miembro  estas  expresio- 
nes: 

S4  =  p(p  -  a)(p  -  b)(p  -  c)  r  rarbrc 
Esto  es:  S4  =  S2  r  ra  rb  rc 


De  donde: 


S  =  Vrrarbrc 


<4  CASOS  PARTICLLARES 

A  partir  de  las  expresiones  generales,  deduciremos  a 
continuación  fórmulas  para  el  caso  de  triángulos  rec- 
tángulos. 


IV. 


De  donde: 


Sabc  —  pr 


En  función  de  un  exradio.  El  área  de  todo  triángu¬ 
lo  es  igual  al  producto  dél  exradio  relativo  a  un  lado 
y  la  diferencia  entre  el  semiperímetro  y  dicho  lado. 


Demostración: 


Sea  el  AABC,  donde  AB  =  c,  BC  =  a,  AC  =  b  y 
ra  el  exradio  relativo  al  lado  BC. 

Se  tiene:  SABC  =  SABEC  —  SBEC 
Es  decir.  SABC  =  SAEC  +  SBEC 

q  _  bra  ,  Cra  ara 

°abc - 2~  ^  ~2  2~ 

SABc  =  (b  +  |~a)ra  -(1) 

Siendo:  a  +  b  +  c  =  2p,  el  perímetro  dél  AABC. 

De  aquí:  b  +  c  =  2p  -  a,  reemplazando  en  la  ex- 
presión  (1): 

S  -  /2P~2aW 

°abc  -  y  2  /'a 

En  forma  análoga: 


Sabc  =  (P  -  a)ra 


En  todo  triángulo  rectángulo  el  área  se  puede  ex- 
presar  como  el  producto  de  los  exradios  relativos  a 
los  catetos. 


Demostración: 


Desde  luego,  sabemos  que  para  el  área  S  de  la 
región  triangular  ABC: 


s  =  (P  -  a)ra  =*  f  =  p  -  a 

ra 

q 

Además:  —  =  p  -  b 

rb 

Sumando  miembro  a  miembro  estas  expresiones: 

q  q 

—  +  —  =  2p  -  a  -  b,  siendo:  2p  =  a  +  b  +  c 

ra  rb 


LW:S(i  +  l).°.S.(^) 


...(1) 


Ahora,  recordemos  que  en  todo  triángulo  rectán¬ 
gulo  la  suma  de  exradios  relativos  a  los  catetos  es 
igual  a  la  longitud  de  la  hipotenusa  (propiedad). 
Por  lo  que:  ra  +  rb  =  c 


^abc  ~  (P  b)rb 

A 

Sabc  —  (P  C)rc 

Al  reemplazar  en  (1): 

s  =  rarb 
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II.  En  todo  triángulo  rectángulo,  el  área  es  igual  al 
producto  dél  inradio  y  el  exradio  relativo  a  la  hipo- 
tenusa.  Para  demostrar  esto,  recordemos  que: 


Demostración: 

A 


Pero,  por  lo  anterior:  S  =  rarb 
Luego:  S2  =  rSrc  S  =  rrc 


III.  En  todo  triángulo  rectángulo,  el  área  se  puede  ex- 
presar  como  el  producto  de  las  longitudes  de  los 
segmentos  que  determina  la  circunferencia  inscrita 
sobre  la  hipotenusa. 


Sea  el  AABC,  donde  AT  =  m  y  TB  =  n,  són  las 
longitudes  de  los  segmentos  en  mención.  Demos- 
traremos,  que: 


Sacb  —  mn 


Elevando  al  cuadrado  ambos  miembros  de  esta  úl- 
tima  expresión,  a  fin  de  obtener  el  producto  entre  q 
y  L:  (q  -  L)2  =  (a  -  b)2 

Desarrollando:  q2  +  L2  -  2qL  =  a2  +  b2  -  2ab...(1) 
Para  el  AABC:  a2  +  b2  =  (AB)2  =  (q  +  L)2  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 
q2  +  L2  -  2qL  =  (q  +  L)2  -  2ab 
De  donde:  ab  =  2qL 

^  =  qL  .-.  S  =  qL 

V.  Sea  ACB,  un  triángulo  rectángulo  (ver  figura),  recto 
en  C.  Se  dibuja  la  circunferencia  exinscrita  relativa 
a  unó  de  los  catetos,  la  cual  es  tangente  a  la  pro- 
longación  de  la  hipotenusa,  en  F.  Se  cumple  que: 


S  =  (AF)(BF) 


C 


Del  gráfico  tenemos:  AC  =  m  +  r  y  CB  =  n  +  r 
Por  lo  que:  SACB  =  <ACHCB>  =  2SACB  =  (m  +  r)(n  +  r) 

Esto  es:  2SACB  =  mn  +  (m  +  n  +  r)r  ...(1) 

Además:  pr  =  SACB  =*  (m  +  n  +  r)r  =  SACB  ...(2) 

Sustituyendo  (2)  en  (1):  2SACB  =  mn  +  SACB 

^ACB  =  mn 

IV.  En  todo  triángulo  rectángulo,  el  área  puede  expre- 
sarse  como  el  producto  de  las  longitudes  de  los 
segmentos  que  determina  en  la  hipotenusa,  la  res- 
pectiva  circunferencia  exinscrita. 


Demostración: 

Por  ser  tangentes  trazadas  desde  un  mismo  punto: 
AD  =  AE  =  q;  BE  =  BF  =  L, 
y  además:  CD  =  CF  =>  b  +  AD  =  a  +  BF 
Con  lo  anterior:  b  +  q  =  a  +  L 
De  lo  que:  q  -  L  =  a  -  b  » 


<4  RELACIONES  FUNDAMENTALES  EN  EL 
TRIÁNGULO 

Consideremos  un  triángulo  ABC  cualquiera,  de  inradio 
r,  circunradio  R,  exradio  ra,  rb,  rc  y  alturas  ha,  hb,  hc.  En- 
tonces: 

1.  La  inversa  dél  inradio  es  igual  a  la  suma  de  las 
inversas  de  los  exradios. 

Sabemos  que  para  el  área: 

S  =  pr^  =  |  ...(1) 

Además,  podemos  escribir: 

—  =  p-a;  —  =  p  -  b  y  —  =  p - c 

ra  H  rb  rc 

Sumando  miembro  a  miembro  estas  últimas  trés 
expresiones  y  factorizando  S: 

síf+f+f) =  3p  _  <a  +  b  +  c> 

\  ra  ’b  rc  / 

Esto  es:  S {-  +  -  +  —)  -  p 

\ra  rb  r J 

De  donde:  -  +  -  +  —  =  ^  ...(2) 

ra  rb  rc  S  v  ’ 

1111 

Luego,  comparando  (1 )  y  (2):  -  =  —  +  —  +  — 
r  ra  rb  rc 

Ejemplo: 

Hallar  el  área  dél  triángulo,  en  el  cual  los  exradios, 
miden:  ra  =  2  cm,  rb  =  3  cm  y  rc  =  6  cm 

Resolución: 

1111 

Cálculo  de  r: -  =  a  +  a  +  4  =>  r  =  1  cm 
r  z  o  b 

Luego:  S  =  ^~c  =  S  =  6  cm2 

2.  La  inversa  dél  inradio  es  igual  a  la  suma  de  las  in¬ 
versas  de  las  alturas:  -  =  ~ 

^  ha  hb  hc 
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3.  Exradios  en  función  de  alturas: 

...(a) 


1  =  _1  +  J__  JL 

fn  hb 


_1_  =  _1_  +  J _ 1 

rb  ha  hc  hb 

J_  =  JL  +  J__  J_ 

rr  ha  hb  h. 


•(P) 

...(y) 


4.  Además,  recordemos  la  reláción  de  Steiner: 
ra  +  rb  +  rc  =  4R  +  r 

5.  Cabe  adicionar  la  reláción  resultante  de  combinar 


<i  COMPARACIONES  DE  REGIONES  TRIANGL- 
LARES 


Propiedades 

1.  Las  áreas  de  dós  triángulos  són  entre  sí  como 
los  productos  de  sus  bases  y  respectivas  alturas. 


Demostración: 


2. 


Si  dós  triángulos  tienen  congruente  un  lado,  sus 
áreas  són  entre  sí  como  las  respectivas  alturas. 


Para  el  gráfico,  se  tendrá: 


Demostración: 


Por  definíción  de  figurás  equivalentes: 

Sabc  bh  _  * 

Stvm  bh 

5.  En  todo  triángulo,  una  mediana  cualquiera  determi- 
na  dós  triángulos  parciales  equivalente. 

Demostración: 


B 


En  efecto,  sea  BM  una  mediana  dél  AABC.  Enton- 
tes,  por  tener  congruentes  AM  y  MC  y  la  misma 
altura  desde  B. 


6.  En  todo  triángulo,  al  unir  los  puntos  medios  de  los 
trés  lados  se  determinan  cuatro  triángulos  parcia¬ 
les  equivalentes. 

Demostración: 

Por  ser  congruentes  los  triángulos  MBN,  AMP, 
MNP  y  NPC,  se  tendrá: 


7.  En  todo  triángulo,  al  trazar  las  trés  medianas  se 
determinan  seis  triángulos  parciales  equivalentes. 


Sarc  —  S-n 


3.  Si  dós  triángulos  tienen  una  altura  congruente,  en- 
tonces  las  áreas  són  entre  sí  como  sus  respectivas 
bases. 


4.  Dos  triángulos  que  tienen  congruentes  un  lado  y 
las  respectivas  alturas,  són  equivalentes. 


Demostración: 


En  efecto,  por  (5),  en  el  gráfico  adjunto:  X  =  Y, 
U  =  V,  W  =  Z.  Bastará  probar  que  X  =  Z.  Para  la 
mediana  BM: 
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8. 


9. 


Cancelando  V  y  U:  2X  =  2Z  =>  X  =  Z 
Luego: 


X  =  Y  =  Z  =  ...  = 


Sabc 

6 


Al  unir  el  baricentro  de  todo  triángulo  con  los  pun- 
tos  medios  de  dós  lados  y  dichos  puntos  entre  sí, 
se  determina  una  región  triangular  cuya  área  equi- 
vale  a  la  doceava  parte  dél  área  totál. 

B 

G:  baricentro  dél  AABC 


En  el  gráfico: 


Sabc 

12 


Si  dós  triángulos  (dós  polígonos,  en  generál)  són 
semejantes,  entonces  las  áreas  són  entre  sí  como 
los  cuadrados  de  cualquier  pár  de  elementos  homó- 
logos. 

Demostración: 


B* 


y  A'B'C'. 


c““:fc-w-fc-(F)(S)-kI 


Luego: 


SAbc  _  a2  _  b2  c2  _  h2 

s  A’B'C'  (a')2  (b’)2  (C)2  (h')2 


En  la  reláción  anterior  podemos  considerar  tam- 
bién  medianas,  inradios,  circunradios,  etc. 

10.  En  los  triángulos  que  tienen  dós  ángulos  suple- 
mentarios,  unó  en  cada  triángulo,  las  áreas  són  en¬ 
tre  sí,  como  los  productos  de  los  lados  que  formán 
dichos  ángulos.  Para  los  triángulos  ABC  y  MNL,  si 
a  +  <|>  =  180°,  entonces: 


Aplicaciones: 

Los  lados  AB  y  BC  de  un  triángulo  ABC  tienen  lon- 
gitudes  8  y  9  centímetros,  respectivamente.  Una 


semicircunferencia  de  rádió  6  cm  es  tangente  a 
AB  y  BC,  teniendo  su  diámetro  sobre  AC.  Hallar  el 
área  dél  triángulo. 

Resolución: 


Trazando  BO  y  luego  los  rádiós  a  los  puntos  de 
tangencia: 


Sarc  —  SA( 


+  s  =.  s  -  8(6) 

I  '  °BOC  =*  °ARC  —  — « — 


9(6) 


2. 


El  área  de  un  triángulo  ABC _es  22  cm2.  Sobre  las 
prolongaciones  de  los  lados  BAy  BC  se  tornán  lon- 
gitudes  AE  =  2AB  y  CF  =  3BC.  Hallar  el  área  dél 
cuadrilátero  ACFE. 

Resolución: 


Del  gráfico,  como  los  triángulos  EBF  y  ABC,  tienen 
en  común  la  mZB: 


(BE)(BF) 


22  +  X 
22 


(3n)(4a) 

na 


SABC  (BA)(BC) 

=*  22  +  X  =  12(22),  de  donde  X  =  242 
SACFE  =  242  cm2 

El  área  de  un  triángulo  ABC  es72  cm2.  Por  el  bari¬ 
centro  G  se  trazan  paralelas  a  AB  y  BC,  que  inter- 
secan  a  AC  en  los  puntos  E  y  F,  respectivamente. 
Hallar  el  área  dél  triángulo  EGF. 

Resolución: 

B 


E  M  F  ° 

En  el  AABC,  como  G  es  baricentro,  al  trazar  la  me- 
diana  BGM,  sabemos  que  BG  =  2(GM) 

Si  GM  =  m,  entonces  BG  =  2m. 

Como  los  triángulos  EGF  y  ABC  són  semejantes, 
donde  GM  y  BM  són  medianas  homólogas. 

SEGF  (GM)2  SF 
SA 


m 


(BM)2 


JEGF  _ 

72  (3m)2 


:  =  8  cm2 
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4.  El  área  de  un  triángulo  rectángulo  ABC 
(mZB  =  90°),  es  24  cm2.  Exteriormente  se  dibujan 
los  triángulos  equiláteros  AEB  y  BFC.  Trazar  EF  y 
hallar  el  área  dél  triángulo  EBF. 

Resolución: 


Haciendo  AB  =  c  y  BC  =  a,  el  dato: 


_  AB(BC) 

ÖABC  “  ~ 


^  =24 


2  2 
Es  decir,  ac  =  48  cm2  ...(1 ) 

La  prolongación  de  FB  forma  con  AB  un  ángulo  de 
30°,  por  lo  que  BH  será  perpendicular  a  AE: 


_  BF(EH)  a(f) 


c  _  ac 

ÖEBF  -  -4- 


Con(1):SEBF  =  ^  SEBF=12cm2 

5.  El  área  de  un  triángulo  es  S.  Si  se  prolongan  los  la- 
dos  en  un  mismo  sentido  y  una  longitud  igual  a  la  dél 
lado  prolongado,  hallar  el  área  dél  triángulo  que  se 
forma  al  unir  los  extremos  de  dichas  prolongaciones. 


Resolución: 

B' 


Sea  ABC  el  triángulo  dado  y  A'B'C'  el  de  los  extre¬ 
mos  de  las  prolongaciones. 

Del  gráfico:  SATC  =  S  +  X  +  Y  +  Z  ...(1) 

Los  triángulos  A'AB'  y  ABC  tienen  un  pár  de  ángu- 
los  suplementarios 

(mZA'AB'  -1-  ZBAC  =  180°),  por  propiedad: 

^  A'AB'  _  (AA’XAB')  X  _  (b)(2n) 

Sabc  "  (AC)(AB)  S  ~  (b)(n) 


Análogamente,  al  comparar  los  triángulos  BB'C'  y 
A'CC'  con  ABC:  Y  =  2S;  Z  =  2S 

Sustituyendo  en  (1):  SA.B.C.  =  S  +  2S  +  2S  +  2S 


Resolución: 


I— 2H 


Del  gráfico,  como  los  triángulos  BDC_y  ABC  són 
equivalentes  y  tienen  la  misma  base  BC,  entonces 
DH  =  AB  =  3.  Además,  AD  resulta  paralelo  a  BC; 
AD  =  BH  =  2  y  de  la  semejanza  entre  los  triángu¬ 
los  BEC  y  DEA: 


EP_BC  EP  BC 
EQ  AD  ^  QP-EP  AD 

Lue9°:3^p=t-EP  =  2 


SnFC  — 


(BC)  (EP)  _  (4)  (2) 


7.  Los  rádiós  de  dós  circunferencias  exteriores  miden 
3  y  8  cm,  respectivamente,  siendo  las  tangentes 
interiores  comunes  perpendiculares  entre  sí.  Hallar 
el  área  dél  triángulo  que  formán  las  dós  tangentes 
interiores  y  una  tangente  exteriőr  común. 


Resolución: 


El  triángulo  formado,  ABC,  es  recto  en  B  y  las  cir¬ 
cunferencias  són  exinscritas  relativas  a  los  catetos 
Sabc  =  rarc  =  (3)(8)  =*  SABC  —  24  cm 

8.  Las  longitudes  de  los  lados  de  un  triángulo  són  5; 
6  y  7  cm.  Hallar  las  longitudes  dél  inradio  y  circun- 
radio. 

Resolución: 

En  este  tipo  de  probléma  se  trata  de  relacionar  las 
fórmulas  de  áreas.  Así,  por  Herón: 


7 


6.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  las  longitudes  de 
los  catetos  són  AB  =  3  cm  y  BC  =  4  cm.  Se  dibuja 
el  triángulo  isósceles  BDC  (BD  =  DC),  equivalente 
a  ABC,  intersecando  BD  a  AC  en  el  punto  E.  Hallar 
el  área  dél  triángulo  BEC. 


S  =  V9(9  —  5)(9  —  6)(9  —  7)  =*  S  =  6V6  cm2 


Cálculo  dél  inradio  r:  pr  =  S 
Luego:  9r  =  6  Í6  =*  r  =  cm 
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Cálculo  dél  circunradio  R: 


abc 

4R 


=  S 


Sustituyendo  valores  numéricos: 


5x6x7 

4R 


=  6/6=>R  = 


35/6 

24 


9.  En  un  triángulo  PQR,  la  mediana  QM  corta  a  la  ce- 
viana  interior  PE  en  el  punto  A.  Siendo  ER  =  2(EQ) 
y  el  área  dél  AQAE,  2  cm2.  Hallar  el  área  dél  trián¬ 
gulo  PQR. 

Resolución: 


Considerando  el  gráfico,  los  triángulos  AER  y  QAE, 
tienen  la  misma  altura  desde  el  vértice  A. 

Luego,  las  áreas  són  entre  sí  como  sus  bases: 

Saer  =  2Sqae  =»  Y  =  4 

Además,  por  ser  AM  mediana  dél  AAPR: 

Sapm  =  SAMR  =  X  y  en  APQR:  SPQM  =  SMQR 
=>  Z  +  X  =  X  +  Y  +  2  =>  Z  =  Y  +  2  =*  Z  =  6 
También,  para  los  triángulos  PQR  y  QPE,  que  tie¬ 
nen  la  misma  altura  desde  P,  como: 

QR  =  3(EQ)  -  SPQR  =  3(Sqpe) 

Esto  es.  SPQR  =  3(Z  4-  2)  =>  SPQR  =  3(6  +  2) 

SPQR  =  24  cm 


<♦  REGIONES  CLADRANGIJUVRES 

A  manera  de  introducción,  en  este  apartado  veremos 
algunos  problémás  que  nos  muestran  propiedades  par- 
ticulares  y  generales,  para  luego  indicar  las  fórmulas 
correspondientes  a  los  cuadriláteros. 

1.  En  un  trapecio  ABCD,  de  bases  BC  y  AD,  las  dia- 
gonales  AC  y  BD  se  cortan  en  el  punto  N.  Demos- 
trar  que  SABN  =  SCND 

Demostración: 


Como  los  triángulos  ABD  y  ACD  són  equivalentes 
por  tener  la  misma  base  AD  e  igual  altura  h: 

Sabd  =  SACD  =*  SABN  -l-  SAND  =  SCND  +  SAND 


i  +  sc 


para  cualquier  trapecio. 


2.  En  un  trapezoidé  ABCD,  las  diagonales  AC  y 
BD  se  intersecan  en  el  punto  P.  Demostrar  que 

Sabp^pcd  =  SBPCSAPD 


Demostración: 


Considerando  el  gráfico  adjunto,  observamos  que 
los  triángulos  ABP  y  BPC  tienen  la  misma  altura 
trazada  desde  el  vértice  B.  Luego,  sus  áreas  serán 
entre  sí  como  las  respectivas  bases: 

Sabp  _  AP 
SBPC”PC 

Análogamente  para  APD  y  PCD:  ^  ...(2) 

SpcD  '  C 


De  (1)  y  (2): 


SArpSpcd  —  SBPCSAI 


Se  cumple  en  todo  cuadrilátero  convexo. 


3. 


En  un  trapecio  ABCD,  de  bases  BC  y  AD,  las  dia¬ 
gonales  AC  y  BD  se  intersecan  en  el  punto  E. 
Demostrar  que: 


•  Sabemos  que: 

SaeB  =  SCED  A  (SAEB)(SCED)  =  (SBEC)(SAED) 

=*  (SaEb)  =  (^BEc)(^AEd)  ^AEB  =  i/(Sbec)(SaEd) 

•  Para  el  trapecio: 

SaBCD  =  ^BEC  +  $AEB  "I"  ScED  +  ^AED 

Con  lo  demostrado: 

Sabcd  =  ^BEC  +  2/(Sbec)(Saed)  +  $AED 

=*  ^abcd  =  O^BEC  +  /^aEd)2 


/SaBCD  ~  /^BEC  +  /^AED 


Estas  dós  relaciones  són  válidas  para  todo  trapecio. 


4.  En  todo  trapecio,  el  área  dél  triángulo  que  tiene  por 
vértices:  al  punto  medio  de  unó  de  los  lados  no  pa- 
ralelos  y  los  vértices  dél  lado  opuesto,  es  la  mitad 
dél  área  totál. 

Demostración: 

5 

Así,  para  el  trapecio  ABCD,  se  tiene:  SMCD  =  ■  A*CD 


D 
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Llamando  “d”  a  la  distancia  de  M  a  CD,  se  tiene: 
(CD)d 


^MCD  - 


...(1) 


JMCD - 2 

Pero,  por  lo  anterior:  (CD)d  =  SABCD  ...(2) 

De  (2)  en  (1):  SMCD  = 

5.  En  todo  cuadrilátero  circunscrito  (o  circunscriptible) 
a  una  circunferencia,  el  área  es  igual  al  producto  dél 
semiperímetro  y  el  rádió  de  dicha  circunferencia. 

C 


Demostración: 

En  el  gráfico: 


o  _  (AB)(r)  ,  (BC)(r)  ,  (CD)(r)  ,  (AD)(r) 

°abcd - 2  1  2  2  h  2 


”( 


AB  +  BC  +  CD  +  AD 


->ABCD  \  2 

Siendo  la  expresión  en  el  paréntesis  el  semiperí¬ 


metro  p:  SABCD  =  pr 


6.  Teorema  de  Brahmagupta.  El  área  de  todo  cua¬ 
drilátero  inscrito  o  inscriptible,  es  igual  a  la  raíz 
cuadrada  dél  producto  de  las  diferencias  dél  semi¬ 
perímetro  con  cada  lado. 

Demostración: 

Así,  para  el  cuadrilátero  ABCD,  donde: 


P  = 


En  efecto,  sabemos  que  mZDCE  =  mZA  y 
mZCDE  =  mZB,  por  lo  que  los  triángulos  ABE  y 
CDE  són  semejantes. 

Luego:  fi*  =  Z  „  ~  S.c-9-E  =  Z^_Z 

bCDE  C  ^CDE  C* 

^ABCD  =  |  ^2  j^CDE  -"O) 

Cálculo  dél  área  SCDE.  Para  el  ACDE,  haremos  uso 
dél  teorema  de  Herón: 

o  //m  +  n  +  c\/m  +  n-  c\/m  +  c-  n\/n  +  c-  nr 
Scde  =  y(  2 - )l  2  A  1  A - — )  -(2) 


De  la  semejanza  entre  los  triángulos  CDE  y  ABE: 

m  _  c  n 
d+n_a_b+m 

De  lo  que  deducimos: 

.  x  c(b  +  d)  .  »  c(d-b) 

(m  +  n)  =  -b^:  (m-n)  =  ^TT- 

Luego: 


m  +  n  +  c 

C  1 

a  +  b  +  d  - 

C\ 

2 

a  -  c' 

.  2 

) 

m  +  n  -  c 

c  / 

<b  +  c  +  d  - 

a  | 

2 

0) 

i 

o 

*  2 

1 

m  +  n  -  c 

c  1 

-a  +  c  +  d- 

bl 

2 

a  +  c' 

i  2 

/ 

n  +  c  -  m 

c  ( 

a+b+c- 

d) 

2 

a  +  c' 

2 

/ 

n 


Con  (*)  en  (2),  ordenado: 

/  c4  /b  +  c  +  d-a\/a  +  c  +  d-b\/a  +  b  +  d-c\/a  +  b  +  c-d\ 

Scoe- >(a2-  c2)2l  2  /\  2  A  2  A  2  / 

En  función  dél  semiperímetro  p  dél  cuadrilátero  ABCD: 

Scde  =  (^T^)V(P  ~  a)(P  -  b)(p  -  c)(p  -  d)  ...(3) 

Finalmente,  sustituyendo  (3)  en  (1): 

•••  SABCD  =  V(p  -  a)(p  -  b)(p  -  c)(p  -  d) 

7.  Teorema  de  Leudesdorf.  El  área  de  todo  cuadrilá¬ 
tero  bicéntrico  es  igual  a  la  raíz  cuadrada  dél  pro¬ 
ducto  de  las  longitudes  de  sus  cuatro  lados. 

Demostración: 

Por  el  teorema  anterior,  tenemos: 


Y  con  el  teorema  de  Pitot:  a  +  c  =  b  +  d 
Siendo:  p  =  a  +  b  +  c  +  d 
Luego:  p  =  a  +  c  A  p  =  b  +  d 
Entonces:  p-a  =  cp-b  =  d 

p-c  =  a  A  p - d  =  b 


Sustituyendo  en  (1): 


S  =  Vabcd 


<4  COMPARACIÓN  DE  REGIONES  CUADRAN- 
GULARES 

1 .  Las  áreas  de  dós  paralelogramos  són  entre  sí  como 
los  productos  de  sus  bases  y  sus  respectivas  alturas. 

2.  Si  dós  paralelogramos  tienen  congruentes  un  lado, 
entonces  las  áreas  són  entre  sí  como  sus  respecti¬ 
vas  alturas. 

3.  Si  dós  paralelogramos  tienen  congruentes  una  al¬ 
tura,  las  áreas  són  entre  sí  como  són  sus  respecti¬ 
vas  bases. 


416  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens  _ 

4.  Dos  paralelogramos  que  tienen  congruentes  un 
lado  y  sus  respectivas  alturas,  són  equivalentes. 

5.  Las  áreas  de  dós  trapecios  són  entre  sí  como  los 
productos  de  sus  medianas  y  alturas. 

6.  Si  dós  trapecios  tienen  sus  medianas  congruentes, 
las  áreas  són  entre  sí  como  las  alturas. 

7.  Si  dós  trapecios  tienen  sus  alturas  congruentes, 
las  áreas  se  encuentran  en  la  misma  reláción  que 
las  medianas. 

8.  Dos  trapecios  que  tienen  medianas  y  alturas,  res- 
pectivamente  congruentes  són  equivalentes. 

9.  Si  dós  cuadriláteros  són  semejantes,  las  áreas  són 
entre  sí  como  el  cuadrado  de  la  respectiva  razón 
de  semejanza. 

Propiedades 

1 .  En  todo  paralelogramo  una  diagonal  determina  dós 
regiones  equivalentes. 

Así: 


AABD  =  ACDB: 


2.  En  todo  paralelogramo  al  trazar  las  dós  diagonales 
se  determinan  cuatro  regiones  equivalentes.  Así: 
En  el  paralelogramo  ABCD,  para  el  ABCD,  como 
CO  es  mediana. 


S2  —  S3  y,  en  AACD.  S3  —  S4 

Además:  BO  es  mediana  dél  AABC  =>  S,  =  S2 

Luego:  S,  =  S2  =  S3  =  S4  = 

3.  En  todo  paralelogramo,  el  área  de  la  región  trian- 
gular  determinada  al  unir  un  punto  cualquiera  de 
un  lado  con  los  vértices  correspondientes  al  lado 
opuesto,  equivale  a  la  mitad  de  la  dél  cuadrilátero. 

Demostración: 


Consideremos  el  paralelogramo  ABCD  y  P  un  pun¬ 
to  cualquiera  dél  lado  BC. 

Se  tienen:  SAPD  =  y  SABCD  =  (AD)(h) 

O  _  SaBCD 
°APD - 9 


4.  Al  trazar  los  segmentos  que  unen  los  puntos  me- 
dios  de  los  lados  opuestos  de  todo  paralelogramo, 
se  determinan  cuatro  regiones  equivalentes. 

Así,  en  el  paralelogramo  ABCD,  demuestre  que: 


5. 


Si  se  une  un  punto  interior  a  un  paralelogramo  con 
los  cuatro  vértices,  se  determinan  cuatro  triángu- 
los,  donde  la  suma  de  áreas  correspondientes  a 
aquellos  que  tienen  por  bases  dós  lados  opuestos 
dél  cuadrilátero,  es  igual  a  la  suma  de  las  otras  dós. 

Demostración: 

Sea  Q  un  punto  interior  cualquiera  al  paralelogra¬ 
mo  ABCD. 


De,gréfico:SAOB  +  Scoo=^  +  £m 

Siendo:  AB  =  CD,  se  puede  escribir: 

O  ,  C  _  AB(QH  +  QF)  AB(HF)  SABCD 

O  1  Oron  ZZ  —  —  —  ^ 


Esto  es:  SA0B  +  SCQD  =  ...(1) 

En  forma  análoga:  SB0C  +  SAQD  =  -^22  ...(2) 
De  (1)  y  (2):  SaQB  +  ScQD  —  SBQC  +  SAQD 


6.  Si  por  un  punto  cualquiera  de  una  diagonal  de  un 
paralelogramo,  se  trazan  dós  paralelas  a  los  lados, 
entonces  los  paralelogramos  obtenidos  són  equi¬ 
valentes  (teorema  de  Gnomon). 

Así: 


Sea  ABCD  el  paralelogramo  y  O,  el  punto  en  men- 


ción.  Se  cumple  que: 


7.  Toda  recta  que  pase  por  el  punto  medio  de  la  me¬ 
diana  de  un  trapecio  e  interseque  a  las  bases,  de¬ 
termina  dós  regiones  equivalentes. 

Sea  E  punto  medio  de  la  mediana  MN  dél  trapecio 
ABCD,  si  P  y  Q  són  puntos  cualesquiera  de  las  ba¬ 
ses,  entonces: 

c  _  e  _  Sabcd 

°ABPQ  -  °QPCD - 9 
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Demostración: 


Se  tienen:  SABPQ  =  (ME)h  A  SQPCD  =  (EN)h 
Siendo.  ME  =  EN  =>  S^gpQ  —  SqPcq 


8.  El  segmento  que  une  los  puntos  medios  de  las  ba- 
ses  de  todo  trapecio  determina  dós  regiones  equi- 
valentes. 

Así,  para  el  trapecio  ABCD,  H  y  T  són  puntos  me¬ 
dios  de  las  bases. 


SabHT  -  S-Turn  — 


Sabcp 

2 


9.  El  área  de  la  región  que  encierra  el  cuadrilátero 
que  tiene  por  vértices  los  puntos  medios  de  los  la- 
dos  no  paralelos  y  dós  puntos  cualesquiera  de  las 
bases  de  un  trapecio,  equivale  a  la  mitad  dél  área 
de  dicho  trapecio. 

Considerando  el  trapecio  ABCD,  donde  M  y  N  són 
puntos  medios  de  los  lados  no  paralelos  y,  ade- 
más,  P  y  R  són  puntos  cualesquiera  en  las  bases: 


<*  INTERPRETÁCIÓN  GEOMÉTRICA  DEL  TEO- 
REMA  DE  PITÁGORAS 

Los  antiguos  griegos  conocían  el  teorema  de  Pitágoras 
de  la  manera  siguiente:  “En  todo  triángulo,  la  suma  de 
las  áreas  de  los  cuadrados  construidos  sobre  los  ca- 
tetos  es  igual  al  área  dél  cuadrado  construido  sobre  la 
hipotenusa”. 

Así,  para  el  AABC,  donde  M,  N  y  P  són  las  áreas  cua- 
dradas  de  las  regiones  indicadas,  demostraremos  que: 


M  +  N  =  P 


P 


Además,  para  el  AEAC,  la  longitud  de  la  altura  trazada 
desde  el  vértice  C  es  igual  a  AB.  Por  lo  que: 

O  _  (AE)  (AB) 

ÖEAC - 2 

De  lo  que  deducimos  que:  SABDE  =  2SEAC  ...(2) 

En  forma  análoga,  para  el  ABAL,  la  longitud  de  la  altu¬ 
ra,  que  parte  dél  vértice  B  es  igual  a  AH. 


Luego:  SBAL  =  (AL)jAH)  =>  SAL0„  =  2SBAL  ...(3) 

En  seguida,  de  (1),  (2)  y  (3):  SALQH  =  SABDE  •••(4) 

Análogamente,  se  demuestra  que:  SHQTC  =  SBCRF  ...(5) 
Finalmente,  sumando  miembro  a  miembro  las  relacio- 
nes  (4)  y  (5): 

SaLIQH  +  ShQTC  =  SABDE  +  SBCRF 

De  donde:  SALTC  =  SABDE  +  SBCRF 


Aplicaciones: 

1.  El  área  de  un  trapezoidé  es  18  cm2.  Hallar  el  área 
dél  cuadrilátero  que  se  forma  al  trazar  paralelas 
a  las  diagonales  dél  trapezoidé  por  los  cuatro 
vértices. 

Resolución: 


B' 


Sea  el  trapezoidé  ABCD  y  A'B'C'D'  el  obtenido  con 
las  paralelas. 

Dato:  SABCD  =  18  cm2 

Como  AA'B'C  y  ACC'D  són  paralelogramos,  sabe- 
mos  que:  SM.B.C  =  2(SABC)  y  SACCD  =  2(SACD) 
Sumando  miembro  a  miembro  y  antecediendo  el 
factor  común  en  el  segundo  miembro: 

SaA'B'C'  +  ^  ACC'D  =  2(Sabc  +  SACD) 

Esto  es:  SA.B.C.D.  =  2(SABCD) 
y  con  el  dato:  SAB,C.D.  =  2(18)  =  36  cm2 

2.  Hallar  el  área  de  la  región  sombreada,  si  el  área 
dél  paralelogramo  ABCD  es  K,  además  M  y  N  són 
puntos  medios. 

BMC 


Demostración: 

Del  gráfico:  mZEAC  =  mZBAL,  luego 
mZEAC  s  mZBAL,  por  lo  que  SEAC  =  SBAL 


...(1) 


A 


N 


D 
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Resolución: 


B  M 

C 

1 

\  /*\  / 

í 

EX  l  V 
/ \  1  /\ 

/  \l/  \ 

[q 

‘  N  D 

4 — \ — £ 

— v  TJ 

EMFN  es  un  paralelogramo. 

Del  gráfico:  SABMN  =  %££  =>  S 


.  K 

'ABMN  —  2 


Además:  SNEM  =  ^ü 
Finalmente:  SFMFN  =  2SNI 


SFI 


K 


JEMFN  _ 

3.  En  la  figura,  M  y  N  són  puntos  medios  de  AB  y  AD, 
respectivamente.  Los  lados  dél  rectángulo  ABCD, 
miden:  AB  =  8  cm  y  AD  =  12  cm.  Hallar  el  área  dél 
cuadrilátero  NPOQ. 


Resolución: 


Como:  SNPO  =  ^2ü  =  ^  =»  SNP0  =  6  cm2  ...(2) 

Para  el  SN0Q,  debemos  hallar  previamente  EQ. 

De  la  semejanza  de  los  triángulos  NOQ  y  CQD: 

EQ  _  ON 
QF  DC 


EQ  4  _  o 

6T1q  =  8  =  EQ~2 


_  ONp)  =  4 g)  ~  =W... 


Luego.  oNOQ - ^  —  2  ^  °NOQ ' 

Finalmente,  con  (2)  y  (3)  en  (1): 


(3) 


4.  En  la  figura,  se  sabe  que  el  área  dél  paralelogramo 
ABCD  es  Z,  AM  =  MB,  BN  =  NC  y  AE  =  ED.  Hallar 
el  área  de  la  región  sombreada. 

B  _N _ c 


Resolución: 


Al  trazar  MN  y  MQ,  como  MBNQ  es  un  paralelo¬ 
gramo,  MR  =  RN  y  NF  =  FQ,  deducimos  que  P  es 
baricentro  dél  AMQN. 

Luego,  sucesivamente  tenemos: 

SpQF  =  0(SMQNl)  =  ‘0|'2'SMBNqJ 

=»  Sp0F  =  ^(SMBNQ)  y  a  continuación: 


D)-  48(Sa 


•  9  ~  — 

•  •  ÖPQF  -  48 


5.  Hallar  el  área  de  la  región  sombreada,  si  E  es  un 
excentro  dél  triángulo  rectángulo  ABC,  cuyo  inradio 
midé  4  cm  y  P,  Q  són  puntos  de  tangencia. 


Resolución: 


Con  los  trazos  indicados,  donde  ra  es  el  exradio  re- 
lativo  a  BC,  se  tiene: 

SPQE  =  SpFEQ  —  SPFE,  siendo: 


En  lo  anterior.  SPOF  —  SPBO  +  SoFFQ  SP( 


O  _  PB(BQ)  , /BQ  +  EF\ 

°PQE - 2  h  [  2 


_  4x4  /4  + ra 

°PQE - 2  h  \  2 


.(BQ  +  EF)bf_ 

m-- 


PF(EF) 


(4  +  ra)ra 
2 


6. 


La  figura,  ABCD  es  un  rombo,  P  es  punto  medio  de 
BC,  AP  =  9  m  y  DP  =  1 3  m.  Hallar  el  área  dél  rombo. 

B 

L/  iP 

>C 
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Resolución: 


Sabemos  que:  SABCD  =  2(SAPD)  ...(1 ) 

En  el  AAPD,  trazamos  la  mediana  PM. 

Luego  PM  //ÁB  y  PM  =  AB  =  L  =  AD. 

Por  el  teorema  de  la  mediana  en  dicho  triángulo: 

2L2  +  ^  =  92+132  =*  L  =  10 

Por  el  teorema  de  Herón  para  el  SAPD;  hallamos 

previamente:  p  =  9  +  ^3  +  10  _  16 

Entonces:  SAPD  =  V16(16  —  9)(16  —  13)(16  —  10) 
SAPD  =  12/14  m2 

Sustituyendo  en  (1):  SABCD=  24/14  m2 

7.  En_el  cuadrado  ABCD,  M  y  N  són  puntos  medios  de 
BC  y  CD  respectivamente.  Si  AB  =  a,  hallar  el  área 
de  la  región  sombreada. 


Sea  el  trapezoidé  ABCD,  donde  AC  =  20  cm, 
BD  =  34  cm_y  MN  =  21  cm.  Tomando  Q,  punto 
medio  de  BC,  al  trazar  MQ  y  NQ,  según  teória, 
sabemos  que:  SABCD  =  4(Smon)  ...(1) 

Siendo,  en  el  AABC:  MQ  =  Ap 
=*  MQ  =  10  cm 

y  en  el  ABCD:  QN  =  =>  QN  =  17  cm 


Luego,  por  el  teorema  de  Herón,  para  el  SMQN,  dón- 


SMQN  =  ^24(24  -  10)  (24  -  17)  (24  -  21) 
Smqn  =  84  cm 

Reemplazando  en  (1):  SABCD  =  336  cm2 


9.  En  un  cuadrilátero  ABCD,  AB  =  3  m,  BC  =  4  m  y 
CD  =  12  m.  Hallar  el  valor  de  AD,  sabiendo  que  el 
área  de  la  región  ABCD  es  máxima. 

Resolución: 


SABCd  será  máxima,  cuando  SABC  y  SACD  lo  sean. 
Luego:  SABC  máxima  implica:  a  =  90° 

Entonces:  (AC)2  =  32  +  42  =>  AC  =  5 
Sacd  máxima  implica:  p  =  90° 

=>  (AD)2  =  (AC)2  +  (CD)2  =*  (AD)2  =  52  +  122 
AD  =  13 


Resolución: 

El  área  de  la  región  sombreada  es  igual  a  la  suma 
de  las  áreas  de  las  regiones  AMC  y  BND,  menos  el 
área  de  la  región  OPEF.  Siendo: 


=*  SAMC  —  -^(SABCD)  —  -j-  =*  SAMC  —  —  SBND 

a2 

Además,  por  propiedad:  S0PEF  = 

Luego:  Ssombreada  =  SAMC  +  SBND  —  SQPEF 
o  _  a2  a2  a2  .  q  _  9a2 

^sombreada  4  4  2Q  ’  '  ^sombreada  2Q 


8.  Las  diagonales  de  un  trapezoidé  miden  20  y  34  cm. 
Y  el  segmento  que  une  los  puntos  medios  de  dós 
lados  opuestos  midé  21  cm.  Hallar  el  área  dél  tra¬ 
pezoidé. 

Resolución: 


<4  REGIONES  POLIGONALES 


Polígonos  circunscritos 

En  todo  polígono  circunscrito  a  una  circunferencia,  el 
área  se  puede  expresar  como  el  producto  dél  semiperí- 
metro  y  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita. 


Demostración: 

En  efecto,  sea  ABCDE...  un  polígono  convexo  de  n  lados 
circunscrito  a  una  circunferencia  de  centro  O  y  rádió  r. 


Luego:  —  SA0B  +  SBOc  +  S 

_  AB(r)  BC(r)  CD(r) 

^polígono  2  '  2  2 

q  _  /  AB  +  BC  +  CD  +  ...  \_ 

^pollgono  —  l  p  )' 


COD  +  ••• 
+  ... 


(n  sumandos) 


Donde  la  expresión  dentro  dél  paréntesis  significa  el 
semiperímetro  p,  dél  polígono: 

Spollgono  —  pr 
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Polígonos  regulares 

En  todo  polígono  regular,  el  área  es  igual  al  producto 
dél  semiperímetro  por  su  apotema. 

Demostración: 

Consideremos  un  polígono  regular  de  “n”  lados.  Siendo 
Ln  y  an,  las  longitudes  dél  lado  y  apotema,  respectiva- 
mente.  Spo„gono  regu)ar  = 

^(^aaob) 


(Elemento  fundamental  dél  polígono  regular). 


Esto  es:  r6gular  =  (^)a„ 

Siendo  la  expresíón  dentro  dél  paréntesis,  el  semiperí¬ 
metro  p  dél  polígono. 

•  •  ^polígono  regular  P®n 

Sector  poligonal  regular 

Es  la  región  dél  piano  que  encierra  una  línea  poligonal 
regular,  llamada  base  y  los  rádió  a  los  extremos  de  la 
circunferencia  circunscrita  a  dicha  línea. 

Teorema.  El  área  de  todo  sector  poligonal  regular  es 
igual  al  producto  dél  semiperímetro  de  la  base  y  su  apo¬ 
tema. 

Demostración: 


Sea  el  sector  poligonal  ABC  de  “m”  lados,  originado  por 
una  poligonal  de  apotema  an  y  longitud  de  lado  Ln;  el 
área  S  dél  sector  poligonal  será  “m”  veces  el  de  la  ré¬ 
gión  AOB.  Luego. 


Donde  la  expresión  en  el  paréntesis  es  el  semiperíme¬ 
tro  p'  de  la  poligonal. 

S  =  p'an 


Teoremas 

1.  Las  áreas  de  dós  polígonos  semejantes  són  entre 
sí  como  los  cuadrados  de  cualquier  pár  de  elemen- 
tos  homólogos. 

Demostración: 


Sean,  por  ejemplo,  los  polígonos  semejantes  AB- 
CDEF  y  A'B'C'D'E'F'  con  razón  de  semejanza  k. 
Tracemos  todas  las  diagonales  correspondientes  a 
los  vértices  de  un  pár  de  ángulos  congruentes,  a 
fin  de  tener  triángulos  semejantes. 

,  llörirv  X  Y  Z  W  ^2 

Luego  >ö=r  =  r  =  w7  =  k 

Por  propiedad  de  proporciones:  =  k2 


De  donde:  llamando  S  y  S'  las  áreas  totales: 

X  +  Y  +  Z  +  W  =  S  A  X'  +  Y'  +  Z'  +  W'  =  S' 


Generalización:  Para  cualquier  pár  de  figurás  ce- 
rradas  semejantes,  las  áreas  de  las  superficies  que 
determinan,  són  entre  sí  como  los  cuadrados  de 
sus  elementos  homólogos.  Así,  por  ejemplo,  para 
las  figurás  semejantes  adjuntas: 


2.  Si  los  lados  de  un  triángulo  rectángulo  són  líneas 
homólogas  de  figurás  semejantes  construidas  so- 
bre  ellos,  entonces  la  suma  de  las  áreas  de  las 
regiones  construidas  sobre  los  catetos  es  igual  al 
área  de  la  región  apoyada  en  la  hipotenusa. 

Demostración: 
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Sea  el  AABC,  donde  X,  Y,  Z  representan  las  áreas 
en  mención.  De  la  generalización  anterior  pode- 


V 

mos  escribir:  -A? 

AB2 


Y  _  Z 
BC2  AC2 


Por  propiedad  de  proporciones: 

X  +  Y  Z 

(AB)2  +  (BC)2  (AC)2 

Siendo:  (AB)2  +  (BC)2  =  (AC)2 


X  +  Y  =  Z 


Aplicaciones: 

1.  Determinar  las  fórmulas  para  el  cálculo  de  áreas 
de  los  polígonos  regulares: 

a)  Hexágono  b)  Octógono  c)  Dodecágono 
En  función  dél  rádió  R  de  la  circunferencia  circuns- 
crita. 


Resolución: 
a)  Hexágono  regular 


AAOB  (equilátero):  S6  =  6(3^)  =  s(^-) 

.  o  _  3R2J3 

••  s6  2 

Expresión  en  la  que  R  puede  sustituirse  por  L6. 

b)  Octógono  regular 


Del  gráfico:  S8  =  8(8^0) 
.S..»[“f2!].4R,NH, 

^NHO:  NH  =  ^  NH  =  •£■ 

i2  12 

En(1):S6  =  4R(-j|)  S8  =  2R2/2 

c)  Dodecágono  regular 


=  12[(OCKDE)|  =  6R(DE)  ...(1) 

Del  ^JOED:  DE  =  ^  =>  DE  =  | 

Sustituimos  en  (1):  S,2  =  6R|5.J  S12  =  3R2 

2.  El  lado  de  un  hexágono  regular  es  L.  Se  prolongan 
los  lados  en  un  mismo  sentido  y  una  longitud  igual 
a  L.  Hallar  el  área  dél  polígono  que  tiene  por  vérti- 
ces  los  extremos  de  dichas  prolongaciones. 

Resolución: 


B* 


Sea  ABCDEF  el  polígono  original  y  A'B'C'D'E'F'  el 
de  los  extremos  de  las  prolongaciones.  Notemos 
que  el  AAA'B',  es  recto  en  A\  por  ser: 

AB'  =  2AA'  y  mZA'AB'  =  60° 

Luego:  A'B'  =  L/3 ,  es  la  longitud  dél  lado  dél  hexá¬ 
gono  regular  A'B'C'...  F\ 

Por  el  probléma  anterior  el  área  será: 

S'  =  |(LV3)2(V3)  S'=|L2y3 

3.  Hallar  el  área  dél  hexágono  que  tiene  por  vértices 
los  puntos  medios  de  los  lados  de  un  hexágono 
regular,  cuyo  lado  midé  “a”. 

Resolución: 

Sea  ABC...  el  hexágono  mayor,  de  lado  “a”. 

La  longitud  dél  lado  dél  otro  es  x. 

Con  el  gráfico: 


Siendo:  AC  =  L3  =  R/3  =  a/3 
Luego:  x  =  ^ 

Entonces,  para  el  área  Sx:  Sx  =  ^(x2)(/3) 
s«  =  §(^)2^3)  =  f(a2)(/3) 


4.  Hallar  el  área  de  un  octógono  regular  de  1  m  de 
lado. 


Con  el  AODC,  elemento  fundamental  de  este 
polígono:  S12  =  12(SA0DC),  es  decir: 
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Resolución: 

Sabemos  que  el  área  S8  dél  octógono  regular,  en 
función  dél  rádió  R  de  la  circunferencia  circunscri- 
ta,  es:  S8  =  2R2/2 

1 


R  = 


Siendo:  L8  =  RÍ2-Í2  =  1 
Sustituyendo  en  S8: 

s‘-Hiéwír2-s‘-i^ 

.-.  S8  =  2(1  +  Í2)m2 


2-12 


5.  Un  hexágono  ABCDEF  tiene  sus  ángulos  congruen- 
tes  y  sus  lados  són  tales  que:  AB  =  CD  =  EF  =  a  y 
BC  =  DE  =  FA  =  b.  Siendo  a  >  b,  calcular  el  área 
de  dicho  hexágono. 


Cuando  n  -  oo,  el  área  dél  polígono  regular: 


Ryp 


=  J=ü 

circulo  2 


L/2.  De  modo  que  al  sustituir  en  (1): 

...(2) 


Corolario.  El  área  de  todo  circulo  es  directamente  pro- 
porcional  al  cuadrado  de  su  rádió.  Para  esto,  reempla- 
zando  L  =  27iR,  en  la  expresión  (2): 


 (2tiR)R 


Además,  en  función  dél  diámetro  D: 

v . .  . 

O  _  nD2 

^circulo  4 

Resolución: 


Cada  ángulo  exteriőr  dél  hexágono  midé: 

-  =  60°.  Al  prolongar  los  lados  se  obtienen  los 
b 

triángulos  CND,  EPF,  AMB  y  MNP,  equiláteros. 

^hexágono  =  ^MNP  —  ^MBA  —  $CND  ~  SFEp 


Luego: 

S  —  /2a  +  b)2^-  q2  ^ 

°hexágono  “  \^a  +  D)  4  ~  4 


a2  J3 
4 


De  donde:  Shexágono 


=  (a2  +  4ab  +  b2) 


/3 


a2J5 

4 


<4  REGIONES  CIRCIILARES 
Circulo 

Es  la  región  dél  piano  limitada  por  una  circunferencia. 

Teorema.  El  área  de  todo  circulo  es  igual  al  semipro- 
ducto  de  la  longitud  de  su  circunferencia  y  el  rádió. 


Demostración: 

En  efecto,  sabemos  que  el  área  dél  polígono  regular 
es  igual  al  producto  dél  semiperímetro  y  apotema.  Au- 
mentando  indefinidamente  la  cantidad  de  lados  dél  po¬ 
lígono,  su  perímetro  se  aproxima  cada  vez  más  a  la 
longitud  de  la  circunferencia  L. 

Luego.  S^^^ regUiar  pan  •••0) 


Sector  circular 

Se  denomina  así  a  la  porción  de  circulo  limitada  por 
dós  rádiós. 

Teorema.  El  área  de  todo  sector  circular  es  igual  al  se- 
miproducto  de  su  respectivo  arco  y  el  rádió. 


La  demostración  se  deja  al  lector.  (Ver  sector  poligonal 
regular). 

Corolario.  El  área  de  todo  sector  circular  de  rádió  R  y 


ángulo  Central  a,  es: 


S 


sector  AOB 


(X7tR2 

360° 


Segmento  circular 

Es  la  porción  de  circulo  limitada  por  una  cuerda  y  su 
respectivo  arco. 

Así: 


Para  el  área  dél  segmento 

9  9  _  c; 

^segmento  AB  '“'sector  AOB  triánguIoAOB 

Zóna  o  faja  circular 

Es  la  porción  de  circulo,  limitada  por  cuerdas  paralelas. 

a)  Las  bases  a  un  mismo  lado  dél  centro: 

- 

IV  _ - AF 


NE  y  MF:  bases 


^segmento  NE  ^triángulo  MOF 
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b)  Las  bases  a  diferentes  lados  dél  centro: 


BC  y  AD:  bases 

^zona  ABCD  —  ^sectores  (AOB)  u  (COD)  ^triángulos  (BOC)  u  (AOD) 


Aro  o  corona  circular 

Se  llama  así  a  la  región  dél  piano,  exteriőr  a  la  menor  de 
dós  circunferencias  concéntricas  e  interior  a  la  mayor. 


Scorona  =  *(R2  ~  f*) 


Trapecio  circular 

Es  la  porción  de  corona  circular,  determinada  al  trazar 
dós  rádiós  mayores. 

A 


9  =  Q  _  C 

^trapecio  ABCD  ^sector  AOB  ^sector  COD 

StrapecjoABCD  =  30qo  (R  “  r2) 


Lúnulas  de  Hipócrates 

Al  tomar  los  lados  de  un  triángulo  rectángulo  como  diá- 
metro  de  semicircunferencias,  se  cumple: 


Demostración: 

Por  un  teorema  anterior: 

c  *  q  —  q 

'“’semidrculo  AB  r  '“'semidrculo  BC  '“'semidrculo  AC 

(X  +  SsegmentoAB)  +  (Y  +  SsegmentoBC)  = 

^segmetno  AB  "I"  ^seg mentő  BC  "l~  ^AABC 

De  donde,  efectiva mente:  X  +  Y  — 


2° 


W  -  Z  =  SA 


^semidrculo  AB  ^semidrculo  BC  ^semicírculo  AC 

(Z  +  u  +  SsegmentoAH)  +  (Z  +  V  +  SsegmentoHC  )  = 

W  ^segmento  AH  ^segmento  HC 

Ordenando  convenientemente  a  fin  de  tener  SABCy 
simplificado: 


(Z  +  U  +  V)  +  Z  =  W 
SAabc  +  Z  =  W  =  W  -  Z 

Considerando  las  circunferencias,  cuyos  diámetros 
són  los  lados  dél  triángulo  rectángulo: 

3.°  W  =  X  +  Y  +  Z 

Demostración: 


Por  las  relaciones  anteriores: 

W  -  Z  =  S^ac  A  X  +  Y  = 

De  donde,  al  igualar  los  primeros  miembros: 
W  -  Z  =  X  +  Y  =>  W  =  X  +  Y  +  Z 


En  algunos  problémás  donde  no  sea  necesario  resal- 
tar  el  ángulo  Central  dél  sector  circular  al  que  hagamos 
referencia  escribiremos  las  expresiones  directas  para 
el  área,  como  una  fracción  dél  círculo  correspondiente. 
Así,  por  ejemplo: 


Demostración: 

Por  el  teorema  utilizando  en  el  primer  caso: 


v 
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Aplicaciones: 

1.  Hallar  el  área  de  la  región  sombreada,  si  los  vérti- 
ces  dél  cuadrado  ABCD  són  centros  de  los  cuartos 
de  circunferencia  de  igual  rádió. 


Resolución: 


Se  tiene:  Stotal 
Siendo:  St  =  S, 


...(1) 


sector  MÁN  ^triángulo  MÁN 


S,  =  ^-^  =»Sl.=  (n-2)cm2 


Reemplazando  en  (1):  Stotal  =  8(71  -  2)  cm2 


2.  Los  vértices  de  un  hexágono  regular  són  los  cen¬ 
tros  de  seis  circunferencias  iguales  y  tangentes 
(según  muestra  la  figura).  Hallar  el  área  de  la  región 
sombreada  en  función  dél  lado  “a”  dél  hexágono. 


Resolución: 

El  área  de  la  región  sombreada  es  igual  a  la  dél 
hexágono,  menos  los  seis  sectores. 

Cada  sector  tiene  rádió  -|  y  ángulo  Central  120°.  El 
área  de  cada  sector  es:  S!  = 


Ssombreada  (3/3  —  71 ) 


3.  Enja  figura  adjunta,  AH,  JHB  y  AB  són  diámetros 
y  CH  es  perpendicular  a  AB.  Hallar  el  área  de  la 
región  sombreada  en  función  de  CH. 


Resolución: 

Por  diferencia,  el  área  X  será:  X  =  S0- 

A  B  A  H  H  B 

Expresamos  las  áreas  semicirculares  en  función 
de  los  diámetros  AH,  HB  y  AB  =  AH  -1-  HB: 
v  _  n{ABf  n(AH)2  n(HB)2 
X“  8  8  8 

X  =  [AB2  -  (AH2+  HB2)] 
o 

X  =  i[(AH  +  HB)2  -  (AH2  +  HB2)] 
o 

De  donde:  X  =  -|(AH)(HB)  ...(1) 

Además,  por  relaciones  métricas  sabemos  que: 
(AH)(HB)  =  (CH)2  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1):  X  =  ■j(CH)2 

4.  La  figura  muestra  dós  circunferencias  concéntricas 
de  centro  O.  AB  es  una  cuerda  de  la  mayor  tangen- 
te  a_la  menor.  Hallar  el  área  de  la  corona  en  función 
de  AB. 


Resolución: 


Se  tiene:  =  n(R2  -  r2)  ...(1) 

En  el  AMOB:  R2  -  r2  =  MB2 

Como:  MB=4^=»R2-r2=-^  ...(2) 

2  4 

Sustituyendo  (2)  en  (1):  Scorona  =  |(AB)2 
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5. 


6. 


Hallar  el  área  de  una  zóna  dél  círculo  de  rádió  R, 
sabiendo  que  las  bases  són  los  lados  dél  triángulo 
equilátero  y  hexágono  regular,  inscritos,  situados  a 
un  mismo  lado  dél  centro. 


Resolución: 


SeaAB  =  L^y  CD  =  L3  =>  mAB  =  60°  y  mCD  =  120° 
Luego: 


^sector  COD  ^segmento  AB  ^triángulo  COD  *  *  *  0  ) 


Siendo:  SsectorCOD  = 

c  _  e 

'“'segmento  AB  VJsector  AOB 

O  _  nR2 

^  ^segmento  AB  g 


120°nR2  nR2 
360°  3 

o  60°nR2 

^triángulo  AOB  —  300° 

R2V3 

4 


R273 

4 


Sx  +  S'  =  S,  +  S2  +  S3  +  S' 

=*  Sx  =  St  +  S2  +  S3 ;  con  (1 ):  Sx  =  1 00  cm2 

7.  La  figura  muestra  dós  semicírculos  de  diámetros 
OA  =  OB  y  un  cuarto  de  círculo  con  centro  en  O. 
Hallar  el  área  de  la  región  sombreada. 


Resolución: 


o  _  — -i_ Z  sen  1 20° 

°triángulo  COD  —  2  ^ 

Al  sustituir  en  (1): 

s  _  nR2  (nR2  R2l3\ 
2°"a  3  \  6  4  I 


RN3 

4 

R2V3  .  -  _  nR2 

4  •  •  “  0 


Hallar  el  área  de  la  región  sombreada  SXI  sabiendo 
que  la  suma  de  las  áreas  S1t  S2  y  S3  es  100  cm2. 
ABCD  es  cuadrado  y  D  centro  dél  arco  AC. 


A  B 


Resolución: 


Del  gráfico,  al  trazar  OP,  BP  y  PA,  se  observa  que 
los  segmentos  circulares  BP,  ONP,  PA  y  OMP  tie- 
nen  igual  área.  Luego,  el  área  de  la  región  pedida 
es  equivalente  al  área  dél  segmento  circular  AB: 

o  _  nR  _  R  o  _  R  /_ _ o\ 

°somb  4  2  °somb  4  r 

Ejemplos: 

1.  Un  terreno  que  tiene  forma  de  un  trapecio  rectán- 
gulo  cuyas  bases  són:  AB  =  200  m,  DC  =  180  m 
y  la  altura  AD  =  12Q  m,  ha  de  dividirse  en  trés  par- 
celas  equivalentes,  de  modo  que  sus  duenos  pue- 
dan,  sin  salir  de  sus  propiedades  respectivas,  ir  por 
agua  a  un  pozo  P,  situado  en  la  base  superior  DC 
y  a  75  m  dél  punto  D.  Hallar  la  diferencia  entre  las 
longitudes  de  los  segmentos  AR  y  GB  de  la  base 
inferior. 


Resolución: 


Dato:  St  +  S2  +  S3  =  100  ...(1) 

Del  gráfico,  la  longitud  dél  diámetro  dél  círculo  es 
igual  a  AD. 


Luego:  Sclrc<Jkl  =  -^D)-  =>  S„  +  S'  = 

Para  el  cuarto  de  círculo  ADC: 


S 


sectorADC 


71  (AD) 2 
4 


Sí  +  S2  +  S3  +S'  — 


7l(AD)2 

4 


...(3) 


Siendo  iguales  los  segundos  miembros  de  las  ex- 
presiones  (2)  y  (3),  los  primeros  miembros  también 
deben  serlo: 


Por  ser  equivalentes,  los  trapecios:  SADPR  =  SGPCB 

=>  |AR  +  75 ji20  =  (GB  +  1 05 )  1 20 


De  donde,  al  simplificar  y  despejar: 
AR  —  GB  =  30  m 
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Aplicaciones: 

1.  Hallar  el  área  de  la  región  sombreada,  si  los  vérti- 
ces  dél  cuadrado  ABCD  són  centros  de  los  cuartos 
de  circunferencia  de  igual  rádió. 


Resolución: 


Se  tiene:  Stotal 
Siendo:  S!  =  S, 
->2 


'sector  MÁN  ^triángulo  MÁN 


Si=n^_2|)^Sl  =  (l[_2)« 


Reemplazando  en  (1):  Stotal  =  8(71  -  2)  cm2 


2.  Los  vértices  de  un  hexágono  regular  són  los  cen¬ 
tros  de  seis  circunferencias  iguales  y  tangentes 
(según  muestra  la  figura).  Hallar  el  área  de  la  región 
sombreada  en  función  dél  lado  “a”  dél  hexágono. 


Resolución: 

El  área  de  la  región  sombreada  es  igual  a  la  dél 
hexágono,  menos  los  seis  sectores. 

Cada  sector  tiene  rádió  -|  y  ángulo  Central  120°.  El 
área  de  cada  sector  es:  S,  = 


Ssombreada  —  2  (3/3—71) 


3.  Enja  figura  adjunta,  AH,  JHB  y  AB  són  diámetros 
y  CH  es  perpendicular  a  AB.  Hallar  el  área  de  la 
región  sombreada  en  función  de  CH. 


Resolución: 

Por  diferencia,  el  área  X  será:  X  =  S^-c-  S~- 

AB  AH  HB 

Expresamos  las  áreas  semicirculares  en  función 
de  los  diámetros  AH,  HB  y  AB  =  AH  +  HB: 
v  _  ti(AB f  ti(AH)2  ti(HB)2 

X"  8  8  8 
X  =  [AB2  -  (AH2  +  HB2)] 

0 

X  =  i[(AH  +  HB)2  -  (AH2  +  HB2)] 
o 

De  donde:  X  =  | (AH)(HB)  ...(1 ) 

Además,  por  relaciones  métricas  sabemos  que: 
(AH)(HB)  =  (CH)2  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1):  X  =  -|(CH)2 

4.  La  figura  muestra  dós  circunferencias  concéntricas 
de  centro  O.  AB  es  una  cuerda  de  la  mayor  tangen- 
te  a_la  menor.  Hallar  el  área  de  la  corona  en  función 
de  AB. 


Resolución: 


Se  tiene:  =  e(R2  -  r2)  ...(1) 

En  el  AMOB:  R2  -  r2  =  MB2 

Como:  MB  =  ^=»R2-r2=^  ...(2) 

Sustituyendo  (2)  en  (1):  =  |(AB)2 
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5.  Hallar  el  área  de  una  zóna  dél  círculo  de  rádió  R, 
sabiendo  que  las  bases  són  los  lados  dél  triángulo 
equilátero  y  hexágono  regular,  inscritos,  situados  a 
un  mismo  lado  dél  centro. 


SeaAB  =  L^yCD  =  L3  =>  mAB  =  60°  y  mCD  =  120° 
Luego: 


^zona  ^sectorCOD  ^segnentoAB  ^triángulo  COD  •••(^) 


Siendo: 

C  —  c 

°seg mentő  AB  '“’sectorAOB 

-  _  nR2 

^  ^segmento  AB  g 

e  R(R) 


120°7tR2 


360° 

“  ^tnánguIoAOB  ' 

R2/3 


7lR2 

3 

_  60°TtR2 
360° 


R2/3 


■^triángulo  COD 


sen120°  = 


R2/3 


Al  sustituir  en  (1): 

e  _  TiR2  /tiR2  R2/3\  R2/3  .  o  _  7lR2 

zona  3  \  6  4  /  4  zona  6 


6.  Hallar  el  área  de  la  región  sombreada  Sx,  sabiendo 
que  la  suma  de  las  áreas  S1f  S2  y  S3  es  100  cm2. 
ABCD  es  cuadrado  y  D  centro  dél  arco  AC. 


A  B 


Resolución: 


Dato:  S,  +  S2  +  S3  =  100  ...(1) 

Del  gráfico,  la  longitud  dél  diámetro  dél  círculo  es 
igual  a  AD. 


Luego:  Scirajl0 - ^  =*  +  S  — 

Para  el  cuarto  de  círculo  ADC: 


S 


sector  ADC  ~ 


ti(AD)2 

4 


S1  +  S2  +  S3  +S'  — 


Siendo  iguales  los  segundos  miembros  de  las  ex- 
presiones  (2)  y  (3),  los  primeros  miembros  también 
deben  serlo: 


Sx  +  S1  -  S-,  +  S2  +  S3  +  S' 

=>  Sx  =  S1  +  S2  +  S3 ;  con  (1 ):  Sx  =  1 00  cm2 

7.  La  figura  muestra  dós  semicírculos  de  diámetros 
OA  =  OB  y  un  cuarto  de  círculo  con  centro  en  O. 
Hallar  el  área  de  la  región  sombreada. 


Resolución: 


Del  gráfico,  al  trazar  OP,  BP  y  PA,  se  observa  que 
los  segmentos  circulares  BP,  ONP,  PA  y  OMP  tie- 
nen  igual  área.  Luego,  el  área  de  la  región  pedida 
es  equivalente  al  área  dél  segmento  circular  AB: 

=  Bi(n  -  2) 


Ejemplos: 

1.  Un  terreno  que  tiene  forma  de  un  trapecio  rectán- 
gulo  cuyas  bases  són:  AB  =  200  m,  DC  =  180  m 
y  la  altura  AD  =  12Q  m,  ha  de  dividirse  en  trés  par- 
celas  equivalentes,  de  modo  que  sus  duenos  pue- 
dan,  sin  salir  de  sus  propiedades  respectivas,  ir  por 
agua  a  un  pozo  P,  situado  en  la  base  superior  DC 
y  a  75  m  dél  punto  D.  Hallar  la  diferencia  entre  las 
longitudes  de  los  segmentos  AR  y  GB  de  la  base 
inferior. 


Resolución: 


Por  ser  equivalentes,  los  trapecios:  SADPR  =  SGPCB 

=»  (-AR  +  75 j  1 20  =  (GB-±  105 )l20 


De  donde,  al  simplificar  y  despejar: 
AR  -  GB  =  30  m 
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2.  La  longitud  dél  lado  de  un  cuadrado  ABCD  es  6  cm. 
Se  construye  exteriormente  el  triángulo  equilátero 
CED  y  se  traza  AE.  Hallar  el  área  dél  triángulo 
AED. 

Resolución: 


Luego,  tenemos  la  figura: 


Es  decir:  (EF  +  10  jl  +  6)3  =  32 

De  donde,  fácilmente  hallamos:  EF  =  9 


Del  gráfico: 

_  AD  (EH) 

°AED - ö 


...(1) 


Siendo  AD  =  6  cm  y  en  el  ADHE,  EH  se  opone  a 
30°,  luego:  EH  =  -Rp-;  EH  =  3.  Sustituyendo  en  (1): 

Saed  =  ^  SAED  =  9  cm 


3.  En  un  triángulo  rectángulo ^\BC,  el  ángulo  recto  es 
C.  Por  D  punto  medio  de  AB,_se  levanta  una  per- 
pendicular  que  corta  al  cateto  CB  en  el  punto  E.  Se 
sabe  que  AB  =  20  m  y  AC  =  12  m.  Hallar,  el  área 
dél  cuadrilátero. 


5.  La  base  de  un  triángulo  isósceles  es  V2.  Si  las 
medianas  dibujadas  hacia  los  lados  congruentes 
se  cortan  perpendicularmente;  calcular  el  área  dél 
triángulo. 

Resolución: 


Resolución: 


Del  gráfico  SADEC  =  SACB  —  SEDB  •••(1) 

En  AACB,  por  el  teorema  de  Pitágoras:  CB  =  16. 
Luego: 


AC(CB)  12(16) 


=*  SACB  =  96  cm2  ...(2) 


Para  el  SEDB,  hallamos  antes  ED  a  partir  de  la  se- 
mejanza  entre  los  triángulos  EDB  y  ACB. 

ED  DB  ED  10  rn.Tc 
ÁC  =  CB~l2  =  16  *  E°-7'5 


Ahora: 

SEDB  =  =  (7,51)0(10)  -  SEDB  =  37,5  m2...(3) 


Con  (2)  y  (3)  en  (1):  SA0EC  =  96  -  37,5  =  58,5  m2 


4.  Una  de  las  bases  de  un  trapecio  midé  10  m,  su 
altura  4  m  y  el  área  32  m2.  Calcular  la  longitud  de  la 
paralela  a  las  bases,  trazada  a  un  metró  de  distan¬ 
cia  de  la  base  dada. 

Resolución: 

Sea  “a”,  longitud  de  la  base  desconocida,  con  el 
dato  dél  área: 

(— =  32  =>  a  =  6 


Sea  el  AABC,  con  AB  =  BC 
=*  AN  =  CM  y  AH  =  HC 
El  AAOC  es  isósceles:  AO  =  OC 

=>  OH  =  =>  OH  = 

Siendo  O  el  baricentro  dél  AABC: 

BH  =  3(OH)  =»  BH  =  |V2 

Luego:  SABC  =  |(AC)(BH) 

SABC  =  ^(V2)(|V2)  .-.  Sabc=1,5 

6.  Hallar  el  área  de  un  rombo  ABCD,  en  el  cual  M  es 
punto  medio  de  BC;  AM  corta  a  BD  en  el  punto  R 
RM  =  /2  y  el  ángulo  BRM  midé  45°. 

Resolución: 


Del  gráfico:  R  es  baricentro  dél  AABC 

=>  AR  =  2(RM)  =*  AR  =  2/2 

En  el  AAOR:  AO  =  OR  =  =»  AO  =  OR  =  2 

V2 

Entonces:  BO  =  3(OR),  para  el  AABC 
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BO  =  3  X  2  =>  BO  =  6.  Luego,  BD  =  12 
Además:  AC  =  2(AO)  =>  AC  =  2(2)  =>  AC  =  4 
Sustituyendo  los  valores  de  AC  y  BD  en  (1): 

•  s  -  4<12>  -21 

•  •  °ABCD  —  2  ~ 


7.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  interior 

_  g  AR 

BD.  Demostrar  que:  -^2.  =  ^  (propiedad  para 

^DBC  öC 

todo  triángulo). 


Resolución: 


_ _ L-J_  r  =  in 

rc“ha  +  hb  hc"  12  +  15  20  10  Fc 

1111 

Luego,  el  inradio: 

r  ra  rb  rc 

1-  1  ^  A  r-c 

*  r'  30  15  10  5  5 

Y  para  el  área  con  la  expresión  para  regiones  trian- 
gulares: 

S  =  Vrra  rbrc  =  V5x30x  15x  10  =150 
S  =  150  cm2 


Como  los  triángulos  ABD  y  DBC  tienen: 
mZABD  =  mZDBC,  entonces,  por  propiedad: 

^  ABD  (AB)(BD) 

^ABD  AB 

^DBC  (^C)(BD)  ^DBC  BC 

8.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  la  mediana  BM  y 
luego  MF  perpendicular  a  BC(F  en  BC).  Si  A  dista 
8/3  cm  de  BM,  MF  =  6  cm  y  mZMBC  =  30°,  hallar 
el  área  dél  triángulo  MFC. 

Resolución: 


Del  gráfico:  SMFC  —  SMBC  SBFM  •••(1) 

En  el  ABFM  (30°;  60°):  BF  =  673  y  BM  =  12 
Luego: 

O  _(BF)(MF)  (6V3)(6)  e  _  „0  p;  ™ 

^bfm - 2  ~  2  ^bfm  — 

Además,  como  BM  es  mediana  dél  AABC:  SMBC  =  SABM 

Stendo:  S..„  -  = 

SABM  =  48/3  cm2,  también:  SMBC  =  48/3  cm2  ...(3) 
Con  lo  hallado  en  (2)  y  (3),  al  sustituir  en  (1): 

SMFC  =  48/3  -  18/3  /.  SMFC  =  30/3cm2 

9.  Hallar  el  área  de  un  triángulo,  sabiendo  que  las  lon- 
gitudes  de  las  alturas  són  12  cm,  15  cm  y  20  cm. 

Resolución: 

Sean:  ha  =  12;  hb  =  15  y  hc  =  20 

Para  los  exradios  dél  triángulo,  usaremos  las  rela- 

ciones  fundamentales: 

_ 1__J_  =  ~n 

ra“hb  hc  ha  -  15  +  20  12  ”  30  8 

_1__  _1_  ,  J _ 1__  J,  J _ L-JL  r  =15 

rb~ha  +  hc  hb  ”  12  +  20  15  "  16  ^ 


10.  En  un  triángulo  ABC,  de  área^6  cm2,  AB  =  8  cm  y 
BC  =  10  cm.  La  mediana  AM  y  la  bisectriz  interior 
BD  se  intersecan  en  el  punto  P.  Hallar  el  área  dél 
triángulo  BPM. 

Resolución: 


Para  el  AABC,  como  AM  es  mediana: 
Sabm=  =>  SABM=  13  cm2 

Siendo:  SABP  +  SBPM  =  SABM 

^abp  +  ^bpm  =  13  •••0) 


Además,  sabemos  que: 

Sabp  _  AB  _  8  o  _  8  q 
sz:  ~  BM  "  5  bABP  “  5bBPM 


...(2) 


Sustituyendo  (2)  en  (1): 

■gSBPM  +  SBPM  =  13  =>  -g-SBPM 
SBPM  =  5  cm2 


13 


11.  Hallar  el  área  de  un  triángulo  isósceles  ABC,  sa¬ 
biendo  que  AB  =  BC  =  30  cm  y  que  la  perpendicu¬ 
lar  a  BC,  trazada  en  su  punto  medio  M  corta  a  AB 

AF  1 
enEyqueI§=g 

Resolución: 


Según  el  gráfico,  como  AB  =  30 


Luego:  6a  =  30  =>  a  =  5 

Entonces  EB  =  25  y  en  el  AEMB,  hallamos  ense- 
guida  EM  =  20  (teorema  de  Pitágoras). 

Los  triángulos  ABC  y  EBM,  tienen  en  común  el  ZB; 


por  lo  que: 


(AB)(BC) 
"  (EB)(BM) 


-(1) 
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Siendo:SEMB=IMm  =  m 

=>  SEMB  =  150  cm2  y  con: 

AB  =  BC  =  30,  EB  =  25  y  BM  =  15 

Al  sustituir  en  (IV  ^ABC  —  (3Q)(3Q) 
ai  sustituir  en  (i).  15Q  -  (25)(15) 

De  donde:  SABC  =  360  cm2 

12.  El  inradio  de  un  triángulo  midé  4  cm  y  la  circunfe- 
rencia  inscrita,  determina  sobre  unó  de  los  lados 
segmentos  de  longitudes  6  cm  y  8  cm.  Hallar  el 
área  dél  triángulo. 

Resolución: 


Sea  el  AABC,  con  las  longitudes  conocidas  sobre  el 
lado  BC.  Luego,  por  tangentes  iguales  trazadas  des- 
de  un  mismo  punto,  completamos  el  gráfico  adjunto. 
Relacionamos  fórmulas  de  áreas,  para  el  AABC. 
Así,  con  expresión  dél  inradio. 

S  =  pr  =>  S  =  (m  +  6  +  8)4 
S  =  4(m  +  14)  ...(1) 

Además  por  Herón:  S  =  Vp(p  -  a)(p  -  b)(p  -  c) 
Siendo:  p-a  =  m;  p-b  =  6  y  p-c  =  8 
Luego,  en  la  expresión  de  Herón: 

S  =  J(m  +  14)(m)(6)(8)  ...(2) 

Igualando  los  segundos  miembros  de  (1)  y  (2): 

4(m  +  14)  =  V(m  +  14)(m)(6)(8) 

Elevando  al  cuadrado  y  luego  de  simplificar,  halla- 
mos:  m  =  7. 

Finalmente,  para  el  área  reemplazamos  este  valor 
de  m  en  (1): 

S  =  4(7  +  14)  =>  S  =  84  cm2 

13.  El  área  de  un  triángulo  ABC  es  24  cm2,  M,  N  y  P 
són  puntos  de  los  lados  AB,  BC  y  AC,  respecti- 
vamente,  de  modo  que  AM  =  BM;  NC  =  2BN  y 
AP  =  3(PC).  Hallar  el  área  dél  triángulo  MNP. 

Resolución: 


Del  gráfico: 

Smnp  =  SABC  —  (SAMP  +  SMBN  +  SNPC)  -O) 

PortenercomúnlamZA:  =  ^DWArl  =  jryil" 

SABC  (AB)(AC)  2n(4f) 


De  donde:  SAMP  =  ^(24) 
b 


SAmp  —  9  cm 


ParalamZB:|^  =  í^m  =  -% 
Sabc  (®A)(BC)  2n(3l) 

Despejando: 

^mbn  =  g'SABC  =  g  (24)  =>  SMBN  =  4  cm2 

Conlam^C:|^=gCP)=m 
S  abc  (CB)(CA)  31  (4f) 


Luego:  SNPC  —  gSABC 


SwPc  —  4  cm 


Sustituyendo  el  dato,  (2),  (3)  y  (4)  en  (1): 
Smnp  =  24  —  (9  +  4  +  4)  =>  SMNP  =  7  cm2 


...(2) 


...(3) 

...(4) 


14.  Demostrar  que  si  por  un  punto  intenor  a  un  triángu¬ 
lo  se  trazan  paralelas  a  los  trés  lados,  estas  deter- 
minan  trés  regiones  triangulares  de  áreas  S1t  S2  y 
S3,  que  con  reláción  al  área  totál  S,  cumplen: 

Vs  =  Vs;  +  ysl  +  Vsl 

Resolución: 


De  la  figura,  observamos  que  los  triángulos  ABC, 
EDP,  PMF  y  NPQ  són  semejantes,  luego: 

S  _  S1  _  s2  _  s3 

AC2  EP2  PF2  NQ2 

Al  extraer  raíz  cuadrada:  ^  =  -S.  =  iS. 

AC  EP  PF  NQ 
Por  propiedad  de  proporciones: 

Vs  +  J s~2  +  Js~3 

AC  EP  +  PF  +  NQ 

Siendo  EP  =  ANyPF  =  QC  =>  EP  +  PF  +  NQ  =  AC 

.-.vs  =  ^;+^s;+^ 


1 5.  Los  lados  de  un  triángulo  ABC  miden:  AB  =  21  cm, 
BC  =  10  cm  y  AC  =  17  cm.  La  circunferencia 
exinscrita  relativa  a  BC  es  tangente  a  este  lado 
en  el  punto  F  y  a  las  prolongaciones  de  AB  y  AC 
en  Q  y  T.  Hallar  el  área  dél  triángulo  QFT. 

Resolución: 


Sabemos  que  si  p  es  el  semiperímetro  dél  AABC, 
entonces:  AQ  =  AT  =  p 

Como:  p  =  21  +  ^  +  17  =  24  =>  AQ  =  AT  =  24 

Luego:  BQ  =  BF  =  AQ  -  AB  =  24  -  21 

=>  BQ  =  BF  =  3  A  CT  =  CF  =  AT  -  AC  =  24  -  17 
=*  CT  =  CF  =  7 
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Sqft  =  Saqt  —  SABC  —  SFBQ  —  SFCT  -O) 

Para  hallar  el  SADT  previamente  calculamos  el  SABC 
por  el  teorema  de  Herón: 


SABC  =  V(24)  (24  -  1 7)  (24  -  21 )  (24  -  10)  =  V(24)(7)(3)(14) 


SABq  —  84  cm 


...(2) 


En  seguida,  como  los  triángulos  AQT  y  ABC  tienen 

-  ,  /  A  SAQT  (AQ)(AT) 

encomunelzA:3-2-  =  jM^üJ 


°AQT 

84 


(24)  (24) 
(21 )  (1 7) 


SAQT  =  135,53  cm2  ...(3) 


Los  triángulos  FBQ  y  ABC  tienen  dós  ángulos  suple- 
mentarios  (mZFBQ  +  mZABC  =  180°),  por  lo  que: 
Sfbq  (BQHBF) 

►  ^FBQ  —  (3) (3) 

S.BC  (BA)  (BC)  84  (21)  (10) 


=>  SFBQ  =  3,6  cm2 


...(4) 


También,  los  triángulos  FCT  y  ABC  tienen  los  ángulos 
suplementarios  (mZFCT  +  m  ZACB  =  180°),  luego: 
Sfct  _  (CF)(CT) 

$FCT  _  (7)(7) 

SABC  (CB)(CA)  84  (10)  (17) 

=*  SFCT  =  24,21  cm2  ...(5) 


Finalmente,  sustituimos  (2),  (3),  (4)  y  (5)  en  (1): 
SQFT  =  23,72  cm2 


16.  Calcular  el  área  dél  pentágono  ABCDE,  si  el  lado 
dél  cuadrado  PQRS  es  “a”. 

PABR  ha  sido  trazado  con  centro  en  S.  PS  y  RS 
són  diámetros. 


Con  los  trazos  indicados:  D  es  centro  dél  cuadrado 
PQRS:  X  =  2(Aaqdc  Aaqjb) 

•  Aaqdc,  por  tener  ángulo  común 
mZLQM  =  mzDOC  =  a 
A.qoc  (CQ)(QD) 

A,^  (LOHQM) 

|(3f)/2(}/2)  (3f)ff(f/S) 


A*odc  =  |Í(5-V5) 

...(2) 

Aaqjb;  AQJB-AQLM 

AaQjB  (QB)2 

.,.(3) 

AaQLM  (QM)2 

Cálculo  de  QB.  Construyendo  el  cuadrado 
RTVS  de  lado  a  y  trazando  RV  (centro  S). 

QV  es  diagonal  dél  rectángulo  PQTV  =  a  /5 
En  la  semicircunferencia  de  centro  S  (teorema 
de  la  tangente): 

(QR)2  =  (QB)(QV)  =>  a2  =  (QB)(a/5) 


QB  =  ^V5  .  Reemplazando  en  (3) 

A  (f^)2  3a2 

l(3f)V2(|V2)“(f/5)2  AQJB"100- 

De  (2)  y  (4)  en  (1 ):  x  =  2[|i(5  -  /5)  -  3^] 

,.x=4(19-5/5) 


17.  El  área  de  un  triángulo  ABC  es  S.  Se  trazan  AA\ 
BB'  y  CC1  perpendicular  es  a  una  recta  exteriőr,  re- 
lativa  a  AC.  Hallar  el  área  dél  triángulo  que  tiene 
por  vértices  los  puntos  medios  de  dichas  perpendi- 
culares. 


Resolución: 

B 


Según  el  gráfico:  S!  +  S2  =  S 
AM  =  A’M;  BN  =  B'N;  CP  =  C'P 

Sabemos  que  en  todo  trapecio,  el  segmento  que 
une  los  puntos  medios  de  las  bases  determina  re- 
giones  equivalentes. 

Luego: 

Trapecio  AA'B'B:  X  +  Z  =  U  +  S1  ...(1 ) 

Trapecio  BB’C'C:  Y  +  W  =  V  +  S2  ...(2) 

Trapecio  AA'C’C:  X  +  Y  +  U  +  V  =  Z  +  W  ...(3) 
Sumando  estas  trés  expresiones: 

2X  +  2Y-fU  +  V  +  W  +  Z  =  U  +  V  +  W  +  Z  +  S1  +  S2 

=>  2(X  +  Y)  =  S,  +  S2  X  +  Y  =  =  | 


18.  En  un  trapecio,  las  longitudes  de  las  bases  són  a 
y  b.  Hallar  la  longitud  dél  segmento  paralelo  a  las 
bases,  limitado  por  los  otros  dós  lados  y  que  deter¬ 
mina  dós  figurás  equivalentes. 
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Resolución: 


Consideremos  el  trapecio  ABCD,  donde  BC  =  a, 
AD  =  b,  EF  es  el  segmento  paralelo  a  las  bases, 
siendo  además  h  y  H  alturas  de  AEFD  y  ABCD  res- 
pectivamente. 

Se  tienen: 


SAEFD  =  s  =  (b  +  x)h 

,..(i) 

Sebcf  -  S  =  (£±*)(H  -  h) 

...(2) 

Sabcd  -  2S  =  (Sib)H 

-0) 

De  (1)  en  (3): 

o/b  +  x\h  _  /a  +  b\  h  _ 

a  +  b 

...(4) 

1  2  r  \  2  )  -  H  - 

2(b  +  x) 

De  (1)  en  (2):  (^)h  =  (£  +  i)(H  -  x) 


Operando  convenientemente: 
(b  +  x)h  +  (a  +  x)h  =  (a  +  x) 
SFCT  (CF)(CT)  Spct 

Sarc;  (CB)(CA)^  84 

a  +  b 


H 


-'ABC 

Finalmente,  (4)  en  (5): 


(7) (7) 

(1 0)  (1 7) 

a  +  x 


...(5) 


2  (b  +  x)  a  +  b  +  2x 


De  donde: 


Otra  forma:  prolongando  AB  y  DC  hasta  su  punto 
de  intersección  en  Q. 

Q 
/\ 


1  + 


a 


AAQD  ~  ABQC: 

=>1+2 


;  +  2S  _  b2 


MÜ-5 

Sustituyendo  en  (2)  => 


...(2) 


: 


a2  +  b2 


Despejando: 


1 9.  En  un  trapecio  ABCD,  de  bases  BC,  AD,  BC  <  AD, 
se  tornán  M  y  N  puntos  medios  de  AB  y  CD,  res- 


pectivamente,  MC  y  NB  se  cortan  en  P,  MD  y  AN  se 
intersecan  en  Q.  Si  SBPC  =  10  cm2  y  SAQD  =  14  cm2, 
hallar  SMPNQ. 


Resolución: 


Al  trazar  MN,  en  el  trapecio  MBCN,  sabemos  que 
^mbp  =  ^ncp  =  Sí  y  en  trapecio  AMND.  Samq  =  =  S2 

Además,  para  el  trapecio  ABCD,  2(SCMD)  =  SABCD 
Con  el  gráfico: 

2(S.!  +  S2  +  SMPNQ)  =  2S1  +  2S2  +  SBPC  +  SMPNQ  +  SAQD 
De  donde,  al  cancelar  S1  y  S2:  SMPNQ  =  SBPC  +  SAQD 
SMPNQ  =  24  cm 

20.  Dado  el  cuadrado  ABCD,  donde  M  y  N  són  puntos 
medios  de  BC  y  CD.  Hallar  el  área  de  la  región 
sombreada,  si  AB  =  a. 


Resolución: 


mando  X  el  área  pedida,  con  el  gráfico: 

X  =  SAEF-SAOP  ...(1) 

Para  determinar  SAEP  hallamos  AE  y  EF. 

En  el  AABM,  con  el  teorema  de  Pitágoras. 

=>  (AM)2  =  a2  +  (|)2  =*  AM  =  ^■15 

Por  relaciones  métricas:  (AB)2  =  (AM)(AE) 

Luego:  a2  =  -|-/5  (AE),  de  donde:  AE  =  -|a/5 
2  5 

De  otro  lado,  F  es  baricentro  dél  ABCD,  (BN  y  CO 
són  medianas  de  dicho  triángulo). 

.OF  =  l(OC)  =  l(^)  =  l(AC)  =  i(aV2) 

sOF=^|  A  AO  =  ^  ^ 

=>  AF=AO  +  OF=  ^-  +  ^- ^AF  =  |aV2 
2  b  o 

Esto  nos  permite  hallar  EF  en  el  AAEF: 

(EF)2  =  (AF)2  -  (AE)2 

(EF)2=  (§aV2)2-(faV5)2;  EF  =  lfa 
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Para  el  SA, 


s„,.!ÍIHiE).i(|a«)(Aa/5) 


Saef  -  15  a 


...(2) 


Ahora  para  haltar  el  SAOP  aprovechemos  que  los 
triángulos  AOP  y  ABD  tiene  la  misma  altura  trazada 
desde  A.  Luego  las  áreas  SA0P  y  SABD  serén  entre  sí 


_  _  Q 

como  las  bases  OP  y  BD: 


=  OP  /3x 

BD  v  ' 


Siendo  P,  baricentro  dél  AABC(AM  y  BO  són  me- 

dianas  en  dicho  triángulo),  entonces: 

1/™_  1/BD\  OP  -  —  esto es-  —  -  — 
ur-  6  .esioes.  BD 


0P=i<0B>=i(  f) 

Sustituyendo  en  (3)  tenemos: 

saop  _  1q  -  Ifs  )  -  -l—\ 

SABD  ~  6  ^A0P  6  ^ABD  6\  2  / 

o  _ 

=*  °AOP  —  <12 

Finalmente,  con  (2)  y  (4)  en  (1): 
y  —  ^  ~2  _  a  .  y  _  a 
*  15  12  20 


...(4) 


"■■B 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 


H""' 


1. 


El  área  de  un  trapezoidé  ABCD  es  9  cm2.  Se  traza 
la  diagonal  AC  y  se  determinan  P  y  R,  baricentros 
de  los  triángulos  ABC  y  ADC,  respectivamente. 
Luego,  se  traza  BD  y  se  ubican  Q  y  L,  baricentros 
de  los  triángulos  BCD  y  ABD.  Luego  de  trazar  PQ, 
QR,  RL  y  LP,  hadar  el  área  dél  cuadrilátero  PQRL. 

Resolución: 


En  el  gráfico:  T,  M  y  N  són  puntos  medios  de  AB,  BC 
y  AC,  respectivamente.  Como  P  y  Q,  són  baricen¬ 
tros  de  los  triángulos  ABC  y  BCD,  respectivamen¬ 
te,  por  propiedad  de  este  punto  notable,  tenemos: 

PM  -  1  _  QM 

AM  3  DM 

Se  cumple  el  teorema  de  Tales,  luego  PQ  //  AD 
Los  triángulos  PMQ  y  AMD  són  semejantes: 

-PQ-f 

Análogamente  se  demuestra  que: 

PL  //  CD  y  PL  =  ,  QR  //  ÁB  y  QR  = 

LR  //  BC  y  LR  =  ^ 

Esto  indica  que  el  cuadrilátero  PQRL  es  semejante 
al  ABCD,  donde  la  razón  de  semejanza  es  1/3. 

-  w9Sk=(i)2 


>  SpQRL  —  ^(SaBCd)  “  Q  (9) 


La  longitud  de  lado  de  un  cuadrado  ABCD  es 
10  cm.  Tomando  como  diámetro  los  lados  AD  y  CD 
se  dibujan  interiormente  dós  semicircunferencias 
secantes  en  el  punto  E,  M  y  N  són  puntos  medios 
de  AD  y  CD  respectivamente  BM  y  BN  intersecan  a 


las  semicircunferencias  en  P  y  Q.  Hallar  el  área  dél 
cuadrilátero  PBQE. 

Resolución: 


Del  gráfico,  notamos  que  el  cuadrilátero  PBQE  es 
simétrico:  BP  =  BQ  y  EP  =  EQ.  Luego:  BE  1  PQ 

S  -  BE<PQ>  M) 

°PBQE  —  2  "-VW 

Además,  E  es  el  centro  dél  cuadrado  ABCD: 

BE  =  5/2 


BE  =  ED  =  f  =  Ví£ 


Para  determinar  PQ,  como  BM  =  BN  y  BP  =  BQ, 
entonces  PQ  es  paralelo  a  MN. 

APBQ  -  AMBN  .  -  §£-  PC,  - 

Siendo  MN  =  5/2  (AMDN) 

En  AMAB:  (BM)2  =  102  +  52  =*  BM  =  5/5  y 
BP  =  BM  -  PM  =>  BP  =  5/5  -  5 

Al  sustituir  en  (3):  PQ  =  5— — — 

=>  PQ  =  /2  (5  -  /5 ).  Luego,  con  este  valor  y  (2)  en  (1 ): 
e  _  5V2(V2)(5-/5) 


•••  SPI 


:  (25  -  5  /5 )  cm2 


3.  Demostrar  que  el  área  de  todo  triángulo  acutángu- 
lo  es  igual  al  producto  dél  circunradio  y  el  semipe- 
rímetro  de  su  triángulo  órtico  pedál. 

Resolución: 

B 
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Consideremos  el  AABC,  donde  O  es  el  circuncen- 
tro  y  PQH  el  triángulo  órtico  pedál. 

Sabemos  que  los  rádiós  OB,  OA,  OC  de  la  circun- 
ferencia  circunscrita  al  AABC  són  perpendiculares 
(*)  a  PQ,  PH  y  HQ,  respectivamente.  Luego,  las 
áreas  de  los  cuadriláteros  POQB,  POHA  y  HOQC 
són: 


4. 


O  _0B(PQ).o  _  OA(PH)  A  0  _  OC(HQ) 

^POQB - 2  1  ^POHA - J  A  - ^ 

Siendo.  SABC  =  SPOqb  +  SP0HA  +  SH0QC 
S  _  (OB)(PQ)  (OA)(PH)  (OC)(HQ) 

°abc - 2  1  2  2 

Como: 

OB  =  OA  =  OC  =  R  *  SABC  =  |pQ-+-P2H  +  HQ|r 
Llamando: 

p’  =  PQ.±  P^_t  HQ ;  el  semiperímetro  dél  APQH: 
SABC  =  P'R 

(*)  Para  demostrar  que  OB  es  perpendicular  a  PQ, 
prolongamos  BO  hasta  E. 

Luego:  mZPQB  ^  mZBAC,  por  ser  el  cuadrilátero 
APQC  inscriptible. 

Además,  como  mZBEC  =  mZBAC  =*  mzPQB  =  mZBEC 
Siendo,  en  mZBCE: 

mZEBC  +  mZBEC  =  90°  =*  mZEBC  +  mzPQB  =  90° 
Por  lo  que  el  ZBNQ  =  90° 

En  un  trapezoidé  ABCD,  M  y  N  són  puntos  medios 
de  las  diagonales  AC  y  BD,  respectivamente.  Las 
prolongaciones  de  los  lados  AB  y  DC  se  intersecan 
en  el  punto  P.  Demostrar  que:  SBMDP  =  SANCP. 

Resolución: 

P 

K 

/  \ 

/  \ 

/  \ 


Sbmdp  —  (SBMC  +  SCMD) 

Q  _  ABC  ,  ^ACD\  ,  Q 
°BMDP  —  \  2  2  /  ^  °BCP 

O  _  /^ABC  +  $ACd\  ,  o 
°bmdp  ~  y  2  J  "r  °bcp 

Es  decir:  SBMPC  =  (^p)  +  SBPC 


...(1) 


En  forma  análoga: 

SaNCP  =  . 

Q  —  /Sabd  ,  SBCD\  c  Q  /S, 

°ANCP  +  ~2~ f  +  SBCp  =»  Sancp 


S_  °ABCD  ,  O 
ANCP - 2  h  °B' 


_  (  Sabd^Sbcd)  +  $Bcp 

...(2) 


Luego,  de  (1)  y  (2):  SBMDP  =  SANCP  (propiedad) 


Notar  que:  SBI 


=  SABCN  =  pp  (propiedad) 


5.  Hallar  S„,  si  el  OABCD  tiene  área  72  cm2.  Los  la- 
dós  dél  /A ABCD  han  sido  trisecados. 

„C 

Bj 


Resolución: 


Problémás  previos. 

En  el  E^ABCD:  P,  R,  Q  y  T  se  ubican  sobre  los 
lados  de  modo  que: 

PA=2(PB);CR  =  2(RB);DQ  =  2(QC)yTD  =  2(AT). 
Demostremos  que: 

OQ  =  2(OP)  A  OT  =  2(OR) 

Veamos:  APBR  -  AABC:  =  B§  =  1  y 

AB  CB  3 

tienen  en  común  la  mzB. 


Entonces:  pR  =  y  PR  // AC 
Análogamente  ATDQ  ~  AADC,  ya  que: 

íü  =  §ü  =  f  y  comParten  la  mZD 


Luego:  TQ  = 


2(AC)  Yn 


y  TQ  // AC 


...(1) 


...(2) 


De  (1 )  y  (2):  PR  //  TQ  y  TQ  =  2(PR) 


Esto  indica  que  AOPR  ~  AOQT 
=>  OQ  =  2(OP)  A  OT  =  2(OR). 

Recordar,  según  se  demostró  en  un  probléma 
dél  capítulo  semejanza  de  triángulos  que: 


o,.  AP  _  DQ  _  o 
b  PB  “  QC  1 


PL-LG»ra-2 
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D 

Es  fácil  concluir,  de  los  resultados  anteriores, 
que  si  se  trisecan  los  lados  dél  z^ABCD,  enton- 
ces:  Pl  =  |J  =  JH  y  QT  =  TU  =  UF 
II.  Resolución  dél  probléma  propuesto 


Si  M,  G,  N  y  L  són  puntos  medios  de  los  lados 
dél  £3ABCD,  entonces  GL  y  MN  intersecan  a  los 
lados  dél  nlTUJ  en  sus  puntos  medios. 

Luego.  Sx  =  S,TUJ  =  2(SVZWE) 

=>  Sx  =  2(Svzwe)  •••(c0 

Sabemos  que  Z3MGNL  y  /3VZWE  són  paralelo- 

gramos.  Entonces:  ZO  =  ^ 

Pero:  ZE  =  GZ  =>  ZO  =  ^  =>  ZO  =  ^ 

En  forma  análoga, 

OV  =  ^M,OW  =  ^!  y  OE  =  ^ 

De  aquí,  es  fácil  concluir  que  los  cuadriláteros 
VZWE  y  MGNL,  són  semejantes;  con  razón  de 

semejanza  Así: 

qVZWE  =  (4)  =>  SVZWE  =  i(SMGNL) 

Siendo:  SMGNL  =  — =*  SVZME  =  jg(SABCD) 
Reemplazando  esto  último  en  (a): 
s*  =  |(SA8C0)  (propiedad) 

Con  el  dato:  SABCD  =  72  cm2  Sx  =  8  cm2 

6.  Conociendo  las  áreas  Sn  y  S2n,  respectivas  a  dós 
polígonos  regulares  inscritos  en  una  misma  circun- 
ferencia,  unó  de  “n”  lados  y  el  otro  de  2n  lados, 
hallar  el  área  para  el  polígono  regular  de  4n  lados 
inscrito  en  la  misma  circunferencia. 

Resolución: 


Consideremos  el  gráfico  donde  se  indican  los  la¬ 
dos  respectivos.  Los  triángulos  MOB  y  POB  tienen 
en  común  la  altura  BP,  entonces  las  áreas  serán 
entre  sí  como  OM  y  OP. 

Smob  _  OM  q  _  ^4n 

SZZ-  0P’S,end0SM0B-  4n 


4n 


;  OM  =  R  y  OP  =  a2n 


Sustituyendo  en  la  reláción  anterior  y  simplificando 
luego:  |*  =  -£-  ...(1) 

ö2n  a2n 

Asimismo,  los  triángulos  AQO  y  AOB,  tienen  la  mis¬ 
ma  altura  AQ,  luego: 

Saqo  _  OQ  .  ripnrip  q  _  Sn  .  q  _  S2n  . 

-  ÖB  ’  donde  Saqo  -  2n’  Saob  "  2n  ’ 

OQ  =  an  y  OB  =  R 

S  a 

Alsustituirysimplificaren  lo anterior:  -=-2-  =  ...(2) 

o2n  K 

Los  apotemas  nos  ayudarán  a  relacionar  las  expre- 
siones  (1)  y  (2).  Como  sabemos: 

a2„  =  ^4R2  -  L22„  y  L2n  =  i/2R2  -  2R(a„) ,  al  com- 
binar  estas  fórmulas: 

a*  =  ÍV4R2 - [2R2 -  2R(an)]  *  a2n  =  Ij2R2  +  2R(an)  ...(3) 
De  la  expresión  (2):  ^  =»  a„  = 

(3):  a2n  =  fi 


Para  sustituir  en 

D 

y  de  aquí:  —  = 


/2R2+2R(J-)R 


a2n  +  S; 


-,  lo  que  reemplazamos  en  (1): 


S* 

S* 


2S3l 


2S, 


Sn  +  s2l 


í(S  +  S2n) 


7.  En  el  cuadrado  ABCD,  AB  es  diámetro  de  la  se- 
micircunferencia  y  rádió  dél  cuarto  de  círculo.  Si 
AB  =  2a,  hallar  el  área  de  la  región  sombreada. 

- 7.C 


Resolución: 


X  SsectorAED  SsegmentoAM 


Llamando  X  al  área  pedida: 

(45°)  (ti)  (2a)2 


Siendo:  Ssf 


71a 

2 


...(1) 

...(2) 


■^sectorAED  360 

Para  el  segmento  circular  AM,  como: 
mZOAM=45°yOA=OM,enAAOM  =>  ZAOM  =  90' 
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LuegO.  SsegmentoAM  SsectorAOM  Strjángu|0  AOm 

2  o2 


o  _  ti  a 

^segmento  AM  ^ 


a~_ 

2 


...(3) 


Reemplazando  (2)  y  (3)  en  (1): 

Y  _  na2  (na2  a2\  7ta2,a2 

x-T'lT"TrT  + T 


•••  X=^(n  +  2) 


8.  En  la  figura,  AC  y  BD  són  diámetros  perpendicu- 
lares  dél  círculo  de  rádió  R.  Hallar  el  área  de  la 
región  sombreada. 


Resolución: 

f 

R 

i 

!◄ —  R  — ►! 

Se  tiene  S.,  =  ScircutoAB  —  AOB 

=  f(R0)4-fRl 

=*  ^ totál  =  4S-,  Stota,  =  71 R 


71  R 

4R 


2 


Resolución: 


Como  los  semicírculos  tienen  igual  diámetro,  la  fi¬ 
gura  anterior  es  equivalente  a  la  adjunta;  luego  de 
trasladar  al  región  correspondiente  al  semicírculo 
en  CD  a  DE  y  el  de  AB  a  AF. 

El  área  de  esta  nueva  región  sombreada  es: 

^somb.  (^hexágonoABCDEF  ^semicirculoCB)  ^segmantoEF  *"0  ) 


Donde:  S, 
S, 


^seg  mentő  EF 


'hexágono  ABCDEF  ®(^triángulo  EDF, 

2  *5! 

8 

=  s. 


>-6(S^S) 


=  ^CB 

semicírculo  CB  g 


'sectorEOF  ' 


-'triángulo  EOF 


7lR2 

6 


R2/3 


I —  R  — I 


Sustituyendo  en  (1): 


s_  =  [6(^3)_-!]+(^_R^) 


=  |r2/3-ÍR2  =  ^(30V3- 

omB  =  ^(30/3  -  n) 


4 

7l) 


9.  Hallar  el  área  de  la  región  sombreada,  si  AOB  es 
un  sector  circular  de  rádió  V6  cm. 

A 


Donde:  S„ 


Resolución: 

^sector AOB  ^aiadrilátero  cóncavo AOBM  *"0) 

=  MW  _  n  (2) 

i  6 

(sexta  parte  dél  círculo) 
Para  el  cuadrilátero  cóncavo  AOBM,  como  M  es 
baricentro  dél  triángulo  AOB,  entonces: 

^cuadrilátero  cóncavo  AOBM  =  gíS^AOB)  =  3  (  ^  =  /3  ...(3) 

De  (2)  y  (3)  en  (1):  S^.  =  (ti  -  V5 )  cm2 

10.  Hallar  el  área  de  la  región  sombrada,  donde  EF 
midé  60°  y  los  demás  arcos  corresponden  a  semi- 
circunferencias  de  igual  diámetro. 


11.  A,  B  y  C  són  trés  vértices  consecutivos  de  un  hexá¬ 
gono  regular  inscrito  en  la  circunferencia  de  centro 
O  y  rádió  R.  Haciendo  centro  en  A,  se  han  traza- 
do  los  arcos  BO  y  CE.  Hallar  el  área  de  la  región 
sombreada. 


Resolución: 


Como  A,  B  y  C  són  vértices  de  un  hexágono  regu¬ 
lar,  deducimos  que: 

mBC  =  60  , mCE  =  120  =  m AÉ 
m  ^OAB  =  60°  =  m  ZEAC;  OM  =  |  y  AE  =  L3  =  R  /3 

La  región  sombreada  se  compone  de  las  regiones 
ONBC  y  OCTE.  Evaluando  por  partes: 
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Sqnbc  ^sector  BOC  ^segmento  BNO 
SqNBC  =  ^sector  B0C  “  (SsectorOAB  —  Saqab) 


Obsérvese  que  los  sectores  BOC  y  OAB  són  equi- 
valentes  por  tener  igual  rádió  R  y  ángulos  centrales 
de  60°,  luego,  lo  anterior  se  reduce  a: 

SqNBC  =  SAtrjángu,o OAB  •  Esto  ©s:  SqnbC  =  4  -O) 


El  área  de  la  región  OCTE  es  igual  a  la  dél  sector 
EAC,  disminuida  en  los  triángulos  OAC  y  OEA,  los 
que  a  su  ve z  són  equivalentes  al  triángulo  OAB. 

Así:  SOCTE  =  SsectorEAC  —  (SAOac  +  S*oae) 


SoCTE  “  ^sector  EAC  2(SAOAB) 

q  _  n(RÍ3)2  o/R2^3 


-2(fiS).jE-E^3  (2) 


Finalmente,  con  lo  hallado  en  (1)  y  (2): 

O  _  o  ,  e  _  R2V3  .  tiR2  R2V3 

°total  “  °ONBC  °OCTE - 4  1  2~  2 

SKtal=^-(2n--l3) 


12.  La  longitud  dél  lado  dél  triángulo  equilátero  ABC  es 
2a.  AB  y  BC  són  diámetros  de  las  semicircunferen- 
cias  y  M  punto  medio  de  AC.  Con  centro  en  B  se 
han  trazado  los  arcos  EMF  y  AC.  Hallar  el  área  de 
la  región  sombreada. 


Resolución: 

La  longitud  de  la  altura  BM  dél  triángulo  equilátero 
ABC  es  BM  =  =>  BM  =  aV3  =  BE 

Siendo  O  centro  de  la  semicircunferencia  AEB,  de 
rádió  a,  concluimos  fácilmente  que  BE  =  L3,  por  lo 
que  mEB  =  120°. 

Luego:  mAE  =  60°  =  mZAOE  y  mZABE  =  30° 

La  región  APMQC  es  un  trapecio  circular  con  centro 
en  B,  ángulo  Central  60°  y  rádiós  BA  =  2a,  BM  =  a  /3 
El  área  respectiva: 

-  (aV3)2]  -  SAPMQC  =  ^...(1) 


Las  regiones  AEP  y  CQF  són  equivalentes.  El  área 
de  la  región  AEP  es  igual  a  la  dél  sector  AOE,  dis¬ 
minuida  en  la  región  EOP 
De  modo  que  podemos  escribir: 


Saep  —  Ssec 
Siendo:  S*( 


E  SE( 


na 

6 


•(2) 

...(3) 


El  área  de  la  región  EOP  es  igual  a  la  dél  sector 
EBP,  menos  la  dél  triángulo  EOB: 

SEOp  =  ^sector  EBP  —  ^aEOB 


Spop  — 


n(a/3)2  (a/3>(§ 


12 


a 

2)  _  na 
4 


*7—^  -W 


Sustituyendo  (3)  y  (4)  en  (2): 

o  _  na2  Ina2  a2/3\ 
^aep  0  \  4  4  ) 


2/3 


=  Sr, 


AEP  4  12 

Finalmente,  el  área  de  la  región  pedida,  con  (1): 
S  totál  =  ^AEP  +  Sapmoc  +  SQOF  =  2(Saep)  +  SAPMOC 


o  _  o/a2/3  na2\  ,  na2 
**>»-*(  4  12  r  6 


c  _  a  fö 

ötotal  ~  2  Íö 


13.  La  figura  muestra  trés  circunferencias  de  igual  rá¬ 
dió  R  ortogonales  entre  sí,  dós  a  dós.  Hallar  el  área 
de  la  región  sombreada. 


Resolución: 

Se  tiene:  Ssomb  =  3(SMUTN)  —  2(SUTN)  •••0) 

En  el  hexágono  MOEQFP,  las  medidas  de  los  án¬ 
gulos  en  M,  E  y  F  són  iguales  a  90°. 

Siendo  la  suma  de  las  medidas  de  todos  los  ángu¬ 
los  interiores:  180°(6  -  2)  =  720° 

Luego:  mZMOE  s  mZEQF  =  mZMPF,  con  medi¬ 
das  150°  cada  unó. 

Entonces:  mMNTE  =  150°.  Además  los  cuadriláte- 
ros  ONQE  y  OMPT  són  cuadrados. 

Por  lo  que  mZEON  =  mZMOT  =  90°  y  los  arcos 

respectivos:  mETN  =  mMNT  =  90°. 

De  donde  hallamos  NT  =  30° 

=>  NT  =  L12  =*  NT  =  RV2-/3 


E 


Cálculamos:  S^  —  3(SsegmM1toNT)  +  SAUTN 
=*  SUTN  =  SfSse^orNOT  —  S^qj)  +  SAUTN 

sutn  =  3(^^!_M)sen30»)+(NT)2^ 
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Reemplazando  (2)  y  (3)  en  (1): 
=3(^-R2)-2(iB!- 


SMmB  =  (x  -  V3)R2 


3R2 

2 


*?) 


14.  Hallar  el  área  de  la  región  sombreada,  si  se  sabe 
que  la  medida  dél  ángulo  AOB  y  la  dél  ángulo 
A'O'B'  es  60°.  Los  segmentos  O'A  y  O'B  són  tan- 
gentes  a  la  circunferencia  con  centro  O,  rádió  R  y 
los  segmentos  0"A\  0"B'  són  tangentes  a  la  cir¬ 
cunferencia  de  centro  0\ 


AAOB  es  equilátero:  AB  =  R,  mZAO'B  =  120° 

En  el  AOAO':  O'A  =  y  en  el  AAMO'  tenemos: 

mZO'AM  =  30°  =*  O'M  =  ^  = 

2  b 

Llamando  S,  al  área  de  la  región  común  a  los  círcu- 
los  de  centro  O  y  0\ 


_  / 60°nR2  R2^3\  /120°ji\/RV3  \2 

1  \  360°  4  I  \\  360°  l\  3  I 

o  _  5jiR2  R2V3 

b’  18  3 


Para  el  área  S2  de  la  región  común  a  los  círculos  de 
centro  O'  y  O",  por  ser  semejante  a  la  anterior: 

s2  (O’A')2  ~  (O'A)2^ 

S,  "  (OA)2  2  "  '™'2  1 


Siendo:  O'A1  =  O'A  = 


(OA)2 

Rj3 

3 


(¥)2 

S2  =  (S,)  ^  s2  =  Is, 

Luego:  Stotal  =  S,  +  S2  =  S,  +  |s, 
S,ou,  =  |(S,);  con  (1):  Stotal  = 
Stot.,=  ^(10n-4V3) 


15.  Un  sector  circular  tiene  por  perímetro:  L.  Hallar  el 
valor  máximo  dél  área  dél  sector 

Resolución: 


Llamando  x  al  rádió;  la  longitud  dél  arco  AB,  seré: 
Láb  =  L  -  2x 

El  área  dél  sector:  S  =  ^(Láé)x 
=>  S  =  |(L  -  2x)x  =*  S  =  ^  -  x2 
Completando  cuadrados  en  el  2°  miembro: 


Luego,  S  será  máximo,  cuando  |x  -  Sea  míni- 
mo,  es  decir,  cuando  (x  -  =0 


.-.  S 


máximo 


ji 

16 


16.  En  la  figura,  AB  es  diámetro  y  AM  =  MC.  Hallar 
el  área  de  la  región  sombreada,  si  el  rádió  midé: 
r=  10. 


Trazamos  OM,  entonces,  como  AM  =  MC: 
OM1AC 

También:  mZACB  =  90° 

OOMCB  es  un  trapecio. 

Por  propiedad:  =  SAOP0 

La  región  propuesta,  equivale  al  sector  COB: 

^sombreada  —  ^(10  )(  ggQ  j  •  •  ^ sombreada  =  ^71 
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17.  En  la  figura,  EF  =  a,  calcular  el  área  de  la  región 
sombreada. 


Resolución: 


El  área  pedida  seré:  S  =  -|-(3r)2  -  -^r2 
S  =  ^r2  (9-1)  =*  S  =  Ani2 
Reemplazando:  S  =  An^f  = 

18.  En  la  figura,  AC  =  5  m  y  AB  =  12  m.  Calcular  el 
área  de  la  región  sombreada  en  m2. 


Resolución: 


kABC;  por  Poncelet:  12  +  5  =  13  + 2r 

UVIBN  ~  fc.CBA:  ^  =,  MN  =  4r 

o  12  o 

 (5)(12) 


r  =  2 


21. 


Luego:  = 


S„mb  =  30  -  -  4* 

•••  S„mb  =  §(25  -  6n) 


Sobre  el  lado  AC  dél  triángulo  equilátero  ABC,  se 
encuentra  el  centro  O  de  la  semicircunferencia 
tangente  a  AB  y  BC  en  P  y  Q.  Además  el  centro  de 
arco  EOF  es  B.  Si  AB  =  a,  calcular  el  área  de  la  ré¬ 
gión  limitada  por  las  poligonales  mixtas  EPMQFO. 


x  =  f(í#í-S(3^-*> 


x=  |a2-^(3^-n)  =  ^(2n-3/3  +  K) 


X=  ^(3n-3/3) 


19.  En  eljtriángulo  ABC,  se  traza  la  bisectriz  BD 
(D  e  AC)  y  se  ubica  M  y  N  sobre  AC,  tál  que 
AM_=  MN  =  NC.  Si  MP  (P  E  AB),  NQ  (Q  G  BC) 
y  BD  són  paralelos  y  además  S^c  =  42  m2  y 
SABPM  =  2  m  ;  calcular  SPBQDM. 

Resolución: 


3dqc  _ 


Luego:  SP 


,  =  2  +  14  =  16  m2 


mm 

cuadrado  CDEF  con  C  y  D  en  AB  y,  E  y  F  en  OA 

^ - *(2)2 

y  OB,  respectivamente.  Si  OA  =  OB  =  R,  hallar  el 

área  dél  cuadrado. 

=  “  -  4n 

Resolución: 

x/2/2 
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kOCH:  R2  =  (í^)2  +  (x/2)2 

R2  =  -^  +  2x2  =»  =  R2  x2=^! 

ZZ  5 

21.  Sobre  la  hipotenusa  AC  de  un  triángulo  rectángu- 
lo  ABC,  se  construye  exteriormente  el  cuadrado 
ACDE  de  centro  O,  OB  =  9  m.  Calcular  el  área  de 
la  región  cuadrangular  ABCD. 

Resolución: 


s  -  (SEX 

°abco  -  y  2  ) 


•••  sA1 


,  =  40,5  m2 


22.  En  el  cuadrado  ABCD  de  6  cm  de  lado,  M  g  CD, 
N  gAB  yAM  //CN.  Si  la  distancia  entreAM  y  CN  es 
2  cm,  calcular  el  área  de  la  región  AMCN. 


Resolución: 


kNBC:  (3n)2  =  62  +  (6  -  n)2 

9n2  =  36  +  36  -  12n  +  n2 

8n2  +  12n  -  72  =  0  =»  2n2  +  3n  -  18  =  0 

n2  +  (3/2)n  -  9  =  0  =>  n  =  2,34 

Luego.  SAMCN  =  2(3n)  =  6n  =  6(2,34) 

SAMCN  =  14  cm2 


23.  Los  lados  de  un  triángulo  són  3  números  enteros 
consecutivos,  el  perímetro  es  60  m.  Hallar  el  área 
dél  triángulo. 


Resolución: 


x  +  1 


Por  dato:  x  -  1  +  x  +  x  +  1=60 
=>  3x  =  6  =>  x  =  20 


Por  Euclides:  400  =  361  +  441  -  2n(21 )  =>  n  =  ^ 

Por  Pitágoras:  h2  =  361  -  =»  h  =  4^V33 

441  7 

Sabc  =  Sabc  =  15/35  m2 

24.  En  la  figura,  calcular  el  área  de  la  región  triangular 
ABC.  Si  AQ  =  5  m,  CR  =  4  m,  PR  =  6  m,  PQ  =  QR 
y  BP  =  2m. 


% 

-C _ 

R 


Resolución: 


s  = 

Simplificando:  S  =  6  m2 

25.  En  la  figura,  BC  =  20,  hallar  el  área  de  la  superficie 
dél  triángulo  RSC. 


Resolución: 

A 


26.  En  un  triángulo  rectángulo,  las  distancias  dél  in- 
centro  a  los  extremos  de  la  hipotenusa  miden  7  m 
y  8  Í2  m.  Calcular  el  área  de  dicha  región  triangular. 

Resolución: 


21 


17 
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kAIT  ~  kACH:  iH.  =  -L  =,  m  =  M 

10  \  (  \  I 

IC  =  n  =  17-l^^n  =  ^ 

Lijego:  SABC  =  mn  = 

Efectuando:  SABC  =  66,85  m2 


27.  En  un  triángulo  ABC,  _se  trazan  las  cevianas  BM 
y  AN  (M  G  AC  y  N  e  BC),  tál  que  MC  =  2(AM)  y 
BN  =  2(NC).  Si  las  cevianas  se  intersecan  en  el 
punto  P,  hallar  la  reláción  entre  las  áreas  de  las 
regiones  triangulares  BPN  y  APM. 

Resolución: 


Por  el  teorema  de  Meneleao  en  el  AMBC: 
b(x)a  =  2b(y)3a  =>  x  =  6y 


Luego: 


S.  +  S^ 
2S2 


=  6 


S- 


28.  En  jjn  cuadrado  ABCD  es  traza  la  diagonal  AC  y 
en  AD  se  ubican  los  puntos  E  y  F  de  manera  que 
BE  n  AC  =  {M},  AF  =  b,  AE  =  b,  (AE)(FD)  =  (EF)(AD). 
Hallar  el  área  dél  cuadrado  cuya  diagonal  es  AM. 


Resolución: 

B  C 


EF  =  b  =>  EF  =  bL  ~  bx  ~  *-*  ...(2) 

L  -  x  L  —  x 

Condición:  (AE)(FD)  =  (EF)(AD)  ...(3) 

(1)  y  (2)  en  (3): 

LX-(L)-b  =  -b.Lr_bx^LX(L)=>x^^ 


29.  En  un  triángulo  las  medianas  miden  6,  8  y  10  .  Ha¬ 
llar  el  área  de  la  región  triangular. 

Resolución: 


Si  M  =  P  j-82+19  =>  M  =  12 
Por  la  formula  de  Herón: 

SABC  =  1^12(12 -6)(12-8)(12- 10) 

SABC  =  |fl12)(6)<4)(2)  -  SABC  =  32 

30.  Dado  un  punto  exteriőr  A  a  una  circunferencia  de 
centro  O,  se  trazan  las  tangentes  AN  y  AM,  de 
modo  que  la  mZNAM  =  90°.  Una  recta  tangente 
a  la  circunferencia  interseca  a  los  segmentos  AN 
y  AM  en  P  y  Q,  respectivamente.  Las  perpendicu- 
lares  a  AN  y  AM  trazadas  desde  P  y  Q  respectiva¬ 
mente  intersecan  a  OM  y  ON  en  E  y  F,  respecti¬ 
vamente,  y  PE  n  QF  =  {T}.  Si  el  área  de  la  región 
APTQ  es  S,  hallar  el  área  de  TFOE. 

Resolución: 


Dato:  SAPTQ  —  S  =>  2SAPQ  —  S  =*  SAPQ  —  ^ 

Pero:  SAPQ  =  ab  =  |  ...(1) 

Se  pide:  X  =  ab  ...(2) 

De  (1)y(2):X=§ 

31.  ABCD  es  un  cuadrado,  en  donde  T  es  un  punto  de 

—  CT  2 

CD  y  se  cumple  que  =  j ,  la  recta  que  pasa  por 

los  puntos  B  y  T  interseca  a  AD  en  Q.  Si  el  área  de 
la  región  triangular  TDQ  es  S  unidades  cuadradas, 
calcular  el  área  de  la  región  cuadrada. 

Resolución: 


Luego:  S  =  i(|l)(n)=.n2  =  |s 
Ahora:  SABCD  =  (3n2)  =  9n2  =  9(|s) 


32.  En  un  cuadrilátero  inscriptible  ABCD  sus  lados  mi¬ 
den:  AB  =  7  cm,  BC  =  CD  =  15  cm  y  AD  =  25  cm. 
Hallar  el  área  de  la  región  triangular  ABC  (en  cm2) 
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Resolución: 


Por  Ptolomeo: 

xy  =  15  X  7  +  15  X  25  =  15(7  +  25) 
xy  =  15(32)  ...(1) 


PorViette:  — 

y 


15x15  +  7x25  x  5 
7x15  +  15x25  ^  y  6 


De  (1)  y  (2):  x  =  20 


Luego:  SABC  =  V21(21 

•  •  ^ABC  =  ^2 


20)  (21  -  7)  (21  -  15) 


33.  En  la  figura,  O  centro  de  la  circunferencia,  BK  =  a 
y  FE  =  b.  Hallar  el  área  de  la  región  triangular  AKF. 


B 


Resolución: 


AF  es  bisectriz,  por  teorema:  EF  =  FH  =  b. 

Luego.  SAFK  =  ^(a)(b)  =>  SAFK  = 

34.  Dado  el  triángulo  ABC,  cuya  región  tiene  como 
área  128  cm2,  en  el  interior  se  tiene  el  triángulo 
PQR,  de  manera  que  las  prolongaciones  de  los 
lados  PQ,  QR  y  RP  pásén  por  los  vértices  B,  C  y 
A;  además,  la  mZPAC  =  mZABQ  =  mZBCR,  si 
CR  =  3,  BC  =  8.  Hallar  el  área  de  la  región  PQR. 

Resolución: 


=>  =  %  =  s,  =  16(3)  Sx  =  48 

o  d 


35.  El  área  de  una  región  triangular  KLM  es  S,  la  bisec¬ 
triz  LN  divide  al  lado  opuesto  dós  segmentos  que 
miden  KN  =  m,  MN  =  n.  Hallar  el  área  de  la  región 
triangular  KLN. 

Resolución: 


Dato:  x  +  y  =  S 

Por  reláción  de  áreas:  —  =  —  =>  y  =  — 
y  n  3  m 

=>  X  +  =  S  =>  x(m  +  n)  =  mS  .-.  x  = 

m  v  '  m  +  n 


36.  Si  en  un  triángulo  rectángulo  los  exradios  relativos 
a  la  hipotenusa  y  un  cateto  miden  6  cm  y  4  cm,  res- 
pectivamente,  hallar  el  área  de  la  región  triangular. 


Resolución: 


Por  teória: 


S  : 
S  : 


Pr 


1  _  £ 
r  S 


rr  =,  l  =  i 
ac  rr  S 


...(1) 
...(2) 

Luego:í  =  7a  +  Tb  +  hí  =  Í+Í  +  Í 

pero:P  =  rb  =  6-  |  =  4  +  I^Í-|  = 


5_ 

12 


37.  Sea  el  cuadrado  PQRT  circunscrito  a  una  circunfe¬ 
rencia  de  centro  O  y  rádió  igual  a  4.  Se  traza  con 

centro  en  P,  el  cuadrante  QPT  que  interseca  a  la 
circunferencia  en  M  y  N.  Hallar  el  área  de  la  región 
triangular  OMP. 

Resolución: 
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APMO;  por  el  teorema  de  Euclides: 

(4/2  )2  =  42  +  82  -  2n(8) 

16n  =  16  +  64  -  32  =>  n  =  3 

LMHO:  h2  =  42  -  32  -16-9  =  7  =>  h  =  /7 

Luego:  SPM0  =  2-(8)(/7)  =>  SPM0  =  4/7 

38.  El  lado  de  un  triángulo  regular  midé  L.  El  baricen- 
tro  dél  triángulo  es  el  centro  de  la  circunferencia 
cuyo  rádió  midé  L/3.  Hallar  el  área  de  la  parte  de 
la  región  triangular  que  se  encuentra  fuera  de  la 
circunferencia. 

Resolución: 


3x.M..[3ít2ŰÍ+iö!] 

3x  -  Í(3/3-n) 

39.  En  un  triángulo  ABC,  el  segmento  que  une  el  ba- 
ricentro  con  el  incentro  es  paralelo  al  lado  AC.  Si 
AC  =  8  m  y  el  inradio  midé  2  m.  Calcule  el  área  de 
la  región  triangular  ABC. 

Resolución: 


kBHD  ~  UTD:  £  =  ^  =>  h  =  6 
2  n 

Luego:  SABC  =  ^(8)(6)  =  24  m2 

40.  En  el  lado  AC  de  un  triángulo  ABC,  se  ubica  un 
punto  O,  centro  de  una  circunferencia  tangente  a 
los  lados  AB  y  BC.  Hallar  la  longitud  dél  rádió  de  la 
circunferencia,  si:  S^c  =  a;  AB  +  BC  =  k 

Resolución: 


Dato:  Saabc  =  a  A  AB  +  BC  =  k 
Saob  =  -J(AB)(X)  ...(1) 

SB0C  =  i(BC)(x)  ...(2) 

Sumando  (1)  y  (2):  SA0B  +  SB0C  =  ^(AB  +  BC) 
Sabc  k 

a  —  2$!s  ■  x  —  ^ 

«  A-  2  k 


41.  El  inradio  de  un  triángulo  rectángulo,  ABC  midé  3. 
Se  traza  un  segmento  QP  perpendicular  a  la  hipo- 
tenusa  ÁC  (Q  e  AC,  P  e  BC)  y  que  es  tangente  a 
la  circunferencia  inscrita  en  el  punto  T.  Si  PT  =  2, 
hallar  el  área  de  la  región  triangular  ABC 

Resolución: 


fc.PQC  ~  fcsABC:  r-Z_  =  4e  =>  b  =  12 
b  +  6  15 

2 


Luego:  S^bc—  ^^-^(3  H-  12)  =>  S^bc - 2~ 


42.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  lamediana  BM  y  luego 
MF  perpendicular  a  BC  (F  e  BC);  si  A  dista  8/3  de 
BM,  MF  =  6  y  mZMBC  =  30°,  hallar  el  área  de  la 
región  triangular  MFC. 

Resolución: 


s**,-  ^(12)(8;3)  =  48/3 

Sabfm  +  X  =  48/3  =»  18V3  +X  =  48/3 
X  =  30V3 


43.  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  AB  =  c,  BC  =  a.  Se 
traza  la  mediatriz  EF  relativa  al  lado  AC,  E  e  AC, 
F  g  BC.  Hallar  el  área  de  la  región  FEC. 

Resolución: 
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2a 


kABC  ~  C^FEC:  -í-  =  =>  x  =  ^-m2 

ac  L  a  J 

2 

kABC:  (2m f  =  a2  +  c2  =*  m2  = 


•(1) 


...(2) 


(2)  en  (1):  x=  ■ '•  x  =  ^(a2  +  c2) 


44.  Sea  un  cuadrado  ABCD,  cuyo  lado  midé  a,  en 
BC  y  CD  se  tiene  N  y  M,  tál  que  mZMAN  =  45°  y 
MN  =  b.  Hallar  el  área  de  la  región  ANCM. 

Resolución: 


Área  pedida:  S  =  a2  - 

S  =  a2  -f(m  +  n)  =»  S  =  a2  -  f- 
b 

45.  En  la  figura,  mABs  mBC  =  mAC  sobre  la  circun- 
ferencia  de  rádió  R  con  centros  en  A  y  C  se  trazan 
los  arcos  AMB  y  BNC .  Calcular  el  área  de  la  región 
sombreada. 


B 


B 


v  _  H/D/ö'\2  (R^3)2/3  _  nR2  3/3R2 

Y"  6(RV3) - 4 - 2 - 4 

Pero:  X  +  Y  =  ÍR2  -  ^(f) 

v  ,  JtR2  3/3  R2  ji02  R2/3 

X  +  1 - 4~  =  3R - 4~ 

v  _  3R273  R2 73  / nR2  TtR2\ 

x-~i - 4  \~2  rj 

x  =  =,  2X  =  r2(73--|) 

2X  =  !j-(3/3-n) 


46.  En  la  figura,  O  es  el  centro  dél  cuadrado  de  Í2  m 
de  lado  y  los  arcos  han  sido  trazados  con  centro 
en  los  vértices.  Hallar  el  área  de  la  cruz  mixtilínea 
sombreada. 


Resolución: 


Y  =  =>  2Y  =  3  -  2/2  ...(1) 

2X  =  (72) 2  -  -3  +  2/2 

2X=  2-1-3  +  2/2  =>  2X=  272  -|-1 

=»  4X  =  4/2-n-2  .-.  4X  =  0,50  cm2 

47.  En  la  figura,  OAB  es  un  cuadrante  AO  =  2  y  el  AC 
tiene  su  centro  en  B.  Calcular  el  área  de  la  región 
sombreada. 


A 


Resolución: 

A 


r  +  r72  =  2  =>  r  =  2(72  -  1)  =,  r2  =  4(3  -  272) 
2X  =  n-  (^p  +  r2)  =>  X=  /2(3-2/2){n-  72) 

Pero:  Y  =  (3  -  272  )(4  -  k)  =>  S  =  X  +  Y  +  SCA0 
S=  72 (3 - 2 72 )(p -  72)  +  (3  -  272)(4-Ti)  +  n-2 
Simplificando:  S  =  5ti  72  -  4  72  -  6n  +  4 
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®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  201 1  -  II) 


Las  diagonales  de  un  trapecio  dividen  a  éste  en  cuatro 
triángulos.  Si  las  áreas  de  los  triángulos  adyacentes  a 
las  bases  són  A,  y  A2,  entonces  el  área  totál  dél  trapecio 
en  función  de  A1  y  A2  es: 


A)  A,  +  A2  +  MA 
ClAA 

E)  A.,  +  A2  —  JA. ,A2 

Resolución: 


B)2/AA 
dm/a;  +  /ad2 


En  el  trapecio  PQRS,  por  propiedad 
Área(PQRS|  =  ((A,  +  {A2f 

Clave:  D 


PROBLÉMA  2  (UNI  2012-1) 

En  la  figura  mostrada  01t  02  y  03  són  centros  de  semi- 
circunferencias  con  rádiós  de  longitud  r1t  r2  y  r3,  respec- 
tivamente. 

Si  AB  =  3  cm  y  BC  =  4  cm,  entonces  el  área  (en  cm2) 
de  la  región  sombreada  es: 


A)  4  B)  5  C)6 

D)  4 7i  E)  5ti 


Resolución: 


Piden.  Aregjón  SOfT)breada 

Por  el  teorema  de  las  lúnulas  de  Hipócrates. 
A  =  Ak  =  ^ x  4 

'Vegión  sombreada  'V^ABC  2 


A 


régión  sombreada 


=  6 


PROBLÉMA  3  (UNI  2012-1) 


En  el  gráfico  mostrado,  ABCD  es  un  cuadrado  de  lado  L 
y  BAD  es  un  sector  circular  con  centro  en  A.  Calcule  el 
área  de  la  región  sombreada. 


A)  ^(4  -  n) 
D)  ^(8  -  ti) 


Resolución: 


Piden:  A  +  B 


kL? 

8 


A+B  =  |(8-n) 


PROBLÉMA  4  (UNI  2012  -11) 

Si  ABCD  es  un  cuadrado  y  CEF  un  triángulo  equilátero, 
área  CEF 

entonces  el  valor  de  tít'  es  igual  a: 

area  ABCD  a 


A)  /2  -  1  B)  /3  -  1 

D) 1//2  E)  1//3 

Resolución: 

Piden: 

AqaBCD 

AFBCs  AEDC  =>  0  =  15° 
b£DC:  a  =  i(/6  +  /2) 

l2/3 

Aacef  _ _ 4 _ 

AaABCD  [i(/6  +  /2)]2 

AaCEF  _  2/3  _  3 

AqaBCD 


0  2/3-3 


Clave:  C 


Clave:  C 
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PROBLÉMA  5  (UNI  2013-1) 

En  la  figura  mostrada,  O  es  centro  de  la  circunferencia 
cuyo  rádió  midé  R  unidades.  Si  AO  =  FE  y  mZCEA  =  1 5°, 
entonces  el  área  dél  sector  circular  AOC  es  a  la  longitud 
de  la  circunferencia  como: 


E 


Lq  =  2hR 


A^  _  8  _  R 
L0  2tiR  16 

Clave:  D 

PROBLÉMA  6  (UNI  2013  -  II) 

Se  tiene  un  triángulo  equilátero  ABC  inscrito  en  una  cir¬ 
cunferencia  de  rádió  r  =  6  cm,  si  M  es  el  punto  se  divide 
al  arco  AB  en  partes  iguales  (M  ^  C),  entonces  el  área 
de  la  región  triangular  AMB  en  cm2  es: 

A)  8/3  B)  9/3  C)10/3 

D)1l/3  E)  12/3 

Resolución: 

Piden  S(x) 


S,  =  ^psen  120° 
S,  =  9^3 


Clave:  B 


Geometría  ■  445 


PROBLÉMÁS  PRQPUESTOS  UL 


1.  Calcular  el  área  dél  rectángulo  ABCD,  si  EM=  3  y 
EO  =  2 


A)  6  B)  8  C)10 

D) 12  E) 15 

2.  En  un  romboidé  ABCD  siendo  O  punto  de  inter- 
sección  de  las  diagonales,  si  las  distancias  de  O 
a  los  lados  BC  y  CD  són  2  y  3,  respectivamente, 
y  mZABC  =  135°,  Calcular  el  área  de  la  región 
ABCD. 

A)  12/2  B)  16/2  C)18/2 

D)  20/2  E)  24/2 

3.  En  un  semicircunferencia  de  diámetro  AB  y  centro 
O  se  ubican  los  puntos  P,  Q  y  R.  Calcular  el  área 
de  la  región  limitada  por  el  rombo  PQRS  tál  que 
QS  =  2(S0)  =  2a,  (S  e  QO) 

A)a2/5  B)a2/6  C)2a2/5 

D)2a2/TÖ  E)a2/ÍÖ 

4.  En  un  rombo  ABCD  en  BC  se  ubica  el  punto  me- 
dio  M.  Las  diagonales  dél  rombo  intersecan  a  AM 
y  MD  en  N  y  Q,  respectivamente.  Si  NQ  =  5  y 
mZBAD  =  74°,  calcular  el  área  de  la  región  limita¬ 
da  por  el  rombo. 

A)  284  B)  216  C)  324 

D)  356  E)  420 

5.  En  los  lados  AB  y  CD  de  un  cuadrado  ABCD,  se 
ubican  los  puntos  E  y  F,  respectivamente,  de  modo 
que  EB  =  FD  =  2  y  EF  =  /26 .  Calcular  el  área  de 
la  región  cuadrada  ABCD. 

A)  25  B)  24  C)  18 

D)  36  E) 15 

6.  En  un  trapecio  ABCD  (BC  //  AD),  AD  =  4(BC), 
se  inseribe  un  rectángulo  PQRS,  tál  que  Q  e  AB, 
R  e  CD  y  P  con  S  están  ubicados  en  AD.  Calcular 
la  razón  de  áreas  de  las  regiones  limitadas  por  di- 
chos  cuadriláteros,  si  AQ  =2(QB). 

A)  8/19  B)  7/16  C)9/1 

D)  2/3  E)  8/15 

7.  Calcular  Q/P,  si  MF  //  GD,  ABCD  es  romboidé  y 
AE  =  EM  =  MD 


B  C 


Q 

yi 

y? 

VI  D 

A)  2  B)  3  0  5/3  D)  4/1  E)  7/3 

8.  En^un  trapecio  isósceles  ABCD  (BC  //  AD),  se  traza 
BH  1  AD  (H  e  AD).  Calcular  el  área  de  la  región 
trapecial  ABCD,  si  AC  =  6  y  BH  =  2 

A)  8/3  B)  6/2  C)5/5 

D)  8/2  E)  12 

9.  En  un  cuadrilátero  convexo  ABCD,  M,  N,  Q  y  R  són 
puntos  medios  de  AB,  BC,  CD  y  AD,  respectiva¬ 
mente;  en  la  prolongación  de  DB  se  ubica  el  punto 
F  y  la  suma  de  las  áreas  de  las  regiones  triangu- 
lares  RMF  y  QNF  es  10  m2.  Calcular  el  área  de  la 
región  cuadrangular  ABCD. 

A)  40  m2  B)  36  m2  C)  20  m2 

D) 25  m2  E) 50  m2 

10.  Se  tiene  un  cuadrante  AOB  de  rádió  2,  en  AB  se 
ubica  el  punto  C  de  modo  que  la  longitud  dél  seg- 
mento  que  une  los  puntos  medios  de  AC  y  OB  es 
igual  a  /3 .  Calcular  el  área  de  la  región  cuadran¬ 
gular  ACBO. 

A)  3/2  B)  2/2  0  2/3 

D) /6  E)  2/6 

11.  En  la  figura,  BC  //  AD,  r  =  6,  BC  =  7  y  CD  =  13. 
Calcular  el  área  de  la  región  cuadrangular  ABCD. 


A)  140  B) 168  C)136  D) 145  E)  196 

12.  Sobre  los  lados  de  un  cuadrado  se  construyen  ex- 
teriormente  triángulos  equiláteros.  Calcular  el  área 
dél  cuadrilátero  que  se  forma  al  unir  los  vértices 
libres  de  los  triángulos  equiláteros,  si  el  lado  dél 
cuadrado  midé  “b”. 

A)  b2(/3  +  1)  B)  b2(2/3  -  1)  C)  3b2 

D)  b2(2  +  /3)  E)  b2(4  4-  3/3) 

13.  En  un  romboidé  ABCD  la  semicircunferencia  de 
diámetro  AD  pasa  por  B  e  interseca  a  BC  en  P.  Si 
BP  =  8  y  PC  =  2,  calcular  el  área  dél  romboidé 
ABCD. 
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A)  16  B)  20  C)  25 

D)  30  E)  40 


drado  donde  EH  //AB;  HG  //AD  según  se  muestra 
en  la  figura.  Si  BN  =  NA,  AM  =  MD,  determinar  EF. 


14.  Se  tiene  un  cuadrilátero  bicéntrico  ABCD,  tál  que 
AB  =  6;  BC  =  5  y  CD  =  9.  Calcular  la  medida  dél 
rádió  de  la  circunferencia  inscrita. 

A)  1  B)  2  C)3/2 

D)  2/3  E)  3 

15.  Una  circunferencia  es  tangente  a  los  lados  AB  y 
AD  de  un  rectángulo  ABCD  y  además  contiene  a 
C,  dicha  circunferencia  interseca  a  CD  en  M.  Cal¬ 
cular  el  área  de  la  región  cuadrangular  ABMD,  si 
AB  =  9,  AD  =  8. 

A)  8  B)  32  C)16 

D) 40  E)  24 


16.  Se  tiene  un  rectángulo  ABCD,  desde  D  se  traza 
DE  1 AC,  luego  se  traza  BF  perpendicular  a  la  pro- 
longación  de  DE.  Si  BF  =  6  y  DE  =  4,  calcular  el 
área  de  la  región  cuadrangular  ABCD. 

A)  10  B)  20  C)30 

D) 40  E)  80 


17.  Se  tienen  dós  circunferencias  concéntricas  de  cen- 
tro  O.  Se  traza  la  cuerda  AB  que  es  tangente  a  la 
circunferencia  menor,  si  los  rádiós  OA  y  OB  inter- 
secan  a  la  circunferencia  menor  en  N  y  M,  respec- 
tivamente,  OA  =  R  y  mZAOB  =  120°.  Calcular  el 
área  de  la  región  cuadrangular  ANMB. 


A) 

D) 


R273 

16 

3R2  73 

15 


B)  2R2 
B,T5~ 


E) 


7R2T3 

15 


3R2V3 
C  16 


18.  La  circunferencia  inscrita  en  un  AABC,  recto  en 
B,  es  tangente  en  P,  Q  y  M  a  los  lados  AB,  BC  y 
AC,  respectivamente.  Luego  se  traza  MH  1  BC 
(H  g  QC),  siendo  APHM  un  rombo.  Calcular  la  relá¬ 
ción  entre  las  áreas  de  las  regiones  ABQM  y  QMC. 

A)  1/1  B)  2/1  C)3/1 

D)  4/3  E)  5/2 


19.  Calcular  el  área  de  la  región  paralelográmica 
BCDK,  si  SK  =  KE  =  2  y  CD  //  NA.  (T  es  punto  de 
tangencia). 


A)  2(3  +  721)  B)  3(3  +  721)  03721 

D)  4(4  +  72?)  E)  2(2+721) 

20.  ABCD  es  un  cuadrado  cuyo  lado  midé  8,  la  región 
cuadrangular  ECGF  es  de  área  4,  EFGH  es  un  cua- 


A)  72  B)  2  C)  3 

D)  4  E)  272 

21.  En  un  cuadrante  AOB  de  rádió  2,  en  AB,  se  ubica 
el  punto  C  de  modo  que  la  longitud  dél  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  AC  y  OB  es  igual 
a  /3 .  Calcular  el  área  de  la  región  cuadrangular 
ACBO. 

A)  3/2  B)  2/2  C)2/3 

D) /6  E)  2/6 

22.  Sobre  los  lados  AB  y  BC  de  un  triángulo  ABC  se 
construyen  los  cuadrados  ABFL  y  BOQR,  exterio- 
res  al  triángulo.  Hallar  el  área  de  la  región  cuadran¬ 
gular  AFRC,  siendo  AR  =  8. 

A)  16  B)  18  C)20 

D)  24  E)  32 

23.  Calcular  el  área  dél  romboidé  ABCD,  si  AC  =  15 


D) 72  E)  108 

24.  En  el  gráfico  (BC  //  AD),  AM  =  MB,  CN  =  ND, 
Sí  =  4,  S2  =  9.  Calcular  Sx. 


A)  13 
D)  15 


E)  /97 


25.  Calcular  el  área  de  la  región  rectangular  ABCD,  si 
BP  =  2  y  PD  =  1 


A)  /5 

B)  2/5 

C)  /7 

D)  4/7 

E)  2/7 


26.  in  un  triángulo  ABC  de  incentro  I,  AB  =  2,  BC  =  4 
y  AC  =  3.  Calcular  el  área  de  la  región  trapecial 
AMNC,  sabiendo  que  M  e  AB;  leMNy  N  e  BC 

A)  |/15  B)  ^/3  C)  |/2i 

d)  e) 

27.  El  área  de  la  región  correspondiente  a  un  cuadrado 
es  100.  En  el  cuadrado  se  inseribe  un  rectángulo, 
cgya  diagonal  midé  12.  Calcular  el  área  de  la  ré¬ 
gión  rectangular. 

A)  10  B)  24  C)28  D)  30  E)  36 

28.  Calcular  el  área  de  la  región  correspondiente  al 
cuadrado  ABCD,  si  AD  =  DQ. 


A)  4S  B)5S  C)6V2S 

D)8S(2+/2)  E)  12S 

29.  En  la  figura,  H  es  ortocentro  dél  AABC,  AD  //  BC  y 
AB  =  8.  Calcular  el  área  de  la  región  sombreada. 


D) 32  E)  24 

30.  En  la  figura,  ABCD  es  un  cuadrado  de  lado  “a”.  El 
vértice  A  se  une  con  los  puntos  medios  de  los  la- 
dos  BC  y  CD;  luego  se  traza  el  segmento  que  une 
los  puntos  medios  de  AB  y  AD.  Hallar  el  área  de  la 
región  triangular  ARQ. 


A)  a2/9  B)  3a2/8  C)  a2/24 

D)  a2/6  E)  a2/12 
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Luego,  se  unen  los  puntos  medios  de  los  lados  dél 
rectángulo  que  se  formó,  obteniéndose  un  cuadri- 
látero.  Hallar  el  área  de  la  región  limitada  por  este 
cuadrilátero. 

A)(/3/8)L2  B)(3/3/4)L2  C)(3V3/8)L2 

D)(/3/4)L2  E)(/3/2)L2 

32.  Desde  el  vértice  de  unó  de  los  ángulos  agudos 
de  un  rombo  se  trazan  perpendiculares  de  2  cm 
de  longitud  hacia  las  prolongaciones  de  los  lados 
opuestos.  Si  la  distancia  entre  los  pies  de  dichas 
perpendiculares  es  3  cm.  Hallar  el  área  de  la  región 
limitada  por  el  rombo. 

A)  cm2  B)  cm2  C)  cm2 

D)  cm2  E)  cm2 
5/6  2/6 

33.  El  área  de  la  región  cuadrangular  ABCD  es  de 
48  dm2.  Calcular  el  área  de  la  región  sombreada. 


D 

A)  12  dm2  B)  14  dm2  C)16dm2 

D)  24  dm2  E)  36  dm2 

34.  El  área  de  la  región  triangular  es  de  150  m2.  Ade- 
más,  se  sabe  que  el  segmento  que  une  el  punto 
de  intersección  de  las  medianas  con  el  punto  de 
intersección  de  las  bisectrices  es  paralelo  a  unó  de 
los  catetos.  Calcular  los  catetos. 

A)  60  m  y  5  m  B)  25  m  y  1 2  m 

C)  1 5  m  y  20  m  D)  30  m  y  1 0  m 

E)  50  m  y  6  m 


35.  Se  tiene  un  triángulo  ABC  inserito  en  una  circunfe- 
rencia.  La  tangente  en  A^a  la  circunferencia,  corta  en 
P  a  la  prolongación  de  CB;  si  3(AC)(CP)  =  (AB)(AP) 
y  el  área  de  la  región  triangular  APC  es  k.  Hallar  el 
área  de  la  región  triangular  APB. 


A)  |  B)  ^  C)  | 

D)  |  E)  f  k 


36.  Dos  circunferencias  se  eneuentran  separadas  y  la 
distancia  entre  sus  centros  A  y  B  es  8  siendo  sus 
diámetros  de  4  y  10  respectivamente.  De  A,  se  traza 
una  secante  que  corta  en  R  y  S  a  la  otra  circunferen¬ 
cia,  donde  RS  =  6.  Si  P  es  la  proyección  de  R  sobre 
AB,  calcular  el  área  de  la  región  triangular  RPB. 


A)  18 +  4/3 


D) 


20  +  5/3 


B) 

E) 


24  +  7/3 

8 

28  +  4/3 


C,  12*72 


31.  En  un  hexágono  regular  de  lado  L,  se  unen  los 
puntos  medios  de  cuatro  lados  opuestos  dós  a  dós. 


4 


4 


448  ■  COLECCIÓN  UNICIENCIA  SAPIENS 


37.  ABCD  es  un  cuadrado,  E  esté  en  AD_y_F  esté  en 
la  prolongación  de  DC,  de  modo  que  EB  1  FB.  Si 
el  área  de  la  región  ABCD  es  256  y  el  área  de  la 
región  triangular  EBF  es  200,  determinar  CF. 

A)  25/3/3  B)  9  C)  20/3/3 

D)  12  E)  17/2/3 

38.  En  un  cuadrilátero  convexo _ABCD,  se  torna  el  pun- 
to  medio  M  de  la  diagonal  AC.  Calcular  el  área  de 
la  región  triangular  MBD,  sabiendo  que  las  áreas 
de  las  regiones  de  los  triángulos  ABD  y  BDC  miden 
40  y  60  m2,  respectivamente. 

A)  15  m2  B)  10  m2  C)  20  m2 

D) 18  m2  E) 25  m2 


39.  De  todos  los  rectángulos  de  perímetro  24  y  dimen- 
siones  enteras,  las  dimensiones  dél  rectángulo  de 
área  máxima  són: 

A)  5  y  7  B)  8  y  4  C)9y3 

D)  8  y  6  E)  6  y  6 

40.  Sobre  los  catetos  de  un  triángulo  rectángulo  ABC, 
de  longitudes  5  y  7,  respectivamente,  construimos 
dós  triángulos  rectángulo^  isósceles  ADB  y  BEC, 
tomando  AB  y  BC  por  hipotenusas.  Calcular  el  área 
de  la  región  dél  polígono  resultante. 

A)  30  B) 26  C)  28 

D) 36  E)  45 


41. 


El  área  de  la  región  dél  triángulo  ABC  es  S.  Si 
AM  =  MB  y  AE  =  EF  =  FC,  hallar  el  área  de  la 
región  sombreada. 


A) 

D) 


20 

S 

8 


42.  Las  tangentes  comunes  interiores  de  dós  circun- 
ferencias  de  3  y  5  metrós  de  rádió,  són  perpendi- 
culares.  Calcular  el  área  de  la  región  dél  triángulo 
rectángulo  formado  por  estas  tangentes  y  una  de 
las  tangentes  exteriores,  común  a  las  dós  circun- 
ferencias. 

A)^m2  B)  12  m2  C)15m2 

D) 14  m2  E) 16  m2 


43.  En  un  triángulo  rectángulo,  cuyos  catetos  tienen 
una  longitud  de  50  m  y  120  m,  se  inseribe  un  rec¬ 
tángulo  que  tiene  dós  de  sus  lados  contenidos  por 
los  catetos  y  unó  de  sus  vértices  está  en  la  hipote- 


nusa.  Determinar  el  área  máxima  de  dicha  región 
rectangular. 

A)  1 200  m2  B)  1 500  m2  C)  1 750  m2 

D)  2000  m2  E)  2500  m2 

44.  Sobre  los  lados  de  un  cuadrado  ABCD  de  lado 
igual  a  L,  se  localizan,  a  igual  distancia  de  los  vér¬ 
tices,  los  puntos  P,  Q,  R  y  S,  que  al  unirse  determi- 
nan  el  cuadrilátero  PQRS  tál  como  se  muestra  en 
la  figura.  Hallar  los  valores  de  x  que  hacen  que  la 
región  PQRS  tenga  área  mínima  y  máxima,  res¬ 
pectivamente. 


A)  L/3;  L/2  B)  L/2;  L/4  C)  0;  L/2 

D)  L/5;  L  E)  L/2;  0 

45.  Hallar  el  área  de  la  región  de  un  polígono  regular 
inserito  en  una  circunferencia  de  rádió  R,  sabiendo 
que  el  doble  de  su  perímetro  es  igual  al  perímetro 
dél  polígono  regular  dél  mismo  numero  de  lados, 
pero  circunscrito  a  la  circunferencia  dada. 

A)fV3R2  B)|/3R2  C)  ^■Í2R2 

4  3  5 

D)2R2  E)|/2R2 

D 

46.  Sea  un  cuadrilátero  ABCD;  los  puntos  medios  de 
sus  lados  determinan  el  paralelogramo  PQRS;  los 
puntos  medios  de  los  lados  de  este  determinan 
otro  paralelogramo  MNLT.  Si  los  puntos  medios  de 
este  último  determinan  un  rombo  que  limita  una 
región  de  72  m2,  hallar  el  área  de  la  región  dél  cua¬ 
drilátero  ABCD. 

A)  144  m2  B)  188  m2  C)  288  m2 

D)  376  m2  E)  576  m2 

47.  En  un  triángulo  ABC,  se  traza  el  segmento  BD  con 
D  sobre  el  lado  AC  y  CE  con  E  sobre  el  lado  AB.  Si 

sabemos  que  ^  ^  y  ^  =  T.  hallar 

A)  15/13  B)  13/15  014/15 

D)  15/14  E)  15/17 

48.  El  triángulo  que  puede  ser  inserito  en  una  semi- 
circunferencia  de  rádió  r,  además  tiene  una  región 
cuya  área  es  máxima,  hallar  esta  área. 

A)  Ír2  B)  r2  C)  |r2 

D)  2P  E)  3I-2 

49.  En  el  gráfico,  hallar  el  área  de  la  región  sombreada, 
si  PO  =  16.  (Q,  R  y  O  són  puntos  de  tangencia). 
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P 


A)  256  B)  135  C)  128 

D)  144  E)  121 

50.  En  un  triángulo  ABC,  isósceles  con  AB  =  BC,  la  al¬ 
tura  que  parte  de  B  midé  8  m  y  el  perímetro,  32  m. 
Hallar  el  área  de  la  región  triangular. 

A)  1 2  m2  B)  24  m2  C)  36  m2 

D) 48  m2  E) 54  m2 

51.  En  un  trapecio  cuyas  bases  miden  3  m  y  1  m,  se 
traza  una  paralela  a  las  bases  para  dividirlo  en  dós 
figurás  equivalentes.  <j,Cuál  es  la  longitud  de  dicha 
paralela? 

A)  2  m  B)l2m  C)Í3m 

D)i5m  E)  /6  m 

52.  En  la  figura  se  tiene  un  cuadrado  cuyo  lado  midé 
2.  Si  M  y  N  són  puntos  medios,  hallar  el  área  de  la 
región  sombreada.  (T  es  punto  de  tangencia). 


A) 1  B) 1,5  C)  2 

D)  3  E) 4 

53.  Calcular  el  lado  de  un  octógono  regular  cuya  área 
de  su  región  es  unó. 

A)  ^V2V2  —  1  B)  2i/V2  -  2  C)  ^2(/2-1) 

D)  ^2-/2  E)  ^2(<Í2  -  1) 

54.  Si  el  área  dél  triángulo  ABC  es  de  90  dm2,  calcular 
el  área  de  la  región  sombreada. 

B 


A)  15  dm2  B)  30  dm2  C)  60  dm2 

D)  70  dm2  E)  80  dm2 

55.  <í,Qué  fracción  dél  área  de  la  región  triangular  ABC, 
representa  el  área  de  la  región  sombreada? 


A)  1/3  B)  1/6  C)1/4  D)  1/8  E)  1/12 

56.  Si  el  área  dél  paralelogramo  ABCD  es  de  24  cm2, 
calcular  el  área  de  la  región  sombreada. 


A)  0,5  cm2  B)  1  cm2  C)  1,5  cm2 

D)  2  cm2  E)  3  cm2 

57.  Según  la  figura,  el  área  de  la  región  triangular  MNP. 


A)  r2  +  mn  B)  (n  +  r)2  C)  (m  +  r)n 
D)  mn  E)  mn2 

58.  Los  lados  de  un  triángulo  són  13;  13  y  10,  respecti- 
vamente.  Hallar  el  área  de  la  región  triangular. 

A)  Impar  múltiplo  de  5. 

B)  Múltiplo  de  13. 

C)  Pár  múltiplo  de  3. 

D)  Impar  múltiplo  de  3. 

E)  Irracional. 

59.  Según  el  gráfico,  P,  T  y  Q  són  puntos  de  tangencia. 
Calcular  la  razón  entre  las  áreas  de  las  regiones 
sombreadas. 


60.  En_  un  triángulo  ABC,  en  los  lados  AB,  BC  y 
AC  se  ubican  los  puntos  M,  N  y  T  de  modo  que 
mZMNT  =  mZNMT_=  mZBCA.  Si  MH  1  ÁC  y 
NE  1  AC  (H  y  E  en  AC),  calcular  la  razón  entre  las 
áreas  de  las  regiones  triangulares  ABC  y  HBE. 

A)  2  B)  3  C)  4  D)  3/2  E)  5/2 
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61.  Según  la  figura,  AM  =  MB,  CN  =  3(BN)  =  9  y 
mPB  =  mBQ.  Calcular  el  área  de  la  región  sombreada. 


A)  9  B)  12  C)  9/2  D)  9/3  E)  18 

62.  Calcular  el  área  de  un  triángulo  rectángulo  ABC 
(recto  en  B),  sabiendo  que  la  prolongación  de  la 
bisectriz  interna  BD  es  secante  en  E  a  la  circunfe- 
rencia  circunscrita,  BD  =  4  m  y  DE  =  5  m. 

A)36m2  B)18m2  C)9m2 

D)  12  m2  E)  6  m2 

63.  En  la  figura,  R  y  P  són  puntos  de  tangencia.  Calcu- 

S  +  s 

lar  — ^ — 2 ,  si  CO  =  a  y  OB  =  b  (S,  y  S2  són  áreas 
S2 

de  las  regiones  sombreadas). 


A)  a2/b2  B)  b2/a2  C)  b2  +  a2/a2 

D)  2b2/a2  E)  a/b 

64.  Según  el  gráfico,  C  es  punto  de  tangencia,  si 
AM  =  MB,  AP  =  a,  BQ  =  b,  calcular  el  área  de  la 
región  triangular  ABC. 


A)  iabfa^Tb5)  B)  C) 

D)/Ib(a  +  b)  E)^(a  +  b) 

65.  En  el  gráfico,  hallar  la  reláción  entre  las  áreas  de 
las  regiones  indicadas. 


A)  B2  +  D2  =  A2  +  C2  B)  D2  +  C2  =  AB  +  CD 
C)  A2  +  B2  =  AD  +  BC  D)  C2  +  A2  =  BD  -  BC 
E)  A2  -  B2  =  BD  -  AC 

66.  De  la  figura,  calcular  el  área  de  la  región  sombreada 
si  A,  E  y  T  són  puntos  de  tangencia,  AB  =  BC  =  AC 
y  BT  =  a. 


A)  a2/3  B)a2/3/2  C)a2/3/4 

D)  2a2  E)  3a2 

67.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  MGO,  recto  en 
G,  donde  M  es  el  punto  medio  dél  lado  BC  de  un 
triángulo  ABC  de  baricentro  G  y  circuncentro  O.  Si 
MG  =  3  y  GO  =  4,  calcular  el  área  de  la  región 
triangular  ABC. 

A)  36  B)  C)  ^ 

d)2U2  e)8W3 

4  5 


68.  En  el  gráfico  mostrado,  la  circunferencia  de  centro 
I  está  inscrita  en  el  triángulo  ABC,  QM  //  BA,  P  y  T 
són  puntos  de  tangencia;  además  E  es  excentro 
dél  triángulo  ABC  relativo  a  BC.  Si  AC  =  4(AM), 
AL  =  LB  y  el  área  de  la  región  LIKC  es  5  m2,  calcu¬ 
lar  el  área  de  la  región  triangular  ABC. 


D) 25  m2  E) 50  m2 


69.  Calcular  el  área  de  la  región  sombreada,  si  el  área 
de  la  región  limitada  por  el  cuadrado  ABCD  midé  S. 


A)s(i+#4)  b)s(- 

C)S(i-2  +  V2)  D)S( 

E)S  (rc+-^T— ) 


n  +  2/2-2 

8 

1 

4  2  2 


70.  Del  gráfico,  calcular  el  área  de  la  región  sombrea- 
da,  si  AM  =  9  m,  MO  =  3  m  (T  y  P  són  puntos  de 
tangencia). 


A)  12n  m2 

B)  6n  m2 

C)  8n  m2 

D)  24n  cm2 

E)  48ti  m2 


71.  Se  tiene  dós  circunferencias  de  centros  01  y  02) 
secantes  en  A  y  B,  donde  02  pertenece  a  la  cir- 
cunferencia  de  centro  O,;  la  prolongación  de  B02 
interseca  a  la  de  centro  02,  en  M,  y  en  el  arco  AQ2 
se  torna  un  punto  P  tál  que  la  prolongación  de  AP 
interseca  a  la  de  centro  02  en  N.  Si  la  recta  P02 
interseca  a  la  circunferencia  de  centro  02  en  T  y 
L,  calcular  la  razón  de  las  áreas  de  los  triángulos 
mixtilíneos  LM  -  MN  -  LN; TM  -  MN  -  TN . 

A)  1/2  B)  2/1  C)  1/1 

D)  1/3  E)  3/1 


72.  En  la  figura,  calcular  Sx ,  si  AO  =  OB  y  FH  =  2. 


A)  4(71  -  2) 

B)  9(rc  -  2)12 

C)  9(ti  -  3)/4 

D)  9(ti  -  6)/4 

E)  9(tc  -  2)  /4 


73.  En  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B,  AC  =  4  /3 
y  mZABC  =  30°.  Tomando  como  centros  a  los  vér- 
tices  A  y  C,  se  trazan  los  arcos  BE  y  BF,  respectiva- 
mente  (E  y  F  en  AC).  Calcular  el  área  dél  triángulo 
mixtilíneo  FBE. 

A)  5ti  +  6/3  B)  5ti-6/3  C)  3ti  -  6 
D)5ti  E)  671-5/3 


74.  Se  tiene  una  circunferencia  de  rádió  6.  Calcular  el 
área  de  la  región  limitada  por  el  lugar  geométrico 
de  los  puntos  medios  de  las  cuerdas  que  contienen 
un  punto  de  dicha  circunferencia. 

A)  25ti  B)  671  C)  4ti  D)  16ti  E)  9ti 


75.  En  la  figura,  el  triángulo  ABC  es  equilátero.  Si  la 
mZBAE  =  45°  y  DE  =  /8  -  4/S  ,  calcular  el  área 
de  la  región  sombreada. 
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76.  Según  el  gráfico,  calcular  el  área  dél  círculo  som- 
breado,  si  ABCD  es  un  cuadrado  cuyo  lado  midé 
3(/3  +  2)  cm  (P  y  Q  són  puntos  de  tangencia). 

A)  671 

B)  47i 

C)  71 

D)  9 ti 

E)  25ti 


77.  Calcular  el  área  dél  círculo  de  centro  O  inscrito  en 
un  cuadrilátero  bicéntrico  ABCD,  si: 

+  _ L_  =  ^ 

(AO)2  (OC)2  25 

A)  5ti  B)  IO71  C)25ti  D)  45ti  E)125ti 

78.  Del  gráfico,  calcular  la  razón  de  área  de  las  regio- 
nes  sombreadas  si  mZ0102H  =  37°;  AM  =  MH  y 
BN  =  NH  (M,  T,  N  y  Q  són  puntos  de  tangencia). 

A)  1/2 

B)  1/3 

C)  3/4 

D)  9/4 

E)  9/16 


M  H  Q 


79.  En  el  cuadrado  ABCD,  calcular  el  área  de  la  ré¬ 
gión  sombreada,  si  AM  =  MD,  CN  =  ND,  BP  =  1  y 
AP  =  3. 

C 


N 

D 

A)l|l+4  B)^+2  C)l|i  +  12 

D)  10n  +  12  E)  JO5.  +  6 

80.  Dos  circunferencias  són  tangentes  exteriores  en 
T,  AB  y  CD  són  las  tangentes  comunes  exteriores 
(A  y  D  en  una  misma  circunferencia,  B  y  C  en  la 
otra).  Si  la  distancia  de  T  a  AB  es  2  y  CD=  6,  calcu¬ 
lar  el  área  de  la  región  cuadrangular  ABCD. 

A)  15  B)  18  C)12  D)  24  E)  36 


81.  En  la  figura,  hallar  el  área  de  la  región  sombreada, 
si  AO,  =  0,02  =  02C=  BC  =  R. 

C 

A)  ^-(2n  -  73)  B)  ^(jt  -  73 )  C)  -  72 ) 
D)Bl(n-73)  E)^(7i-T2) 
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82.  Si  las  circunferencias  són  ortogonales  de  rádiós  2 
y  2/3  ,  mBC=  40°,  01  y  02  són  centros,  calcular  el 
área  de  la  región  sombreada. 


A)  2/3  B)  4/3  C)3/3 

D)  6/3  E)  5/3 


83.  En  la  figura,  AD  =  AB  +  CD  y  (AC)(BD)  =  8.  Cal¬ 
cular  el  área  de  la  región  ABCD. 

A)  6/3 

B)  4/3 
02/3 

D)  8/3 

E)  4 

84.  En  un  cuadrilátero  ABCD.  AC  n  BD  =  {M}  y  N  es 
un  punto  MD.  Si  el  produpto  de  las  áreas  de  las 
regiones  ABM  y  CDN  es  24.  Calcular  el  producto 
de  las  áreas  de  las  regiones  BMC  y  AND. 

A)  36  B) 12  C)  48  D)  16  E) 24 


85.  El  rádió  dél  cuadrante  AOB  es  2  y  OC  =  3.  Cal¬ 
cular  S1  -  S2. 


A)  3  +  ti  B)  7i  +  1  C)  ti  -  2 

D)  ti  -  3  E)  ti 


86.  A,  C  y  E  són  puntos  distintos  de  una  recta,  en  ese 
orden;  a  un  mismo  lado  de  la  recta  se  construyen 
los  triángulos  equiláteros  ABC  y  CDE.  Sean  P  y  Q 
los  baricentros  de  los  triángulos  ABC  y  CDE,  res- 
pectivamente.  Si  AE  =  a,  hallar  el  área  de  la  región 
cuadrangular  PBDQ. 

A)  a2  B)  ZZ  C) 

4  4 

i-v\  a  /3  p\  a  /3 

1  6  '  12 


87.  Se  tiene  una  región  paralelográmica  ABCD  de  área 
S,  se  traza  DH  1 AM.  Si  M  y  N  són  puntos  medios 
de  BC  y  AD,  respectivamente,  hallar  el  área  de  la 
región  HCDN. 

A)  S/3  B  2S/3  C)  S/4  D)  S/2  E)  S/5 


88.  En  la  figura:  A,  B  y  C  són  centros  de  las  circunfe- 
rencias.  Si  R  =  r(/2  +  1),  hallar  el  área  dél  sector 
circular  ACD. 


89.  En  la  figura,  y  02  són  centros.  Si  mAB  =  30° 
y  mC02=  60°,  calcular  el  área  de  la  región  som¬ 
breada. 


D)  E)  ^ 

90.  Calcular  el  área  de  la  región  limitada  por  un  cuadri¬ 

látero  inscriptible  ABCD  si:  mZBAD  =  60°,  AB  =  AD, 
BC  =  2  y  CD  =  4. 

A)  9/3  B)  7/3  C)5/3 

D)  2/7  E)  15 


91.  El  menor  lado  de  un  trapecio  rectángulo  circunscri- 

3R 

to  a  una  circunferencia  de  rádió  R  es  igual  a  . 
Hallar  el  área  de  la  región  limitada  por  el  trapecio. 

A)  B)  3R2  C)  ^ 

D)  R2  E)  ^ 

92.  Calcular  el  área  de  la  región  sombreada  en  el  cua¬ 
drante  de  rádió  4,  si  el  rádió  de  la  circunferencia 
es  1/2. 


A)  ti  -  2 
D)  ti  -  8 


B)  4ji  -  8  -  V2 
E)  Tt 


C)  4n-  10 
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93.  Se  tiene  una  malla  de  longitud  L  con  la  que  se 
desea  cercar  un  terreno  que  tiene  la  forma  de  un 
trapecio  circular.  Hallar  el  área  máxima  dél  terreno 
que  se  puede  cercar  con  dicha  malla. 

A)  L2  B)  L2/2  C)  7iL2/4 

D)  tiL2/8  E)  L2/1 6 

94.  En  la  figura,  el  área  de  la  región  paralelográmica 
ABCD  es  120.  Si  M,  N  y  P  són  puntos  medios,  cal- 
cular  el  área  de  la  región  sombreada. 


95. 


En  la  figura,  calcular  el  área  de  la  región  sombrea¬ 
da,  si  BM  =  MN  =  NC,  AP  =  PQ  =  QD  y  el  área  de 
la  región  ABCD  es  30. 


A)  20 

B)  15 

C)  10 

D)  18 

E)  25 


96.  Un  trapecio  rectángulo,  cuyos  lados  no  paralelos 
miden  a  y  b,  es  dividido  mediante  una  paralela  a 
las  bases  en  dós  trapecios  parciales  circunscripti- 
bles.  Hallar  el  área  de  la  región  limitada  por  el  tra¬ 
pecio  rectángulo. 

a2b  D\  2ab2 


A) 


a  +  b 


B) 


a  +.b 


C)f 


99.  Se  tiene  el  trapecio  rectángulo  ABCD,  recto  en  A  y 
B,  la  semicircunferencia  de  diámetro  CD  interseca 
a  AB  en  los  puntos  L  y  M,  respectivamente,  tál  que 
L  e  BM.  Si  BC  =  4,  LM  =  7  y  BL  =  5;  calcular  el 
área  de  la  región  cuadrangular  ABCD. 

A)  160  B)  153  C)150,5 

D)  161,5  E)  165,5 

lOO.Según  el  gráfico,  P  y  Q  són  puntos  medios  de  AC  y 
BD.  Si  BE  +  CF  =  12  y  MN  =  10,  calcular  el  área 
de  la  región  cuadrangular  ABCD. 


D) 110  E) 180 

101.  Se  tiene  un  cuadrilátero  ABCD  inscriptible  y  exins- 
criptible  a  la  vez,  tál  que  AB  =  2,  BC  =  1  y  CD  =  4. 
Calcular  el  rádió  de  la  circunferencia  exinscrita  al 
cuadrilátero. 

A)  V3  B)  V2  C)f 

D)  ^  E)  </6 

102. En  un  cuadrilátero  inscrito  en  una  circunferencia 
sus  lados  consecutivos  tienen  como  longitudes  6 
y  8,  además  sus  diagonales  tienen  igual  longitud. 
Calcular  el  área  de  Iá  región  limitada  por  dicho  cua¬ 
drilátero. 


nV  (a  +  b)a  .  ab 
'  2  '  4 

97.  Calcular  el  área  de  la  región  sombreada,  si  la 
semicircunferencia  de  centro  O  tiene  rádió  6  y 
AB  +  AC  =  6  (B  es  punto  de  tangencia). 


A)  24  -  296n/45  B)  3  +  n 

C)27/2  -  37n/10  D)6n 

E)  27/8  -  3* 

98.  Enlafigura,AyOsoncentros,AO  =  3,mAM  =  mBN; 
calcular  el  área  de  la  región  sombreada. 

A)  2n 

B)  71 

C)  3n 

D)  4n 

E)  6 n 


A) 12  B) 48  C)  72 

D) 24  E)  64 

103. Dado  un  cuadrilátero  ABCD,  en  AB  y  CD  se  ubi- 
ca  los  puntos  M  y  N,  respectivamente  tál  que 

=  £0,  MC  n  BN  =  {P};  AN  n  MD  =  {Q}.  Si  las 

Ab  ÖLJ 

áreas  de  las  regiones  BPC  y  AQD  són  3  m2  y  4  m2, 
calcule  el  área  de  la  región  MPNQ. 

A)  5  m2  B)  6  m2  C)  7  m2 

D)  8  m2  E)  10  m2 

104. En  un  triángulo  ABC,  la  mZABC  =  60°,  se  traza 
las  cevianas  interiores  AN  y  CM  secantes  en  Q, 
tál  que  AM  =  MN  =  NC;  BM  +  QN  =  BN  +  MQ. 
(BM)(QN)  =  20  y  (MQ)(BN)  =  25.  Calcule  el  área 
de  la  región  cuadrangular  MBNQ. 

A)5/ÍÖ  B)  6/5  C)  20 

D)  10/5  E)  22,5 

105.Se  tiene  un  triángulo  acutángulo  ABC,  se  traza  la 
altura  BH  y  las  perpendiculares  HD  y  HE  a  los  la¬ 
dos  AB  y  BC  en  D  y  E,  respectivamente.  Si  O  es  el 


O 


'B 
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circuncentro  de  la  región  triangular  ABC,  cuya  área 
es  24,  calcular  el  área  de  la  región  cuadrangular 
ODBE. 

A)  12  B)  24  C)  48  D)  16  E)  6 

106. Se  tiene  el  rombo  ABCD  de  centro  O,  en  AO  y  BC 
se  ubica  los  puntos  E  y  F,  respectivamente,  tál  que 
AE  =  ED  =  DF.  Si  O  dista  de  BC  4  y  mZEDF  =  90°; 
calcular  el  área  de  la  región  rombal  ABCD. 


A)  16  B)  32  C)256 

D) 128  E)  64 


E)|(*/?-14) 


107. Dada  una  circunferencia  de  diámetro  AB  y  centro 
O,  se  traza  otra  circunferencia  tangente  a  la  prime- 
ra  en  P  y  a  OB  en  Q,  de  modo  que  OQ  =  QB  =  L. 
Si  mZPOQ  =  60°,  calcule  el  área  de  la  región  ŐPQ. 


a)M 


D)  ^-L2 


B) 


16L2 


108. Calcular  el  área  de  la  región  sombreada,  si  r  =  4  y 
mBC  =  90°  (C  y  T  són  puntos  de  tangencia). 


A)8ti-4/2  B)  371-4^2  C)6n-4V2 

D)  2n  —  4V2  E)  471-4^2 


109.  Del  gráfico,  calcular  el  área  de  la  región  sombrea¬ 
da,  si  AC  =  1  y  BC  =  -Í2. 


110.  Calcular  el  área  de  la  región  sombreada,  si  BC  =  8, 
mDC  =  2(mÁP)  =  100°  y  mAB  =  2(mPD)  =  80° 


A)  327t 

B) 64ti 

C)  18n 

D)  1 67t 

E)  IO71 


111.  Según  la  figura,  el  área  de  la  región  sombreada  es 
71a2.  Hallar  BP,  si  E,  P  y  Q  són  puntos  de  tangencia. 


A)  aV6  B)aV5  C)aV3 

D)  a  ■Í2  E)  a 
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Ghiyath  al-Din  Abu  1-Fath  Omar  ibn 
Ibrahim  Jayyam  Nishapurí  u  Omar 
Jayam  náció  en  Nishapur  — actual 
Irán —  el  18  de  mayo  de  1048  y 
murió  en  la  misma  ciudad  el  4  de 
diciembre  de  1131.  Fue  un  mate- 
mático,  astrónomo  y  poéta  persa. 
Durante  18  anos,  Omar  Jayam  rea- 
lizó  relevantes  investigaciones  en 
astronomía,  que  abarcaron  la  com- 
pilación  de  táblás  astronómicas  y 
particularmente,  la  corrección  dél 
antiguo  calendario  zoroástrico,  que 
los  persas  habían  conservado  debi- 
do  a  su  exactitud,  a  pesar  de  que  el 
Islam  imponía  a  todas  las  naciones 
conquistadas  su  calendario  lunar. 
Las  investigaciones  realizadas  le 
permitieron  calcular  el  error  dél  ca¬ 
lendario  persa,  que  tenía  un  ano  de 
365  días  exactos.  Para  el  nuevo  ca¬ 
lendario,  Jayam  calculó  la  duración 
dél  ano  con  una  exactitud  pasmosa. 
Su  error  es  de  un  dia  en  3770  anos. 


Lamentablemente,  solo  conocemos  parte  de  su  obra  científica:  la  Disertación  sobre  una  posible 
demostración  dél  postulado  paralelo,  de  la  geometria  de  Euclides,  la  Tesis  sobre  demostracio- 
nes  de  algebra  y  comparación,  el  Tratado  sobre  la  exactitud  delsistema  indio  para  calcular  raí- 
ces  de  ecuaciones,  referido  a  ecuaciones  de  segundo  y  tercer  grado;  Los  problémás  en  aritmé- 
tica  y  cálculo,  la  Descripción  de  las  táblás  astronómicas  de  Malek  Shah  y  la  Disertación  sobre 
ciencias  naturales.  Existen  unos  ocho  trabajos  más  sobre  física,  economíá,  história,  filosofía, 
metafísica  y  tradiciones. 


Fuente:  Wikipedia 
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<4  DEFINÍCIÓN 

Como  sabemos,  la  geometria  plana  estudia  las  figurás 
planas,  esto  es,  aquellas  que  tienen  todos  sus  puntos 
en  un  mismo  piano.  Ahora  bien,  la  geometria  dél  espa- 
cio  o  estereometría,  tiene  por  objeto  el  estudio  de  las 


figurás  sólidas  o  dél  espacio,  es  decir,  de  las  figurás 
cuyos  puntos  no  pertenecen  todos  a  un  mismo  piano, 
sino  al  espacio  tridimensional,  por  ejemplo:  el  prisma,  la 
pirámide,  el  cono,  la  esfera,  etc. 


<4  EL  PLANO 

Si  se  piensa  en  una  superficie  llana,  perfectamente  lisa, 
sin  espesor,  que  se  extiende  indefinidamente  en  todas 
las  direcciones,  se  tendrá  una  buena  idea  de  lo  que  se 
supone  sea  una  superficie  plana  o  simplemente  un  pia¬ 
no.  Por  ejemplo,  si  la  superficie  dél  tablero  de  una  mesa 
perfectamente  lisa,  que  nos  da  una  idea  aproximada  de 
una  parte  de  superficie  plana,  la  imaginamos  de  exten- 
sión  ilimitada,  tendremos  la  idea  de  un  piano.  Quere- 
mos  decir,  que  la  superficie  lisa  dél  tablero,  extendida 
indefinidamente  en  todas  direcciones,  no  es  el  piano, 
sino  una  representación  física  de  un  conjunto  de  puntos 
que  en  geometria  conocemos  como  un  piano. 
Generalmente,  un  piano  en  el  espacio  (o  más  exacta- 
mente,  una  parte  dél  piano)  se  representa  por  medio 
de  un  paralelogramo.  Este  piano  se  denota  por  dós  le- 
tras  correspondientes  a  vértices  opuestos  (piano  AB),  o 
también  por  una  sola  létra  (piano  P). 


1 .  Todo  piano  contiene  al  menos  trés  puntos  no  coli- 
neales. 

Esto  nos  indica  que  los  planos  són  amplios. 

Los  puntos  que  estén  sobre  un  mismo  piano  se  Má¬ 
rnán  coplanarios. 

2.  Dos  puntos  cualesquiera  de  un  piano  determinan 
una  recta  contenida  en  el  piano. 


determinan  la  recta  AB,  contenida  en  el  piano 
(AB  c£7Q) 

3.  El  espacio  contiene  al  menos  cuatro  puntos  no 
coplanarios.  Esto  nos  indica  que  el  espacio  no  es 
llano. 

4.  (De  separación  dél  espacio).  Los  infinitos  puntos 
dél  espacio  que  no  estén  en  un  piano  dado,  for¬ 
mán  dós  conjuntos  separados  por  dicho  piano,  lla- 
mados  semiespacios,  tales  que: 


•  Todo  segmento  determinado  por  dós  puntos  de 
un  mismo  semiespacio,  no  interseca  al  piano. 
Por  ejemplo:  CD. 

•  Todo  segmento  determinado  por  dós  puntos, 
unó  en  cada  semiespacio,  interseca  al  piano. 

Por  ejemplo:  AB. 

5.  Si  una  recta  interseca  a  un  piano  que  no  la  contie¬ 
ne,  entonces  la  intersección  es  un  solo  punto. 


Hipótesis:  r  ,  es  una  recta  que  interseca  al  piano 

M,  que  no  la  contiene. 

Tesis:  La  intersección  de  7  y  M  es  un  solo  punto  O. 

Demostración: 

1.°  Supongamos  que  la  recta  “r”  interseca  al  piano 
M  en  dós  puntos  OyO’  (hipótesis  auxiliar). 

2°.  Entonces,  resultaría  que  la  recta  “r”,  determi- 
nada  por  los  puntos  OyO’  dél  piano  M,  esté 
contenida  en  M  (por  el  postulado  n.°  2). 

3°.  Pero,  según  la  hipótesis,  el  piano  M  no  contiene 
a  la  recta  V;  luego,  nuestra  suposición  de  que 
7  interseca  al  piano  M  en  más  de  un  punto  es 
falsa  y  por  lo  tanto  la  recta  “r”  interseca  al  piano 
M  en  el  único  punto  O. 


El  punto  de  intersección  de  una  recta  y  un  piano  se 
llama  traza  o  pie  de  la  recta  en  el  piano. 

\ _ 


Así,  los  puntos  A  y  B  pertenecen  al  piano  Q;  ellos 
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Determináción  dél  piano.  Así  como  en  el  caso  de  la 
recta,  decimos  que  ciertos  conjuntos  (puntos  o  rectas) 
determinan  un  piano,  si  éste  es  el  único  que  los  contiene. 

Postulado  dél  piano.  Trés  puntos  cualesquiera  no  co- 
lineales  determinan  un  piano. 


Así,  los  puntos  no  colineales  A,  B  y  C,  determinan  el 
piano  H.  (El  único  que  contiene  a  los  trés). 

Cada  unó  de  los  puntos  A,  B  y  C,  pertenecen  al  piano  H 
y  podemos  escribir:  A  e  £7H,  B  e  £7H,  C  e  /JH. 

1.  Una  recta  y  un  punto  exteriőr  a  ella  determinan  un 
piano. 


Demostrar  este  teorema  es  sencillo.  Si  E  es  un 
punto  exteriőr  a  la  recta  AB,  entonces  A,  B  y  E  no 
són  colineales,  y  de  acuerdo  al  postulado  anterior, 
determinan  un  único  piano  Q.  Luego:  AB  c  OO.  y 

E  El  OO.. 


Planos  secantes 

Postulado:  si  dós  planos  diferentes  se  intersecan,  su 
intersección  es  una  recta. 

Así,  los  planos  distintos  P  y  Q  se  cortan  en  la  recta  AB. 
La  intersección  de  estos  planos  secantes  se  llama  traza 
de  unó  de  ellos  sobre  el  otro 

P  n  OQ  =  AB 


Planos  paralelos 

Definíción:  dós  planos  són  paralelos  si  no  se  interse¬ 
can. 

Si  los  planos  R  y  S  són  paralelos,  escribimos: 

OR II  OS  =>  OR  n  Z7S  =  <|> 


2.  Dos  rectas  secantes  determinan  un  piano. 


Sean  las  rectas  secantes  OA  y  OB.  Desde  que  los 
puntos  A,  O  y  B  no  són  colineales,  determinan  el 
piano  M. 

3.  Dos  rectas  paralelas  determinan  un  piano.  Así,  las 
rectas  TTy  7,  paralelas,  determinan  el  piano  S. 
7n7/7,  7T  c  Z7S  y  7  c  £7S 


Posiciones  relativas  de  una  recta  y  un  piano 

Una  recta,  con  reláción  a  un  piano,  puede  estar  conteni- 
da  en  dicho  piano  (por  ejemplo  AB).  Puede  ser  secante 
al  piano,  si  su  intersección  con  el  piano  es  un  solo  pun¬ 
to;  o  puede  ser  paralela  al  piano,  si  no  se  intersecan. 


m 


•  AB :  contenida  en  el  piano  P. 

ABc£7P 

•  7 :  secante  al  piano  P,  en  el  punto  O. 

7  n  Z7P:  {0} 

•  7T  //  P.  La  recta  y  el  piano  no  se  intersecan. 
*rrf  n  OP  =  <j> 


<4  POSICIONES  RELATIVAS  EN  EL  ESPACIO 

Posiciones  relativas  de  dós  planos 

Dos  planos  distintos  pueden  ser  secantes  o  paralelos. 


Posiciones  relativas  de  dós  rectas 

Dos  rectas  diferentes  en  el  espacio,  pueden  ser: 
Secantes:  es  decir,  se  intersecan  en  un  punto.  Estas 
rectas  són  coplanarias. 
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Paralelas:  es  decir,  no  se  intersecan  y  están  en  el  mis- 
mo  piano. 

Alabeadas  o  cruzadas:  si  no  se  intersecan  y  no  són 
paralelas,  es  decir,  no  están  en  un  mismo  piano. 

En  la  siguiente  figura,  las  rectas  m,  n  y  r  están  conteni- 
das  en  el  piano  Q  y  la  recta  L  es  secante  a  dicho  piano, 
en  el  punto  O. 


Las  rectas  n  y  r  són  secantes  y  las  rectas  m  y  n 
són  paralelas.  Ninguna  de  las  rectas  TrT,  7f  y  V  pasa 
por  el  punto  O.  La  recta  L  es  alabeada  con  cada  una  de 
las  trés  anteriores  (se  cruza  con  ellas). 


<4  ÁNGULOS  ENTRE  DOS  RECTAS  ALABEADAS 


Es  el  ángulo  determinado  por  dós  rayos  respectivamen- 
te  paralelos  a  las  rectas  dadas  y  cuyo  origen  es  un  pun¬ 
to  cualquiera  en  el  espacio. 


Así,  dadas  las  rectas  alabeadas  x  e  y,  si  le /íxt  y’//  y , 
entonces  a  es  la  medida  dél  ángulo  entre  las  rectas  que 
se  cruza  n  x  e  y. 


Si  por  el  punto  A  trazamos  una  recta  r  ,  paralela  a  y  , 
entonces  el  ángulo  de  cruce  entre  x  e  V  es  el  mis¬ 
mo  que  forma  la  recta  x  con  r  . 


Rectas  perpendiculares.  Són  aquellas  rectas  que, 
cruzándose  o  cortándose,  determinan  ángulo  recto. 


En  algunos  cursos  se  usa  el  término  ortogonalidad 
como  sinónimo  de  perpendicularidad. 


Algunos  textos  de  geometria  distinguen  lo  siguiente: 

•  Rectas  perpendiculares:  aquellas  que  se  cortan 
formando  ángulo  recto. 

•  Rectas  ortogonales:  aquellas  que  se  cruzan  for¬ 
mando  ángulo  recto. 

Nosotros,  de  acuerdo  con  la  interpretáción  dada  en 
la  Universidad  Nációnál  de  Ingeniería,  adoptaremos 
como  rectas  perpendiculares  aquellas  que,  cortándose 
o  cruzándose,  formán  ángulo  recto. 


Sin  embargó,  en  algunos  casos,  para  mencionar  que 
dós  rectas  dadas  són  alabeadas  y  perpendiculares, 
sencillamente  diremos  que  ellas  són  ortogonales,  por 
ser  este  último  término  más  cómodo. 

<4  HÁZ  DE  PLANOS 

Es  el  conjunto  de  todos  los  planos  que  contienen  una 
misma  recta,  la  cual  recibe  el  nombre  de  arista  dél  ház. 
La  figura  muestra  trés  de  los  infinitos  planos  que  contie¬ 
nen  a  la  recta  L.  Desde  luego,  es  demostrable  que  por  una 
recta  cualquiera  dél  espacio  pasan  infinidad  de  planos. 


OP  n  no  n  OR  =  l 


Teorema 

Si  dós  planos  distintos  tienen  un  punto  común,  enton¬ 
ces  tienen  comunes  todos  los  puntos  de  una  recta  y 
solo  ellos. 


Probemos  esto:  supongamos  que  los  planos  P  y  R  tie¬ 
nen  en  común  el  punto  A.  Por  A  tracemos  dós  rectas  m 
y  n  contenidas  en  el  piano  R. 

Si  alguna  de  estas  rectas  estuviera  en  P,  el  teorema 
quedaría  demostrado. 

Si  ninguna  está  en  £7P,  tomemos  un  punto  C  sobre  7f 
y  otro  punto  D  en  la  recta  7n* ,  en  distinto  semiespacio 
que  B,  respecto  dél  piano  P  Esto  es  siempre  posible, 
ya  que  el  punto  A  divide  a  cada  una  de  dichas  rectas 
en  dós  semirectas,  situadas  en  cada  semiespacio  de¬ 
terminado  por  OP. 

Entonces,  la  recta  CD  cortará  al  piano  P  en  un  punto  B, 
de  acuerdo  con  el  postulado  n.°  5.  Con  seguridad,  este 
punto  es  distinto  dél  punto  A,  por  permanecer  al  lado 
opuesto  dél  vértice  A  dél  triángulo  ACD. 

Por  lo  tanto,  los  planos  P  y  R  tienen,  además  dél  punto 
A,  otro  punto  común  B.  La  recta  AB  estará  situada  en 
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OP  y  también  en  OR,  según  el  postulado  n.°  2;  luego 
será  una  recta  común  a  ambos  planos.  Y,  como  por  una 
recta  y  un  punto  exteriőr  a  ella  no  pueden  pasar  dós 
planos  distintos,  los  planos  P  y  R  tienen  comunes  todos 
los  puntos  de  la  recta  AB  y  solo  ellos. 


Condiciones  para  que  una  recta  sea  perpen- 
dicular  a  un  piano 

Teorema.  Para  que  una  recta  sea  perpendicular  a  un 
piano,  es  necesario  y  suficiente  que  sea  perpendicular 
a  dós  rectas  secantes  de  dicho  piano. 


<4  RECTAS  Y  PUNOS  PERPENDICIILARES 

Una  recta  y  un  piano  són  perpendiculares,  si  se  interse- 
can  en  un  punto,  y  si  toda  recta  en  el  piano,  que  pase 
por  el  punto  de  intersección,  es  perpendicular  a  la  recta 
dada. 


En  la  figura,  la  recta  L  y  el  piano  P  se  intersecan  en  el 
punto  O.  Trés  rectas  de  dicho  piano  pasan  por  O. 
Luego,  por  definíción,  si  L  es  perpendicular  a  TrT,  T, 
T ;  entonces  la  recta  L  y  el  piano  P  serén  perpendicu¬ 
lares  L  1  OP  o  OP  1 T,  siendo  el  punto  O,  pie  de  la 
perpendicular  en  el  piano. 

Como  la  figura  esté  en  perspectiva,  no  se  nótán  los  án- 
gulos  rectos  que  torna  L  con  las  rectas  dél  piano. 

•  Si  una  recta  interseca  a  un  piano,  sin  ser  perpen¬ 
dicular,  se  llama  oblicua  al  piano. 

•  Si  una  recta  es  perpendicular  a  un  piano,  será  per- 
pendicular  a  todas  las  rectas  dél  piano,  aun  cuan- 
do  no  pásén  por  el  pie  de  la  perpendicular,  ya  que 
se  cruza  con  ellas  en  ángulo  recto. 


Casos: 

a.  Si  las  dós  rectas  pasan  por  el  pie  de  la  perpendi¬ 
cular: 


•  Hipótesis:  L  1  m  y  L  1  r  ,  en  el  punto  O. 
m  y  r,  rectas  secantes  contenidas  en  el  piano  R 

•  Tesis:  L  1  P,  en  el  punto  O. 

b.  Si  solo  una  de  las  rectas  secantes  pasa  por  el  pie 
de  la  perpendicular. 


•  Hipótesis:  L  1  r  ,  en  O;  L  1  x 
(L  y  7  són  ortogonales). 

Ty  V  rectas  secantes  contenidas  en  el  piano  P. 

•  Tesis:  L  1  OP,  en  el  punto  O. 


L 


En  la  figura,  por  ejemplo,  si  la  recta  L  es  perpendicular 
al  piano  Q  en  el  punto  O;  las  rectas  m,  x,  r,  estén  con¬ 
tenidas  en  OQ  y  7  no  pasa  por  O,  entonces  L  será 
perpendicular  a  las  trés  y  a  todas  las  demás  rectas  dél 
piano,  aunque  no  pásén  por  O.  Sin  embargó,  como  L 
y  7  són  alabeadas  perpendiculares,  diremos  que  ellas 
són  ortogonales.  Para  L  y  Trf  o  L  y  T ,  simplemente 
diremos  perpendiculares. 


c.  Si  ninguna  de  las  rectas  secantes  pasa  por  el  pie 
de  la  perpendicular. 

Z7 

•  Hipótesis:  L  ,  secante  el  piano  Q,  en  el  punto  O. 
L  1  a  y  L  1  ¥  (  L  es  ortogonal  a  ambas 
rectas). 

I  y  ¥,  rectas  secantes  contenidas  en  el  pia¬ 
no  Q. 

•  Tesis:  L  1  OQ,  en  el  punto  O. 
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Demostraciones: 

a.  Para  demostrar  que  L  1  OP,  bastará  probar  que 
una  recta  cualquiera  “n”,  de  dicho  piano  (distinta 
de  Trf  y  7 ),  es  perpendicular  a  L  en  el  punto  O, 
pues  con  esto  cumpliríamos  la  definíción  de  per- 
pendicularidad  entre  recta  y  piano. 


Para  ellő,  trazamos  una  recta  dél  piano  P,  que  corte 
a  TrT,  7T  y  7,  en  los  puntos  A,  C  y  B,  respectiva- 
mente  Ry  R’  són  puntos  de  la  recta  L  ,  tales  que 
OR  =  0R\  Trazamos  RA,  RB, ... 

Luego,  como  TrT  y  7  són  mediatrices  dél  segmen- 
to  RR\  en  los  planos  RAR’  y  RBR’,  respectivamen- 
te,  entonces:  AR  =  AR’  y  BR  =  BR\  por  lo  que: 
ARAB  ^  AR’AB  (postulado  LLL),  de  donde: 
ARAB  =  ZR’AB  y  A  RÁC  =  AR’AC  (Postulado  LAL). 
=>  CR  =  CR\ 

Esto  último  indica  que  el  RCR’  es  isósceles  y  como 
O  es  punto  medio  deRR’,  deducimos  que  CO 1  RR’ 
En  consecuencia:  L  1  *rf 

L  1  OP,  tál  como  se  quería  demostrar. 

b.  En  este  caso,  por  el  punto  O  trazamos  T7  //  T . 


Entonces:  L  1  x 

1  l7,  por  definíción  de  ángulos  entre  rectas 
alabeadas. 

Luego,  este  teorema  se  reduce  al  caso  (a),  siendo 
las  rectas  r  y  x’  las  que  pasan  por  el  pie  de  la  per¬ 
pendicular. 

c.  Este  caso  se  demuestra  trazando  por  el  punto  O: 

17//  T  y  T?//  *ET 

De  donde:  TT  1  7y  T  iF 

Teorema  de  las  trés  perpendiculares 

Si  desde  el  pie  de  una  perpendicular  a  un  piano,  se 
traza  otra  perpendicular  a  una  recta  cualquiera  dada  en 
el  piano,  entonces,  toda  recta  que  pasa  por  un  punto 


cualquiera  de  la  primera  y  el  punto  de  intersección  de  las 
dós  últimas,  es  perpendicular  a  la  recta  dada  en  el  piano. 

•  Hipótesis:  Sea  TT  1  OH,  enjej  punto  O;  7  es  una 
recta  dél  piano  H.  Se  traza  OB  ±7  y  se  torna  un 
punto  cualquiera  P,  de  la  recta  L. 

•  Tesis:  PB  1  7 (a  =  90°) 

Demostración: 


Laj^ecta  V  por  hallarse  en  el  piano  H,  es  perpendicular 
a  L  .También,  por  hipótesis,  7  es  perpendicular  a  OB; 
luego,  7  seré  perpendicular  al  piano  que  determinan 
las  rectas  L  y  OB;  entonces,  7  seré  perpendicular  a  la 
recta  PB  de  este  piano: 

7  1  PB  .-.  a=  90° 

Existencia  y  unicidad  dél  piano  perpendicu¬ 
lar  a  una  recta 

Teorema.  Por  un  punto  dado  pasa  un  piano,  y  solo  unó, 
perpendicular  a  una  recta  dada.  Este  teorema  com- 
prende  dós  casos,  según  el  punto  esté  en  la  recta  o 
fuera  de  la  recta  dada. 

1.ercaso.  Si  el  punto  dado  está  en  la  recta  dada. 


Hipótesis:  sea  O  un  punto  de  la  recta  AB. 

Tesis:  por  O  pasa  un  piano  H,  y  solo  unó,  perpendicular 
a  AB. 

Demostración: 


Sea  P  un  punto  fuera  de  la  recta  AB,  determinándose 
el  piano  ABP. 


Sea  Q  un  punto  situado  fuera  dél  piano  ABP,  determi- 
nándose  el  piano  ABQ. 

En  el  piano  ABP  hay  una  recta  OC  perpendicular  a  la 
recta  AB  en  el  punto  O. 

Asimismo,  en  el  piano  ABQ  hay  una  recta  OD  perpendi¬ 
cular  a  la  recta  AB  en  el  punto  O. 

Luego,  las  rectas  OC  y  OD,  determinan  el  piano  H. 
Entonces,  piano  Z7H  1  AB  en  el  punto  O. 

Y  OY\  es  único,  porque  si  existiera  otro  piano  Q,  per- 
pendicular  a  AB  en  O,  entonces  las  intersecciones  OC  y 
OE  de  los  planos  H  y  Q  con  un  piano  cualquiera  R  que 
pase  por  AE^  serían  dós  rectas  en  el  piano  r,  perpendi- 
culares  a  AB  en  un  mismo  punto  O.  Como  sabemos, 
esto  último  es  imposible. 


2.°  caso.  Si  el  punto  dado  esté  fuera  de  la  recta  dada. 


Hipótesis:  sea  O  un  punto  situado  fuera  de  la  recta  AB. 
Tesis:  por  O  pasa  un  piano  H,  y  solo  unó,  perpendicular 
a  AB. 

Demostración: 


La  recta  AB  y  el  punto  O,  determinan  un  piano  R,  en  el 
cual  existe  una  recta  OC,  perpendicular  a  AB,  que  pasa 
por  O. 

Sea  F  un  punto  situado  fuera  dél  piano  R.  La  recta  AB 
y  el  punto  F  determinan  un  piano  P,  en  el  que  hay  una 
recta  CD,  perpendicular  a  AB,  en  C. 
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Luego,  las  rectas  CO  y  CD  determinan  un  piano  H. 
Y  comoCO  1  AB,  CD  1  AB,  entonces,  el  piano  H  es 
perpendicular  a  AB,  pasando  por  el  punto  O,  ya  que 
se  cumple  la  condición  de  perpendicular  entre  recta  y 
piano. 

Además,  £7H  es  el  único,  porque  si  suponemos  que 
existe  un  segundo  piano  T  perpendicular  a  AB,  que 
pasa  por  O,  las  intersecciones  OC  1  OE  de  £7H  y 
£7T,  respectivamente,  con  un  piano  cualquiera  £7R  que 
pase  por  AB,  serían  dós  rectas  en  el  piano  Z7R,  per- 
pendiculares  a  AB,  desde  un  mismo  punto  exteriőr  O,  lo 
cual,  como  sabemos,  es  imposible. 


Corolario.  Todas  las  perpendiculares  a  una  recta,  por 
un  punto  dado,  estén  contenidas  en  un  piano  perpendi¬ 
cular  a  la  recta,  trazado  en  dicho  punto. 


El  punto  O  se  sitúa  en  la  recta  r,  n,  x,  són  algunas  de 
la  infinidad  de  rectas  perpendiculares  a  7 ,  que  pasan 
por  O.  Todas  ellas  estén  contenidas  en  el  piano  P,  per¬ 
pendicular  a  7. 


El  punto  O  es  exteriőr  a  la  recta  S.  Por  O  pasa  un  piano 
R,  perpendicular  a  7,  *cf.  L  ,  T,  són  algunas  de  la  infi¬ 
nidad  de  perpendiculares  a  7  y  que  pasan  por  O;  todas 
contenidas  en  el  piano  R. 
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<4  PIANO  MEDIATRIZ 

Se  llama  piano  mediatriz  de  un  segmento,  al  piano  per- 
pendicular  a  dicho  segmento,  trazado  en  su  punto  me- 
dio  (Llamado  también  piano  mediador). 

Teorema.  Todo  punto  situado  sobre  el  piano  mediatriz 
de  un  segmento,  equidista  de  los  extremos  de  dicho 
segmento. 


En  la  figura  adjunta,  R  es  el  piano  mediatriz  dél  seg¬ 
mento  AB.  Si  P  es  un  punto  cualquiera  de  dicho  piano  y 
M  punto  medio  de  AB,  entonces  PM  1  AB  y  el  triángulo 
APB  es  isósceles.  Por  lo  tanto,  PA  =  PB. 

Existencia  y  unicidad  de  recta  perpendicular 
a  un  piano 

Teorema.  Por  un  punto  dado,  pasa  una  recta,  y  solo 
una,  perpendicular  a  un  piano  dado.  Este  teorema  com- 
prende  dós  casos,  según  el  punto  esté  en  el  piano  o 
fuera  de  él. 

1.er  caso.  Si  el  punto  dado  esté  en  el  piano  dado. 


Los  planos  R  y  S  se  intersecan  en  una  recta  AB. 

Sea  L  ,  una  recta  en  el  piano  S,  perpendicular  a  AB,  en 
el  punto  0...(*) 

=*  ya  que  el  piano  S  1  TrT,  y  L  esté  contenida  en  S 
.*.  L  1  Trf. 

Luego: 

Implica  que  L  1  R,  por  teória. 


Además,  L  es  única  porque  de  existir  otra  recta  L\  di- 
ferente  de  L  ,  perpendicular  al  piano  R  en  O,  entonces 
las  dós  rectas  L  y  L’  determinarían  un  piano  T,  secante 
con  Z7R  en  una  recta  EF.  Y  tendríamos  así,  en  el  piano 
T,  secante  con  R  en  una  recta  EF.  Y  tendríamos  así,  en 
el  piano  T,  dós  perpendiculares  L y  L’  a  EF,  en  el  mismo 
punto  O,  lo  cual  es  imposible. 


L  1  m 
y  por  (*):  L  1  AB 


2.°  caso.  Si  el  punto  dado  esté  fuera  dél  piano  dado. 


Hipótesis:  sea  P,  un  punto  situado  fuera,  dél  piano  R. 
Tesis:  por  P  pasa  una  recta  x,  y  solo  una,  perpendicular 
al  piano  R. 


Hipótesis:  sea  O  un  punto  en  el  piano  R. 

Tesis:  por  O,  pasa  una  recta  L,  y  solo  una,  perpendicu¬ 
lar  al  piano  R. 

Demostración: 


Teorema:  Si  dós  rectas  paralelas  són  secantes  a  un 
mismo  piano  y  una  de  ellas  es  perpendicular  al  piano 
dado,  entonces  la  otra  recta  es  también  perpendicular 
al  piano. 

Demostración: 


Sea  m  ,  una  recta  en  el  piano  R,  que  pasa  por  O. 
Sea  S  el  piano  perpendicular  a  Trf  en  O. 


Sean  L1  y  L2  dós  rectas  paralelas,  secantes  al  piano  R 
La  recta  L1  es  perpendicular  a  Z7P  en  el  punto  O. 
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Luego,  si  7n*  y  7f  són  dós  rectas  de  dicho  piano  que 
pasan  por  O,  seré  L,  1  *rrf  y  L,  1  7 .  Entonces,  como 
L2  //  L1  el  ángulo  de  cruce  de  L2  con  7f  y  7f  es  el 
mismo  entre  L,  y  dichas  rectas. 

Porlotanto:  L2  i  Trf  y  L2  i  Tf.dedonde  L2  1  £7P. 

Perpendicular  y  oblicuas  a  un  piano 

Teorema.  Si  desde  un  punto  exteriőr  a  un  piano  se  tra- 
zan  a  este  el  segmento  perpendicular  y  varios  segmen- 
tos  oblicuos: 

1. °  La  perpendicular  es  menor  que  cualquier  oblicua. 

2.  °  Los  segmentos  oblicuos  cuyos  pies  equidistan  dél 

pie  de  la  perpendicular,  són  congruentes. 

3.  0  De  dós  segmentos  oblicuos,  cuyos  pies  no  equi¬ 

distan  dél  pie  de  la  perpendicular,  es  mayor  aquel 
cuyo  pie  dista  más. 

Graficamos  cada  caso: 

1.  °  Hipótesis:  P  es  un  punto  exteriőr  al  piano  M;  PA, 
perpendicular  al  piano  M  en  A;  PB  una  oblicua  a  M, 
en  B. 

Tesis:  PA  <  PB 
Demostración: 


P 


Como  PA  1  £7M,  por  hipótesis,  entonces  al  trazar 
BA:  BA  1  PA.  Luego,  en  el  triángulo  PAB,  PB  es 
hipotenusa  y  PA,  cateto:  PA  <  PB. 

2.°  Hipótesis:  P  es_un  punto  exteriőr  al  piano  H; 
PA  1  Z7H,  en  A,  PB  y  CP,  segmentos  oblicuos  al 
piano  H  en  B  y  C,  respectivamente,  tál  que  AB  =  AC. 
Tesis:  PB  ^  PC 
Demostración: 


P 


Siendo  PA  1  O H,  por  hipótesis,  entonces  PA  1  BA 
y  AC.  Luego,  los  triángulos  rectángulos  PAB  y  PÁC 
són  congruentes  por  tener  en  común  el  cateto  PA  y 
de  la  hipótesis  AB  ^  AC. 

Entonces  PB  =  PC. 

3.  °  Hipótesis:  P  es  un  punto  exteriőr  al  piano  Q. 
PA  1  OQ  en  A;  PE  y  PF  oblicuas  a  Z7Q,  tál  que 
AE  >  AF. 

Tesis:  PE  >  PF 


<4  DISTANCIA  DE  UN  PUNTO  A  UN  PU\NO 

Se  llama  distancia  de  un  punto  a  un  piano,  a  la  longitud 
dél  segmento  perpendicular  trazado  desde  el  punto  al 
piano. 


Así,  en  la  figura  adjunta,  si  PO  es  perpendicular  al  piano 
R,  entonces  la  longitud  dél  segmento  PO  es  la  distancia 
dél  punto  P,  al  piano  R. 

<4  RECTAS  Y  PLANOS  PARALELOS 

Definíción:  dós  planos  són  paralelos,  si  no  se  interse- 
can.  Análogamente,  una  recta  y  un  piano  són  paralelos 
si  no  se  intersecan. 

P  //  Q  7  //  s 

Paralelismo  entre  rectas  en  el  espacio 

En  geometría  dél  espacio,  para  afirmar  que  dós  rectas 
són  paralelas  no  es  suficiente  con  probar  que  las  rectas 
no  se  cortan,  pues  cabe  la  posibilidad  de  que  las  rectas 
sean  alabeadas.  Entonces,  se  debe  demostrar  que: 

1 .°  Las  rectas  són  coplanarias. 

2°  Las  rectas  no  se  intersecan. 

1.  En  el  espacio,  por  un  punto  exteriőr  a  una  recta, 
solo  puede  trazarse  una  paralela  a  la  recta  dada. 


Demostración: 
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Sea  r  la  recta  dada  y  P  un  punto  exteriőr  a  ella. 
Luego,  toda  recta  paralela  a  7,  trazada  por  el 
punto  dado  P,  tendría  que  estar  en  el  piano  Q  de- 
terminado  por  r  y  P;  según  el  quinto  postulado  de 
Euclides,  en  este  piano  hay  una  sola  paralela  a  7, 
por  el  punto  P 

2.  Dos  rectas  perpendiculares  a  un  mismo  piano,  són 
paralelas  entre  sí. 

Demostración: 


Sean  m  y  n  ,  dós  rectas  perpendiculares  al  piano 
R,  en  los  puntos  O  y  P  Sea  m’  una  recta  paralela 
a  77,  trazada  por  el  punto  P.  Como  sabemos,  de 
acuerdo  con  la  teória  77*  es  única,  77*  es  perpen- 
dicular  a  R,  en  el  punto  P  Además  según  teória  por 
el  punto  P  dél  piano  R,  solo  se  puede  trazar  una 
perpendicular  a  dicho  piano.  Y  como  7f  1  R  por 
hipótesis;  entonces  77*  y  7f  són  una  misma  recta. 
Con  lo  que  queda  probando  que  *rf  //  77. 

3.  Todo  piano  que  corta  a  una  de  dós  rectas  parale¬ 
las,  también  corta  a  la  otra. 

Demostración: 


Sean  m  y  r  dós  rectas  paralelas  y  sea  S  un  pia¬ 
no  que  corta  a  77  en  el  punto  A.  Probemos  que 
OS  cortará  también  a  7 . 

En  efecto,  el  piano  S  y  el  que  determinan  las  para¬ 
lelas  tienen  un  punto  en  común  A.  Luego  tendrán 
en  común  los  puntos  de  una  recta  x.  Además,  en 
el  piano  de  las  paralelas,  como  *x*  corta  a  77, 
también  cortará  a  7  en  un  punto  B.  El  punto  B  es 
común  a  la  recta  r  y  al  piano  S,  con  lo  que  queda 
demostrado  el  teorema. 

4.  En  el  espacio,  dós  rectas  paralelas  a  una  tercera, 
són  paralelas  entre  sí. 


Hipótesis:  sean  jm  ,  n  y  L  ,  trés  rectas,  tales  que: 
m  //  n  y  L  //  n 

Tesis:  77  //  L 
Demostración: 


Sea  O  un  punto  de  la  recta  “n”  y  tracemos  el  piano 
P,  perpendicular  a  77  por  dicho  punto. 

Luego:  según  teória: 

77  //  77  y  como  77  1  OP,  entonces  77  1  OP 
L  //  77  y  como  77  1  OP,  entonces  L  1  OP 
y,  por  ser  77  y  L  dós  rectas  perpendiculares  a  un 
mismo  piano  P,  se  concluye  que  77  //  L  . 

Paralelismo  entre  recta  y  piano 

Según  demostramos  en  el  anterior  teorema:  para  que 
una  recta  no  contenida  en  un  piano  dado,  sea  paralela 
a  dicho  piano,  es  necesario  y  suficiente  que  sea  parale¬ 
la  a  una  recta  contenida  en  el  piano. 

1 .  Toda  recta  no  contenida  en  un  piano  y  paralela  a 
una  recta  de  este  piano,  es  paralela  al  piano. 

Hipótesis:  sea  V  una  recta  no  contenida  en  el  pia¬ 
no  P  y  paralela  a  la  recta  x,  contenida  en  dicho  piano. 
Tesis:  7  II  OP. 

Demostración: 


Supongamos  que  la  recta  V  no  es  paralela  al  pia¬ 
no  P,  es  decir,  que  lo  interseca  en  un  punto  O. 

Las  rectas  paralelas  r  y  x,  determinan  un  piano  S 
secante  a  OP ,  según  la  recta  x.  Luego,  como  he¬ 
mos  supuesto  que  7  interseca  a  OP  en  O,  este 
punto  pertenecerá  a  los  planos  OS  y  OP,  por  lo 
tanto  el  punto  O  será  un  punto  de  la  recta  x,  inter- 
sección  de  dichos  planos.  Así,  se  llegaría  a  que  las 
rectas  ry  x  tienen  en  común  el  punto  O,  contradi- 
ciendo  la  hipótesis  de  que  7  //  7f .  Entonces,  la 
suposición  de  que  7  interseca  a  OP,  es  falsa,  y 
en  consecuencia  r  //  OP. 


2.  Si  una  recta  y  un  piano  són  paralelos,  ella  es  pa¬ 
ralela  a  la  intersección  de  este  piano  con  cualquier 
otro  que  contenga  a  la  recta  y  corte  al  piano  dado. 
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H\pótes\s:  sea  r  una  recta  paralela  a\  p\ano  PvQ 
un  piano  cualquiera  que  contiene  a  V  y  se  interse- 
can  con  OP  según  la  recta  “m”. 

Tesis:  V  //  * irf 

Demostración: 


Como  la  recta  Y  es  paralela  al  piano  P,  enton- 
ces  T  no  cortará  a  Trf .  Siendo  además  r  y  m 
coplanarias,  entonces  7  //  * rrf . 

3.  Si  dós  rectas  se  cruzan,  por  una  de  ellas  pasa  un 
piano,  y  solo  unó,  paralelo  a  la  otra. 

Hipótesis:  sean  “m”  y  Y  dós  rectas  alabeadas. 
(Por  comodidad  grafiquemos  7  contenida  en  pia¬ 
no  P  y  Trf  secante  a  dicho  piano  en  el  punto  O). 
Tesis:  por  Trf  pasa  un  piano  paralelo  a  7 ,  y  solo  unó. 


En  efecto,  sea  r  paralela  a  r  ,  trazada  por  el  pun¬ 
to  O.  Luego,  las  rectas  “m”  y  r’,  determinan  un  pia¬ 
no  Q,  el  cual  con  seguridad  no  contiene  a  r  .  Por 
lo  tanto:  OQ  //  7 ,  ya  que  7  II  7\ 


Y  este  piano  Q  es  űnlco,  porque  de  exlstlr  otro  pia¬ 
no  Q’  paralelo  a  7 ,  pasando  por  m  ,  la  intersec- 
ción  de  este  otro  piano,  con  OP,  sería  una  recta  r” 
que  contiene  al  punto  O.  Así,  en  el  piano  P,  por  el 
punto  O  se  tendrían  dós  paralelas  a  la  recta  r:  r’  y  r”. 
Lo  cual  contradice  al  quinto  postulado  de  Euclides. 

4.  Toda  recta  paralela  a  dós  planos  secantes,  es  tam- 
bién  paralela  a  la  intersección  de  dichos  planos. 
(La  demostración  se  deja  como  ejercicio  al  lector). 

Paralelismo  entre  planos 

Dos  planos  són  paralelos  cuando  no  tienen  punto  co- 
mún. 

1.  Dos  planos  perpendiculares  a  una  misma  recta, 
són  paralelos  entre  sí. 

Demostración: 


Sean  OP  y  OQ,  dós  planos  perpendiculares  a  la 
recta  L  en  los  puntos  A  y  B,  respectivamente.  Si 
OP  y  OQ  tuvieranjjn  punto  común  R,  este  pun¬ 
to  sería  exteriőr  a  L^y  por  él  pasarían  dós  planos 
perpendiculares  a  L ,  contradiciendo  unó  de  los 
teoremas  visto  anteriormente. 

Por  lo  tanto  OP  y  OQ  no  pueden  tener  algún  pun¬ 
to  común;  en  consecuencia  són  paralelos. 

2.  Si  un  piano  contiene  a  dós  rectas  secantes,  para¬ 
lelas  a  un  segundo  piano,  entonces  ambos  planos 
són  paralelos  entre  sí. 

Hipótesis:  a*yb*  són  dós  rectas  secantes  conte- 
nidas  en  el  piano  P,  tales  que  7*  //  OQ  y  b  //  OQ. 
Tesis:  OP//OQ 

Demostración: 


Supongamos  que  los  planos  P  y  Q  no  són  parale¬ 
los;  tendrían  entonces  en  común  una  recta  V.  Lue¬ 
go  esta  recta  intersecaría,  con  seguridad,  a  alguna 
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de  las  rectas  a  o  b  (o,  a  ambas).  Si  asumimos, 
por  ejemplo,  que  T  interseca  a  ¥  en  un  punto  C, 
entonces  este  punto  por  pertenecer  a  7  pertene- 
cerá  al  piano  Q.  Lo  que  indicaría  que  la  recta  a  y 
el  piano  Q  tienen  en  común  el  punto  C,  contradi- 
ciendo  la  hipótesis  de  que  !f  y  £7Q  són  paralelos. 
Por  lo  tanto,  los  planos  P  y  Q  no  se  intersecan  y  en 
consecuencia  són  paralelos. 

3.  Toda  recta  secante  a  unó  de  dós  planos  paralelos, 
corta  también  al  otro. 

Hipótesis:  L 7P  y  Z7Q  són  dós  planos  paralelos; 
L  ,  una  recta  que  corta  a  P  en  el  punto  A. 

Tesis:  L  corta  a  OQ. 

Demostración: 


Sea  L  la  recta  paralela  a  L  ,  trazada  por  un  punto 
C  dél  piano  Q.  Luego,  según  teória,  como  el  piano 
Q  corta  a  L  ,  cortará  también  a  su  paralela  L  .  Así, 
la  recta  L  corta  a  los  dós  planos  P  y  Q. 

4.  Todo  piano  que  corta  a  unó  de  dós  planos  parale¬ 
los,  corta  también  al  otro. 

Hipótesis:  OP  y  OQ.  són  dós  planos  paralelos; 
OR  es  un  piano  secante  a  OP. 

Tesis:  OR  corta  a  Z7Q. 

Demostración: 


Sea  r ,  una  recta  dél  piano  R,  que  corta  a  OP  en  el 
punto  A.  Luego,  por  el  teorema  anterior,  esta  recta 
corta  también  al  piano  Q  en  un  punto  tál  como  B; 
entonces,  los  planos  R  y  Q  tienen  en  común  el  pun¬ 
to  B  y  tendrán  comunes  todos  los  puntos  de  una 
recta. 


5.  Toda  recta  perpendicular  a  unó  de  los  planos  para¬ 
lelos,  es  también  perpendicular  al  otro.  (Demuestre 
el  lector  este  teorema). 

6.  Por  todo  punto  exteriőr  a  un  piano  dado,  pasa  un 
piano  y  solo  unó,  paralelo  al  primero. 

Hipótesis:  sea  P  un  piano  dado  y  A,  un  punto  ex¬ 
teriőr  a  dicho  piano. 

Tesis:  por  A  pasa  un  piano  Q,  y  solo  unó,  paralelo  a  P. 

Demostración: 


Por  A,  trazamos  dós  rectas  paralelas  al  piano  P 
(paralelas  a  dós  rectas  m’  y  n’  de  OP).  El  piano  Q, 
determinado  por  estas  rectas,  es  paralelo  a  OP\ 
y  este  piano  es  único,  porque  de  existir  otro  piano 
que  pase  por  A,  cortará  a  £7Q  y  también  a  OP, 
según  la  teória. 

Corolario  a.  Todas  las  rectas  paralelas  a  un  piano 
dado,  trazadas  por  un  punto  exteriőr,  están  conte- 
nidas  en  el  piano  paralelo  al  primero  y  que  pasa 
por  dicho  punto. 


La  figura  muestra  algunas  de  la  infinidad  de  rectas 
paralelas  al  piano  P,  que  pasan  por  el  punto  exte¬ 
riőr  A.  Todas  ellas  están  contenidas  en  el  piano  Q, 
paralelo  a  OP. 

Corolario  b.  Por  dós  rectas  alabeadas  dadas,  pa¬ 
san  dós  planos,  y  solo  dós,  paralelos  entre  sí,  y 
que  contienen  cada  unó,  una  de  dichas  rectas. 
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(b) 

La  figura  (a)  muestra  dós  rectas  alabeadas  myr, 
estando  V  contenida  en  el  piano  P  y  Trf ,  secante 
a£7P. 

La  figura  (b)  indica  los  planos  M  y  R,  únicos,  para- 
lelos  entre  sí,  que  contienen  a  y  V ,  respectiva- 
mente. 

7.  Dos  planos  paralelos  a  un  tercero,  són  paralelos 
entre  sí. 

Demostración:  sí  los  dós  planos  paralelos  al  ter¬ 
cero,  no  fueran  paralelos  entre  sí,  entonces  ten- 
drían  en  común  un  punto,  por  el  cual  pasarían 
dós  planos  paralelos  al  tercero,  contradiciendo  un 
teorema  visto  anteriormente.  Por  lo  tanto,  los  dós 
planos  són  paralelos  entre  sí. 


Tesis:  AC  =  BD 
Demostración: 


Las  rectas  “m”  y  “n”,  determinan  un  piano  en  el  que 
AB  //  CD.  El  cuadrilátero  ABDC  tiene  sus  lados 
opuestos  paralelos;  entonces  es  un  paralelogramo. 
De  donde:  AC  =  BD. 


<♦  TEOREMA  DE  TALES  EN  EL  ESPACIO 


Trés  o  más  planos  paralelos  determinan  sobre  dós  rec¬ 
tas  secantes  cualesquiera,  segmentos  proporcionales. 


Hipótesis:  sean  m  y  n  ,  dós  rectas  que  intersecan  a 
los  planos  paralelos  P,  Q  y  R  en  los  puntos  A,  B,  C,  D,  E 
y  F,  respectivamente. 

AB  DE 


Tesis: 


BC  EF 


8.  Si  dós  planos  paralelos  se  intersecan  con  un  tercer 
piano,  las  rectas  de  intersección  són  paralelas  en¬ 
tre  sí. 

Demostración: 


OP  y  £7Q  són  dós  planos  paralelos  cortados  por  el 
piano  O R,  según  las  rectas  m  y  n. 

Como  TrT  y  7f  están  en  un  mismo  piano  R  y  no  se 
cortan,  por  situarse  en  planos  paralelos,  entonces: 
Trf  //  7f . 

9.  Los  segmentos  de  rectas  paralelas,  comprendidos 
entre  planos  paralelos,  són  congruentes. 

Hipótesis:  *rrf  y  7f  són  rectas  paralelas  interseca- 
das  por  los  planos  paralelos  P  y  Q,  según  AC  y  BD. 


Demostración: 


Sea  m’  la  recta  que  pasa  por  el  punto  A  y  es  paralela  a 
*m\  intersecando  a  los  planos  Q  y  R  en  los  puntos  E’  y 
F\  Luego,  m’  y  r  determinan  un  piano  secante  a  los  P, 
Q  y  R;  de  tál  manera  que  BE’  y  CF’  són  paralelos,  en  el 


que  usamos  el  teorema  de  Tales: 


AB 

BC 


A E 
E’F’ 


Pero,  por  el  teorema  anterior: 

AE'  =  DE  y  E’F’=  EF,  por  lo  tanto:  ^  =  i| 

bU  tr 

Ejemplos: 

1 .  Se  tiene  una  circunferencia  de  centro  O  y  diámetro 
12  cm.  Por  O,  pasa  una  recta  L  perpendicular  al 
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2. 


3. 


piano  de  la  circunferencia.  F  es  un  punto  L,  tál  que 
OF  =  8  cm.  Hallar  la  distancia  de  F  a  cualquier 
recta  tangente  a  la  circunferencia. 

Resolución: 


Resolución: 


(F) 

II.  Dos  rectas  secantes  o  dós  rectas  paralelas,  de- 
terminan  un  piano.  (F) 

III.  Si  una  recta  es  paralelas  a  un  piano,  seré  para- 
lela  a  infinitas  rectas  paralelas  de  dicho  piano, 
pero  no  a  todas.  (F) 

IV.  Teória.  (V) 


Sea  m  ,  una  recta  tangente  a  la  circunferencia,  en 
el  punto  T. 

=>  OT 1  7r\ 

Según  el  teorema  de  las  trés  perpendiculares,  seré 
FT  ±  *m\  Luego,  FT  es  la  distancia  de  F  a  *rrf . 

En  kFOT:  (FT)2  =  62  +  82'  FT  =  10 

En  una  circunferencia  de  centro  O,  se  inseribe  un 
triángulo  ABC,  recto  en  B.  Se  eleva  BF,  perpendi- 
cular  al  piano  ABC,  de  modo  que  BF  =  AC. 

Si  AB  =  6  y  BC  =  8,  hallar  OF. 

Resolución: 


(AC)2  =  62  +  82  =>  AC  =  10  =*  BF  =  10 
OB  =  OA  =  OC  =  rádió  =  5 
FB  1  piano  ABC  =>  FB  1  BO 
En  kOBF,  teorema  de  Pitágoras: 
x2  =  (BF)2  +  (OB)2  =*  x2  =  102  +  52  =  125 
OF  =  x  =  5/5 


En  un  cubo,  cuyas  aristas  tienen  longitud  “a”  cada 
una,  hallar  la  distancia  de  un  vértice  al  centro  de 
una  cara  opuesta. 

Resolución: 


Sea  O,  centro  de  la  cara  AFEH  y  B  un  vértice  de  la 
cara  opuesta  BCDG,  hallemos  BO  =  x. 

Como:  BA 1 AF  y  BA 1  AH  =>  BA 1  piano  AFEH 
Luego:  BA  1 AO 
AO  =  OE  = 


En  kOAB:  x2  =  (AB)2  +  (AO)2 

.  ..  _  aJE 

••  2 


x2  =  i 


m 


ABCD,  es  un  cuadrado  de  lado  a.  Por  B,  se  eleva 
BE  perpendicular  al  piano  ABCD,  tál  que  BE  =  a.  Si 
O  es  centro  dél  cuadrado  y  H  punto  medio  de  CD, 
hallar  el  área  de  la  región  triangular  EOH. 

Resolución: 


Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F): 

I.  Trés  puntos  determinan  siempre  un  piano. 

II.  Dos  rectas  determinan  siempre  un  piano. 

III.  Si  una  recta  es  paralelas  a  un  piano,  seré  pa- 
ralela  a  todas  las  rectas  contenidas  en  dicho 
piano. 

IV.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  un  piano,  seré 
perpendicular  a  todas  las  rectas  contenidas  en 
dicho  piano. 


E 
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Al  prolongar  HO  hasta  P: 

HPlÁByAP  =  PB=| 

Teorema  de  las  trés  perpendiculares: 

EBI  piano  ABCD  1  ^  ^ 

y  BP  ±  PH 

EP  es  altura  dél  AEOH.  Luego: 
seo„=^(OH)(EP)  =  1(|)(ep) 

En  el  kEBP: 

(EP)2  =  (EB)2  +  (BP)2  =>  (EP)2  =  a2  +  (|)2 
EP  =  |V5  ...(2) 

(2)  en  (1):  SE0H  =  1(§)(§V5) 

•••  SEO„  = 

6.  ABC  es  un  triángulo  equilátero  de  lado  L,  por  B  se 
eleva  BR  perpendicular  al  piano  ABC,  de  modo 
que:  BR  =  L/2.  Se  trazan  luego  RA  y  RC.  Hallar  el 
área  de  la  región  triangular  ARC. 

Resolución: 


R 


Por  el  teorema  de  las  trés  perpendiculares: 
RB  1  piano  ABC 


y  BH  1AC 


RH1AC 


1 , 


Luego:  SARC  =  ^(AC)(RH) 
-  SARC  =  1(L)(RH) 


En  bAHB  (notable):  BH  = 

En  k.RBH,  teorema  de  Pitágoras: 
(RH)2  =  (RB)2  +  (BH)2 

(RH)2=  (lÍ  +  (l^)2  -  RH  =  L 

(2)  en  (1):SARC=  i(L)(L) 


...(1) 


•••(2) 


vértices  y  las  aristas:  AB,  BC,  CD,  AD,  AC  y  BD. 
Se  llama  altura  dél  tetraedro,  a  la  distancia  de  un 
vértice  a  la  cara  opuesta.  (Por  ejemplo  DH). 

Si  las  caras  dél  tetraedro  són  triángulos  equiláte- 
ros,  el  sólido  es  regular. 

En  un  tetraedro  regular,  cuyas  aristas  tienen  longi- 
tud  L,  hallar  la  longitud  de  la  altura. 


D 


D 


Como  el  tetraedro  es  regular: 

AB  =  BC  =  AC  =  AD  =  CD  =  BD  =  L 


Es  fácil  demostrar  que  H  es  el  centro  dél  AABC. 

En  efecto:  kAHD  ^  kCHD  =  kBHD.  Por  tener  igual 
hipotenusa  (L)  y  el  cateto  común  DH. 

=>  HA  =  HB  =  HC  (H  es  circuncentro  dél  AABC) 


AH  =  =>  AH  =  -L 


V3  V3 

En  CsAHD:  (DH)2  =  (AD)2  -  (AH)2 

(DH)2=L2-(j=)2  DH=|V6 


8.  Hallar  el  máximo  número  de  planos  que  determi- 
nan  “n"  puntos  dél  espacio. 

Resolución: 

El  máximo  número  de  planos  que  determinan  “n” 
puntos  dél  espacio,  ocurrirá  cuando  no  existan  trés 
en  línea  recta  ni  cuatro  coplanarias. 

rn  n!  n(n  -  1)(n  -  2) 

3  —  3!(n  -  3)!  6 

ya  que  cada  trés  puntos  no  colineales  determinan 
un  piano. 


9.  Hallar  el  máximo  número  de  planos  que  determi¬ 
nan  “n”  rectas  dél  espacio. 


7.  El  sólido  ABCD  de  la  figura,  se  llama  tetraedro. 
Las  regiones  triangulares  ABC,  ABD,  ACD  y  BCD 
se  llaman  caras;  los  puntos  A,  B,  C  y  D,  són  los 


Resolución: 

Hallamos  el  número  máximo  de  planos  que  deter¬ 
minan  “n"  rectas  dél  espacio: 
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rn_  n!  n(n  - 1) 

2  2!  (n  -  2)!  2 

y  esto  ocurrirá  cuando  no  hayan  trés  rectas  copla- 
narias,  ya  que  cada  dós  rectas,  secantes  o  parale- 
las,  determinan  un  piano. 

10.  Hallar  el  máximo  número  de  planos  que  determi- 
nan  10  rectas  y  12  puntos  dél  espacio. 

Resolución: 

Las  10  rectas  determinan,  como  máximo: 

c"  =  2!(iFb)T  =  lí=45planos 

Los  12  puntos,  como  máximo,  determinan: 

C"  =  3!(lf-  3) r  Mi  =  220  planos- 
Como  cada  recta  determina  con  un  punto  exteriőr 
a  ella,  un  piano;  el  máximo  número  de  planos  que 
determinan  las  10  rectas  con  los  12  puntos  es: 
10  x  12  =  120. 

Sumando  los  resultados  parciales: 

45  +  220  +  120  =  385  planos. 


11.  La  figura  muestra  un  cubo.  M,  N,  R  y  Q,  són  puntos 
medios  de  las  aristas  AB,  AF,  EF  y  DE,  respectiva- 
mente.  Hallar  la  medida  dél  ángulo  de  cruce  entre 
las  rectas  MN  y  RQ. 


ACD,  respectivamente.  Demostrar  que  BQ  y  DG 
són  secantes,  en  un  punto  que  llamaremos  R  y  que 


se  cumple: 

KG 


BR 

RQ 


3 


Resolución: 


Como  las  prolongaciones  de  BG  y  DQ  concurren 
en  el  punto  medio  de  AC  (M),  entonces  BQ  y  DG 
estarán  contenidas  en  el  piano  MBD  y  por  lo  tanto 
serán  secantes. 

Ahora,  en  el  AMGD,  por  el  teorema  de  Menelao 
para  la  transversal  BQ: 


Pero,  por  propiedad  dél  baricentro: 
MQ  _  1  GB  _  2 
QD  2  y  BM  3 


en(a):  !(£§)(!) =1 


DR  _  o 
*  RG 


RR 

En  forma  análoga  se  demuestra  que  =  3 

RQ 


13.  Sea  R  un  punto  exteriőr  al  piano  que  contiene  a  un 
rectángulo  ABCD.  Probar  que  se  cumple: 

(RA)2  +  (RC)2  =  (RB)2  +  (RD)2 

Resolución: 


R 


Como:  BF//MN  y  DF // RQ 
=>  BFD  da  el  ángulo  de  cruce  entre  MN  y  RQ 
(mZBFD,  midé  a). 

BD  =  BF  =  FD,  por  ser  diagonales  de  los  cuadra- 
dos  y  congruentes. 

(ABFD:  equilátero:  a  =  60°) 

12.  En  un  tetraedro  ABCD  (no  necesariamente  regu- 
lar),  G  y  Q  són  baricentros  de  las  caras  ABC  y 


Llamemos  M,  al  punto  de  intersección  de  las  diago¬ 
nales  dél  rectángulo.  Se  traza  RM. 

Por  el  teorema  de  la  mediana: 

ABRD  =>  (RB)2  +  (RD)2  =  2(RM)2  +  ...(1) 

AARC  =»  (RA)2  +  (RC)2  =  2(RM)2  +  ^  ...(2) 

Pero,  AC  =  BD.  Por  lo  tanto  (1 )  =  (2). 

Entonces:  (RA)2  +  (RC)2  =  (RB)2  +  (RD)2 
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14.  ABC  es  un  triángulo  equilátero  dejado  6  cm,  conte- 
nido  en  un  piano  P.  Se  elevan:  BQ 1  P  y  CR  1  P,  de 
modo  que  BQ  =  6  cm  y  CR  =  3  cm.  Hallar  el  área 
de  la  región  triangular  AQR. 

Resolución: 


En  kABQ:  AB  =  BQ  =  6 

=•  AQ  =  6j2  ...(2) 

Se  traza  RF  ±  QB 

En  kACR:  (AR)2=  32  +  62  =•  AR  =  3  V5 
En  kRFQ:  (RQ)2  =  32  +  62  =>  RQ  =  3^5 
AR  =  RQ  =»  AARQ,  isósceles 

Luego:  AT  =  TQ  =  ^  =  ^  =  3V2  =»  AT  =  3V2 

En  fcATR:  (RT)2  +  (AT)2  =  (AR)2 
=»  (RT)2  +  (3/2)2  =  (3V5)2 
=.  RT  =  3i3  ...(3) 

Sustituyendo  (2)  y  (3),  en  (1): 

SA0R  =  i(6^2)(3V3)  SAQR  =  9V6 


15.  BAC  es  un  triángulo  recto  en  A,  AB  =  6  y  AC  =  8. 
Por  su  incentro  I,  se  eleva  IH  perpendicular  al  pia¬ 
no  ABC,  siendo  IH  =  3.  Hallar  HC. 

Resolución: 


Sean  F  y  T,  puntos  de  tangencia  de  la  circunferen- 
cia  inscrita  en  el  AABC,  a  los  lados  BC,  AC. 

=*  IT  =  IF  =  r  (inradio) 

Por  el  teorema  de  Pitágoras  en  kABC:  BC  =  10. 
Por  el  teorema  de  Poncelet:  BC  4-  2r  =  AB  +  AC 
=>  10  +  2r  =  6  +  8  =>  r  =  2 
Luego: AT  =  r  =  2  A  TC  =  8-  2  =  6  =  CF 
Por  el  teorema  de  las  trés  perpendiculares: 

HF  1  BC,  por  ser  Hl  1  piano  ABC,  IF  1  BC. 

En  kHFC: 

x2  =  (HF)2  +  (CF)2  =>  x2  =  (HF)2  +  62  ...(1) 

En  kHIF:  (HF)2  =  32  +  r2  =>  (HF)2  =  32  +  22  ...(2) 
De  (2)  en  (1):  x2  =  62  +  32  +  22 
x  =  7 


PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


■  ■  ■ 


1.  En  la  figura,  ST  es  la  intersección  de  los  planos 
Hy  R. 


AC  n  OH:  {E}:  B  e  OR 
AB  n  £7H:  {Q}: 

AC  II OR 


G  e  OR  y  G  es  baricentro  dél  AABC. 
qí-  AE  5  .  u-ii-..  AQ 
S  '  EC  =  3’  halar  qb 


Resolución: 


M  =  5  Sean.  AE  =  5n  y  EC  =  3n 
EC  3 

Con  las  prolongaciones  hechas:  FB  // AC 
BG  =  2(GM)  (propiedad  dél  baricentro) 
AM  =  MC  =>  AM  =  4n  y  ME  =  n. 


FB  -  r  -  FR  -  n 
~rT  ~  2r  ^  FB  ~  2 


T 


A  FGB  ~  AEGM 
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AEQA-  AFQB 


AQ 

QB 


=  10 


AQ  AE  AQ  4n  +  n 
QB  FB  "*  QB  n 
2 


2.  Un  paralelepípedo  rectangular  recto,  es  el  sólido 
formado  por  6  regiones  rectangulares  llamadas 
caras.  Dos  caras  opuestas  cualesquiera  són  con- 
gruentes  entre  sí  y  ubicadas  en  planos  paralelos. 
Llamemos  a,  b  y  c,  las  longitudes  de  trés  aristas 
concurrentes  en  un  vértice.  Sí  “d”  es  longitud  de 
una  diagonal  dél  paralelepípedo,  demostrar  que: 
d2  =  a2  +  b2  +  c2 

Resolución: 


La  figura  muestra  un  paralelepípedo  rectangular 
recto  (semejante  a  una  caja  rectangular). 

•  A,  B,  C,...  són  los  vértices. 

AB,  BC,  CH,...  són  las  aristas. 

•  CF,  HG,  BE,  AD,  són  diagonales  dél  sólido 
(unen  dós  vértices  de  caras  diferentes). 

•  Sean:AF  =  a,  EF  =  by  GF  =  c.  Además:CF  =  d. 

•  En  el  ACHF,  CH  1  HF,  Por  ser  CH  1  piano 
AHEF: 

d2  =  (HF)2  +  (CH)2...(1)  (teorema  de  Pitágoras) 

•  Siendo:  CH  =  c  y  en  el  LJHAF:  (HF)2  =  a2  +  b2 

•  Al  sustituir  en  (1):  d2  =  a2  +  b2  +  c2 

3.  En  un  cubo,  la  longitud  de  una  diagonal  en  térmi- 
nos  de  la  longitud  a  de  una  arista  es: 

Resolución: 


Por  propiedad:  d2  =  a2  +  a2  +  a2  (para  el  cubo) 

=>  d2  =  3a2  d  =  a/3  (formula) 

4.  Dos  aristas  opuestas  de  un  tetraedro,  són  perpen- 
diculares  entre  sí.  Demostrar  que  por  una  de  ellas 
es  posible  pasar  un  piano  perpendicular  a  la  otra. 

Resolución. 


Sea  ABCD  el  tetraedro,  donde  las  aristas  opuestas 
AC  y  DB  són  perpendiculares  entre  sí,  según  dato. 

Tracemos  BR  1  AC.  Entonces:  piano  BRD  1AC, 
ya  que:  AC  1  BD  por  hipótesis. 

AC  1  BR  por  construcción. 

5.  En  el  gráfico  mostrado  ABCD  es  un  cuadrado  de 

Q  — 

centro  O  y  lado  ^V2m,  QN  =  QM,  QF  es  perpen¬ 
dicular  al  piano  que  contiene  a  ABCD  y  F  se  en- 
cuentra  en  dicho  piano.  Calcular  PF,  sí:  AQ  =  8  m, 
QC  =  10  m  y  mZOPH  =  30°. 


Teorema  de  proyección  de  la  mediana;  AAQC: 

102  -  82  =  2(9)(OH)  =>  OH  =  2 

kOPH  (30°;  60°):  OP  =  4 
E^FHO  (45°;  45°):  FO  =  2V2 
kPFO:  x  =  2V2 

6.  Dadas  trés  rectas  alabeadas,  T ,  V ,  T ,  conte- 
nidas  en  planos  paralelos.  ^Cuántas  rectas  són 
posibles  de  trazar,  de  modo  que  intersequen  a  las 
anteriores? 

Resolución: 


AZ 7 


Fig.  (1) 
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l 

Fig.  (2) 


Consideramos  la  fig.  (1)  que  cumple  con  la  condi- 
ción  de  que  x,  y,  z  se  ubiquen  en  planos  paralelos 
P,  Qt  R.  Para  dar  solución  al  probléma,  tomemos 
un  punto  cualquiera  A,  sobre  V . 

Luego,  el  piano  H,  determinado  por  A  y  la  rec- 
ta  y,  interseca  a  T  en  un  punto  M.  Es  claro  que 
OH  interseca  a  la  T  en  un  punto  M.  Es  claro  que 
OH  interseca  a  T ,  porque  la  intersección  de  H  y 
R  es  una  recta  y’  paralela  a  V  (según  teória)  y  de 
hecho  y’  intersecará  a  ? . 

Así,  la  recta  AM  soluciona  el  probléma,  puesto  que 
también  interseca  a  V,  en  el  punto  N.  Como  el 
punto  A  es  arbitrario,  existirán  infinidad  de  rectas 
que  cumplen  la  condición,  basta  variar  dicho  punto 
sobre  V. 


En  AEAQ,  teorema  de  Pitágoras: 

(EQ)2  =  (VÍ3)2  +  (V3)2  =»  EQ  =  4 
Luego:  |||  =  |  .-.  En  kEQR:  x  =  53° 

8.  AA’,  BB\  CC’  y  DD’  són  aristas  laterales  de  un  cubo 
(ABCD  es  una  cara).  Hallar  la  distancia  dél  punto 
medio  M  de  B’C’  a  la  diagonal  A’C,  si  AB  =  a. 

Resolución: 


MH  1  A’C 

En  bAB’M:  (A'M)2  =  a2  +  (|)2  =»  A'M  =  |V5 

Como  kMC’C  s  LA’B'M:  MC  =  A'M. 

=*  AA’MC  (isósceles) 

Luego:  A'H=  HC  =  ^  ^ 

Finalmente,  en  kA’HM:  (MH)2  =  (A’M)2  -  (A’H)2 

-  (MH)2=(|/5)2-(|/3)2  §V5 


7.  ABC  es  un_thángulo  equilátero  de  lado  4  cm.  Por 
A,  se  traza  AE  perpendicular  al  piano  ABC,  tál  que 
AE  =  Vt3  cm.  Si  R  es  punto  medio  de  BC,  hallar  la 
medida  dél  ángulo  con  que  se  cruzan  los  segmen- 
tos  AB  y  ER. 

Resolución: 


Se  traza  por  R  una  paralela  a  AB,  cortando  AC  en 
N,  x  es  la  medida  dél  ángulo  pedido. 

Sea  AQ  1  RN 

Según  el  teorema  de  las  trés  perpendiculares: 
EQ1QR 

ARNC,  equilátero:  RN  =  2 
kAQN,  notable  (30°;  60°) 

NQ  =  M  =  i  y  AQ  =  iZ  =>  QR  =  3 


9.  ^Cuál  es  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  de  un 
piano  H  cuya  distancia  a  un  punto  P,  situado  a  2 
metrós  dél  piano,  varia  entre  3  y  4  metrós? 

Resolución: 


p 


Del  gráfico,  la  respuesta  es  E 

PO  =  2,  es  la  distancia  dél  punto  P  al  piano  H. 

PA  =  £y  PB  =  4 

OA  y  OB  són  rádiós  de  dós  círculos  concéntricos. 
.*.  Se  observa  que:  3  <  PE  <  4 

10.  Dadas  las  siguientes  proposiciones.  ^Cuáles  són 
correctas? 

I.  Todos  los  planos  paralelos  a  una  recta  són  pa¬ 
ralelos  entre  sí. 

II.  Si  la  recta  L 1  es  paralela  al  piano  P,  un  piano 
Q  contiene  a  L \  y  £7Q  interseca  a  £7P  en  una 
recta  L^t  entonces  es  paralelo  a  Cv 


474  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


III.  Dos  rectas  perpendiculares  a  una  tercera  nece- 
sariamente  són  paralelos. 

Resolución: 

I.  Los  planos  paralelos  a  una  recta  dada  pueden 
ser  secantes  o  paralelas  entre  sí. 


La  proposición  es  falsa. 


II.  Sí  L2  es  paralelo  a  L,.  se  cumple: 


La  proposición  es  verdadera. 


III.  Pueden  ser  alabeadas  o  cruzadas. 


La  proposición  es  falsa. 

.-.  FVF 

11.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones: 

I.  Dos  rectas  paralelas  al  mismo  piano  són  para¬ 
lelas  entre  sí. 

II.  Por  un  punto  de  un  piano  solo  se  puede  trazar 
una  recta  perpendicular  al  piano. 

III.  Todas  las  rectas  paralelas  entre  sí  són  coplanares. 

Resolución: 

I.  Si  dós  rectas  paralelas  al  mismo  piano;  las  rec¬ 
tas  pueden  ser  cruzadas,  secantes  o  paralelas. 
La  proposición  es  falsa. 

II.  Veamos  el  caso  recíproco;  por  un  punto  de  una 
recta  solo  puede  pasar  un  piano,  que  le  sea  per¬ 
pendicular. 

La  proposición  verdadera. 

III.  Las  rectas  que  pasan  por  los  puntos  de  la  cir- 
cunferencia  dada  se  llama  la  directriz  de  la  su- 


perficie  cilíndrica,  dichas  rectas  són  paralelas 
entre  sí  y  no  són  coplanares. 

La  proposición  es  falsa. 

.-.  FVF 

12.  Indicar  el  valor  de  verdad  en  las  siguientes  propo- 

siciones. 

I.  Si  las  proyecciones  ortogonales  de  una  figura 
sobre  dós  planos  perpendiculares  són  rectas, 
entonces  dicha  figura  es  una  recta. 

II.  Si  dós  planos  són  perpendiculares  a  un  tercer  piano, 
entonces  los  dós  primeros  planos  són  paralelos. 

III.  Si  las  medidas  de  los  ángulos  entre  una  recta  y 
dós  planos  són  con  congruentes,  entonces  di- 
chos  planos  són  paralelos. 

Resolución: 


Las  proyecciones  ortogonales  dél  piano  H  so¬ 
bre  dós  planos  perpendiculares  són  rectas. 

La  proposición  es  falsa. 

II.  Si  dós  planos  són  perpendiculares,  todo  piano 
perpendicular  a  su  intersección  es  perpendicu¬ 
lar  a  ambos. 

La  proposición  es  falsa. 


Según  la  figura,  la  proposición  es  falsa. 

.-.  FFF 

13.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  La  proyección  ortogonal  de  dós  rectas  parale¬ 
las  sobre  un  piano  són  2  rectas  paralelas. 

II.  La  proyección  ortogonal  de  2  rectas  perpendi¬ 
culares  sobre  un  piano  formán  un  ángulo  agudo. 

III.  La  proyección  ortogonal  de  2  rectas  cruzadas 
sobre  un  piano  són  dós  rectas  paralelas. 

Resolución: 

I.  La  proyección  ortogonal  de  dós  rectas  parale¬ 
las  sobre  un  piano  de  proyección,  serén  parale¬ 
las  o  aparecerán  como  puntos. 

La  proposición  es  verdadera. 
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Según  la  figura,  la  proposición  es  falsa. 


Según  la  figura,  la  proposición  es  falsa. 
VFF 


I.  Toda  recta  paralela  al  piano  será  paralela  a  la 
recta  dada. 

II.  Todo  piano  perpendicular  al  piano  dado  será 
paralelo  a  la  recta  dada. 

III.  Toda  recta  que  es  perpendicular  al  piano  tendrá 
que  ser  perpendicular  a  la  recta. 

IV.  Toda  recta  perpendicular  a  la  recta  dada  será 
paralela  al  piano. 

V.  Ninguna  de  las  afirmaciones  anteriores  es  co- 
rrecta. 

Resolución: 

Si  un  piano  es  paralelo  a  una  recta,  toda  recta  que 

es  perpendicular  al  piano  tendrá  que  ser  perpendi¬ 
cular  a  la  recta. 


14.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Sean  una  recta  y  un  piano;  si  la  recta  es  para¬ 
lela  a  una  recta  dél  piano,  entonces  la  recta  es 
paralela  al  piano. 

II.  Sean  dós  rectas  cruzadas,  por  todo  punto  exte¬ 
riőr  a  dichas  rectas  se  traza  un  piano  paralelo  a 
las  rectas  dadas. 

III.  Si  dós  planos  tienen  un  punto  común,  entonces 
tienen  una  recta  común. 


Resolución: 

I. 


II. 


III.  La  proposición  es  verdadera. 
.-.  VFV 


Es  verdad  solo  III. 

16.  Dados  dós  puntos  fijos  A  y  B;  sea  K  un  valor  dado. 
Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  M  dél  es- 
pacio  tales  que:  (MA)2  -  (MB)2  =  K2 

Resolución: 


Para  todo  punto  M  de  L,  se  cumple: 
(MA)2  -  (MB)2  =  K2. 


17.  Sea  L  una  recta  de  un  piano  P;  O  un  punto  exteriőr 
al  piano;  se  une  O  con  un  punto  A  de  TT  y  se  traza 
por  O  el  piano  Q  perpendicular  a  OA.  Demostrar 
que  las  rectas  de  intersección  de  los  planos  Q  y  P, 
cuando  A  se  desplaza  en  L  ,  pasan  por  un  punto 
fijo. 

Resolución: 


15.  Si  un  piano  es  paralelo  a  una  línea  recta.  Entonces 
es  verdad  que: 


A 
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Cuando  cumple  el  teorema  de  las  trés  perpendicu- 
lares,  las  rectas  de  intersección  de  los  planos  Q  y  P, 
cuando  A  se  desplaza  en  L,  pasan  por  el  punto  fijo  H. 

18.  Dos  rectas  AB  y  CD  se  cruzan  determinando 
un  ángulo  que  midé  60°.  Si  AC  es  la  mínima 
distancia,  y  la  mZABC  =  45°,  mZADC  =  30°  y 
BD  =  6i/5  -/3m.  CalcularAC,  (en  m). 

Resolución: 


Por  propiedad: 

ADCH:  a2  =  (x/3)2  +  x2  -  x(xV3) 
a  =  Ux2  -  x273 

kBHD:  36(5  -  73 )  =  x2  +  4x2  -  x2V3 

36(5-  73)  =  x2(5-  73)  =*  x  =  6 

19.  AB  y  PR  se  cruzan  en  el  espacio,  AP  =  9  cm  y 
BR  =  6  cm  respectivamente.  Hallar  la  longitud  dél 
segmento  que  une  los  puntos  medios  de  AB  y  PR, 
sabiendo  que  es  el  mayor  entero  posible  (en  cm). 

Resolución: 


Se  traza  L  //  RB 

APRA;  por  Teorema  de  puntos  medios:  NL  =  4,5 
AABR:  LM  =  3 
ALNM;  por  teorema: 

4,5  -  3  <  x  <  4,5  +  3  =>  1,5  <  x  <  7,  5 
.*.  El  mayor  valor  entero  de  x  es  7  m. 

20.  Calcular  el  número  máximo  de  planos,  que  se  pue- 
den  determinar  con  10  puntos  en  el  espacio,  tál 
que  3  puntos  no  són  colineales. 

Resolución: 

Con  trés  puntos  no  colineales  se  determina  un 
piano,  el  número  máximo  de  planos  que  se  puede 


formar  con  10  puntos,  serán  las  combinaciones  de 
todos  ellos  tomados  de  trés  en  trés,  es  decir: 
rio__  10! 

3  31(10-3)! 

^10  _  10x9x8x7! 

"  63T7! 

^10  _  10x3x3x2x4 
C3  -  g 

C20=  120 

21.  Determinar  verdadero  (V)  o  falso  (F)  según  corres- 
ponda: 

I.  Trés  puntos  siempre  determinan  un  piano. 

II.  La  intersección  de  trés  planos  secantes  siem¬ 
pre  determinan  un  punto. 

III.  El  número  mínimo  de  planos  que  determinan  4 
rectas  paralelas  es  unó. 

Resolución: 

I.  No  siempre,  porque  si  los  3  puntos  són  colinea¬ 
les,  entonces  no  existe  piano  alguno. 

La  proposición  es  falsa. 

II.  No  siempre,  porque  existen  más  casos  cuando 
trés  planos  són  secantes. 

La  proposición  es  falsa. 

III.  Cuando  las  4  rectas  paralelas  són  coplanares, 
el  mínimo  número  de  planos  que  determinan  es 
unó. 

La  proposición  es  verdadera. 

.-.  FFV 

22.  Dos  planos  P  y  Q  se  intersecan  en  una  recta  L. 
Si  un  segmento  AB  de  longitud  “a”  se  encuentra 
en  el  piano  P  e  interseca  a  la  recta  L  formando  un 
ángulo,  cuya  medida  es  45°.  Hallar  la  longitud  de  la 
proyección  dél  segmento  sobre  el  piano  Q. 


Resolución: 
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kABH;  por  el  teorema  de  Pitágoras: 


23.  El  cuadrado  KLMN  y  el  triángulo  equilátero  KLP,  se 
encuentran  en  planos  perpendiculares.  Si  G  es  el 
baricentro  de  la  región  triangular  KLP  y  Q  es  punto 
medio  KN  y  MN=  L,  hallar  la  longitud  de  GQ. 

Resolución 


kHQK:  HQ  = 
t.GHQ:x2=  + 


x2 


L2 

12 

Bl 

12 


x  = 


„2  L2  +  6L2 
12 


U7 

2l3 


X  = 


L/2Í 

6 


24.  La  distancia  entre  dós  rectas  MNy  PQ  que  se  cru- 
zan,  está  dada  por  el  segmento  EF  de  10  m  de 
longitud  (E  e  MN  y  F  e  PQ).  Si  un  punto  A  de  MN 
dista  de  F  y  PQ  26  m  y  2/61  m  respectivamente, 
hallar  la  medida  dél  ángulo  que  formán  las  rectas 
MN  y  PQ. 

Resolución: 


medios  de  UP,  UT  y  AB  respectivamente,  hallar  el 
área  de  la  región  triangular  CDB. 


Resolución: 


26.  Los  segmentos  MN  y  PQ  se  cruzan  ortogonalmen- 
te.  Si  MN  =  PQ  =  L,  hallar  la  longitud  dél  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  MP  y  NQ. 


Resolución: 


27.  En  un  hexaedro  regular  KLMN  -  PQRS.  Si  A,  B,  C 
y  D  són  puntos  medios  de  KP,  PQ,  QR  y  RM,  hallar 
la  suma  dejas  medidas  dél  ángulo  que  formán  al 
cruzarse  AB  con  CD;  CD  con  NM  y  AB  con  NM. 


kFAB:  FB  =  24 
kABC:  BC  =  12 

kFBC  notable:  FB  =  2(BC)  =  24 
.*.  0=  30° 


25.  Las  regiones  cuadradas  PQRS  y  PQTU  són  per¬ 
pendiculares,  siendo  C  el  centro  dél  cuadrado 
PQRS,  cuyo  lado  midé  L.  Si  A,  B  y  D  són  puntos 


Resolución: 


Las  medidas  de  los  ángulos  formados  por: 
AB  con  CD  el  60° 

CD  con  NM  es  a  =  90° 

AB  con  NM  es  45°  .\  La  suma  es:  195° 
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28.  ^Cuántos  planos  como  máximo  se  determinan  con 
15  puntos? 

Resolución: 

Se  sabe  que  trés  puntos  no  colineales  determinan 
un  piano.  Si  n  es  la  cantidad  de  puntos  por  análisis 
combinatorio  se  tendría  que  la  cantidad  de  planos 
sería: 

r<n  n!  „„  _  n(n  -  1)(n  -  2) 

3  (n  -  3)13!  ~  3_  6 

Para  n  =  15:  455  planos. 

29.  Desde  un  punto  exteriőr  a  un  piano  se  trazan  trés 
segmentos  oblicuos  de  10  cm  de  longitud,  de  ma- 
nera  que  sus  pies  són  los  vértices  de  un  triángulo 
equilátero  de  18  cm  de  perímetro.  Calcular  la  dis¬ 
tancia  dél  punto  al  piano. 

Resolución: 


Sea  F  un  punto  exteriőr  al  piano  P,  se  trazan  las 
oblicuas  FA  =  FB  =  FC  =  10  cm;  A,  B  y  C  són  los 
vértices  de  un  triángulo  equilátero  cuyo  lado  será 
igual  a  6  cm.  Sea  FO  =  x  la  distancia  dél  punto  F  al 
piano  P. 

Los  triángulos  rectángulos  AOF,  BOF  y  COF  són 
congruentes,  luego:  OA  =  OB  =  OC  =  R;  O  será  el 
centro  dél  triángulo  equilátero.  Entonces:AB  =  R/3 
(formula  dél  lado  dél  triángulo  equilátero). 

6  =  R/3 ;  R  =  2/3 

kBOF:  x2  +  R2  =  102  =>  x2  +  (2V3  f  =  102 
x  =  2V22 


30.  Se  tienen  los  segmentos  ortogonales  AB  =  10  cm 
y  CD  =  24  cm.  Hallar  la  longitud  dél  segmento  que 
une  los  puntos  medios  de  AC  y  BD. 

Resolución: 


Sea  MN  =  x 

Unimos  B  con  C  y  en  el  triángulo  ABC  trazamos 
MF  //ÁB;  luego,  BF  =  FC  y  MF  =  4^  =  5. 
(Teorema  de  los  puntos  medios). 


En  el  triángulo  CBD  unimos  F  con  N, 

Luego:  FN  //  CD;  FN  =  ^  =  12 

(Teorema  de  los  puntos  medios). 

Como  AB  y  CD  són  ortogonales:  mZMFN  =  90° 
k.MFN:  x2  =  52  +  122  .-.  x  =  13  cm 

31.  Se  tiene  un  cuadrado  ABCD  y  un  triángulo  equi¬ 
látero  ABE  situado  en  planos  perpendiculares 
respectivamente.  Si:  AB  =  a.  Hallar  la  longitud  dél 
segmento  que  une  los  centros  de  dichos  polígonos 
regulares. 

Resolución: 


Sean  P  y  Q  los  planos  perpendiculares  en  los  cua- 
les  están  situados  el  triángulo  equilátero  ABE  y  el 
cuadrado  ABCD  respectivamente. 

En  el  AABE  trazamos  la  altura  EH  entonces: 

EH  =  -|/3  (altura  dél  triángulo  equilátero) 

Sea  G  el  centro  dél  AABC  =>  EG  =  2(GH) 

Luego:  GH  =  |-/3 

Sea  O  el  centro  dél  cuadrado  ABCD: 

=*  OH  JLÁByÖH  =  | 

Sea  GO  =  x;  la  distancia  pedida:  mzGHO  =  90° 
ya  que  los  planos  P  y  Q  són  perpendiculares. 
Luego:  x2  =  (GH)2  +  (HO)2 

*•($*?*&  •*-af 

32.  Sea  PMQ  un  triángulo  rectángulo  isósceles  tál  que: 
MP  =  MQ  =  a  por  M  se  traza  una  perpendicular 
al  piano  dél  triángulo  y  se  construye  MS  =  -|/2; 

se  trazan  los  segmentos  SP  y  SQ.  Determinar  la 
medida  dél  ángulo  diedro  cuya  arista  es  PQ. 

Resolución: 

s 
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En  el  kPMQ  trazamos  la  altura  MF;  como  PQ  =  a/2 
=»  MF  =  PF  =  FQ  =  ^ 

Por  el  teorema  de  las  trés  perpendiculares  tene- 
mos  que:  SF  _L  PQ  luego,_la_mZMFS  =  a  es  la 
medida  dél  diedro  de  arista  PQ. 
kSMF:  SM  =  MF  =  |^2  .-.  a  =  45° 


33.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Todo  piano  determinado  por  dós  rectas  parale- 
las  a  otro  piano,  es  siempre  paralelo  al  segundo. 

II.  Todos  los  planos  paralelos  a  una  recta  són  pa- 
ralelos  entre  sí. 

III.  Todo  piano  perpendicular  a  una  reta  situada  en 
un  piano  es  perpendicular  al  piano. 


Resolución: 

I.  Falsa 

Todo  piano  determinado  por  dós  rectas  parale- 
las  a  otro  piano,  puede  ser  secante  o  paralela  al 
piano  dado. 


II.  Falsa 

Los  planos  paralelos  a  una  recta  dada  pueden 
ser  secantes  o  paralelas  entre  sí. 


III.  Verdadera 

Si  dós  planos  són  perpendiculares,  una  recta 
perteneciente  a  unó  de  ellos  y  perpendicular  a 
la  intersección  de  los  planos  seré  también  per¬ 
pendicular  al  otro  piano. 


.-.  FFV 

34.  Indique  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  pro- 
posiciones: 

I.  Dos  rectas  perpendiculares  a  una  tercera  recta 
són  necesariamente  paralelas  entre  sí. 

II.  El  lugar  geométrico  de  los  pies  de  los  segmen- 
tos  oblicuos  de  igual  longitud  trazados  desde  un 
mismo  punto  a  un  piano  es  una  circunferencia. 


III.  Por  una  recta  cualquiera  dél  espacio  se  puede 
trazar  un  piano  perpendicular  a  otro  piano  dado. 

Resolución: 

I.  Falsa 

En  el  espacio,  dós  rectas  perpendiculares  a 
una  tercera,  pueden  ser  rectas  alabeadas,  se¬ 
cantes  o  paralelas. 

II.  Verdadera 

Por  ejemplo,  el  cono  de  revolución. 

Ili  Verdadera 

Por  una  recta  oblicua  a  un  piano  se  puede  tra¬ 
zar  un  solo  piano  perpendicular  al  primero. 


.-.  FW 


35.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  un  piano,  todo 
piano  que  contiene  a  la  recta  es  perpendicular 
al  piano  dado. 

II.  Dada  trés  rectas  paralelas  entre  si,  entonces 
estas  són  coplanarias. 

III.  Dadas  dós  rectas  que  se  cruzan,  entonces  siem¬ 
pre  existe  una  recta  perpendicular  a  ambas. 


Resolución: 

I.  Verdadera 


J><1 


II.  Falsa 

En  el  espacio  trés  rectas  paralelas  no  necesa¬ 
riamente  están  en  el  mismo  piano. 


LJI  L2//  L3 
L,  (tUP 


III  Verdadera 

En  el  espacio,  dós  rectas  perpendiculares  a 
una  tercera,  pueden  ser  rectas  cruzadas,  se¬ 
cantes  o  paralelas. 


.-.  VFV 
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36.  Determinar  el  valor  de  verdad  de: 

I.  Si  L  es  una  recta  dada  y  P  un  piano,  entonces 
siempre  existe  otro  piano  paralelo  a  P  y  que 
contiene  a  L. 

II.  Una  recta  perpendicular  a  la  intersección  de 
dós  planos  perpendiculares  entre  sí,  esté  siem¬ 
pre  contenida  en  unó  de  ellos. 

III.  Si  dós  rectas  se  cruzan,  por  una  de  ellas  puede 
pasar  un  único  piano  paralelo  a  la  otra  recta. 

Resolución: 

I.  Falsa 


la 


En  el  gráfico  vemos  que  OP II  OH,  fDero  L  (£  OH 
La  proposición  solo  se  cumplirá  si  L  c  OH 

Falsa 

Nuevamente  un  rectoedro. 


a 

3^ 

-r'  L 

P1H;P1Q;H1Q  =>  a  _L  L 

Luego  L  no  necesariamente  esté  incluido  en  el 

piano  P  o  en  el  piano  H. 

En  consecuencia,  la  proposición  es  falsa. 

Verdadera 

OH  II OQ 


Rectoedro 


.-.  FFV 

37.  Se  tiene  las  rectas  cruzadas  L1  y  L2,  y  un  punto 

A  que  no  pertenece  a  L1  tampoco  a  L2  entonces: 

indique  el  valor  de  verdad  de: 

I.  Siempre  es  posible  trazar  por  A  una  recta  que 
interseca  a  L,  y  a  L2. 

II.  Siempre  es  posible  trazar  por  A  una  recta  per¬ 
pendicular  a  y  L2. 

III.  Siempre  es  posible  trazar  un  piano  que  conten- 
ga  al  punto  A  y  que  sea  paralela  a  L,  y  a  L2. 

Resolución: 

El  sólido  es  un  rectoedro. 


I.  Falsa^ 

L3  n  L,  =  I  A  L3  +  L2  =  0 

II.  Verdadera  _ 

L1Z7P  A  L1Z7H 

En  consecuencia,  L  es  perpendicular  a  L,  y  L2. 

III.  Falsa 

A  g  OP  A  L,  c  OP  =>  L!  no  paralelo  OP. 

.-.  FVF 

38.  Sea  ABC  un  triángulo  recto  en  B  y  BA  =  BC  =  L, 

dél  vértice  B  se  raza  el  segmento  BD  perpendicular 

I  Jő 

al  triángulo  tál  que  BD  =  Hallar  el  área  de  la 
región  triangular  ADC. 

Resolución: 


(DM)2=^  +  L  =  l2  *  DM  =  L 

-  Vdc  =  |(LV2)(L)  /W  =  ^ 

39.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  los  siguientes  enunciados: 

I .  Sea  el  piano  P  y  la  recta  L,  A  e  L,  B  e  L,  siendo 
las  proyecciones  ortogonales  de  estos  puntos 
sobre  P  los  puntos  Cy  D,  respectivamente,  si 
AC  =  BD.  Entonces  L//OP. 

II.  Si  dós  rectas  no  són  paralelas  ni  se  intersecan, 
entonces  dichas  rectas  se  cruzan. 

III.  Si  tiene  4  puntos  cualesquiera  no  coplanarios 
en  el  espacio,  existirá  un  punto  que  equidista 
de  estos  4  puntos. 

Resolución: 


I.  Verdadera 

Sabemos  que  CABD  es  un  rectángulo 
AC  =  BD  A  AB  //  CD  =>  L//  £7P. 

II  Verdadera 

Es  evidente  la  proposición,  en  consecuencia  es 

verdadera  B  „ _ ..  A 

III.  Verdadera 

P  es  el  punto  equidis- 
tante  de  A,  B,  C  y  D 


.*.  VW 
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40.  En  un  cubo  la  diagonal  de  un  cubo  y  la  diagonal 
de  una  cara,  se  cruzan,  halle  la  medida  dél  ángulo 
formado. 

Resolución: 


Se  traza  QM  //  CA,  entonces  0  es  la  medida  dél 
ángulo  buscado. 

El  APMN  es  isósceles  PM  =  MN  y  como  PQ  =  QN, 
entonces  MQ  es  mediatriz  de  PN.  .-.  0  =  90° 

41.  El  triángulo  equilátero  ABC  esté  inscrito  en  una  cir- 
cunferencia  de  rádió  r.  Por  B  se  traza  BP  perpendi- 
cular  al  piano  de  la  circunferencia,  tál  que  BP  =  2r, 
calcule  el  área  de  la  región  triangular  APC. 

Resolución: 


fcPBC:  PC  =  r/7;txPBA:  PA=  rV7;fc.PHC:  PH  =  ^ 

-  A^pc  =  j(r/3)(f)  •••  /Wc  =  ^r2 

42.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Dos  rectas  L1  y  L2  són  paralelas  a  un  piano  P; 
entonces,  las  rectas  L ,  y  L2  són  rectas  paralelas. 

II.  Una  recta  es  paralela  a  un  piano  P  y  también  a 
otro  piano  Q.  Entonces  P  y  Q  són  planos  para- 
lelos. 

III.  Dos  rectas  paralelas  L,  y  L2,  són  paralelas  a  un 
piano  P,  entonces  el  piano  Q  determinado  por 
L,  y  L2  será  paralelo  al  piano  P. 

Resolución: 

I.  Falsa 


LJ/OP  A  L2//£7P 
Pero  L,  A  L2  no  són  paralelos. 


II.  Falsa 


m  //  OP  A  m  //  OO 
Pero  los  planos  P  y  Q  no  són  paralelos. 
III.  Falso 


Li 

5ÍS 

yi 

L1 II  L2;  L,  //  OP  A  L2  //  OP  =>  OP  n  OO.  =  rí 

.-.  FFF 

43.  ABCD  es  un  paralelogramo  contenido  en  el  pia¬ 
no  H  y  V  es  un  punto  exteriőr.  Si  AC  n  BD  =  O, 
M  es  punto  medio  de  AV  ,  N  punto  medio  de  BC, 
y  VD  =  VC  =  CD,  calcular  mZMON. 

Resolución: 

V 


AAVC:  MO  es  base  média  y  MO  =  n. 

AAVD;  MQ  es  base  média  y  MQ  =  n 
Pero:  QO=  ON  =  n,  entonces  el  AQMO  es  equilá¬ 
tero. 

.-.  x  =  120 

44.  Los  cuadrados  ABCD  y  CDEF  están  ubicados  en 
planos  perpendiculares.  Halle  la  medida  dél  ángulo 
que  determinan  los  segmentos  BD  y  AF. 

Resolución: 


L.FCA:  MN  es  base  média  y  0  es  la  medida  dél  án¬ 
gulo  buscado. 

Por  el  teorema  de  las  trés  perpendiculares:  0  =  90° 
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45.  En  la  figura  mostrada,  las  rectas  L1  y  L2  se  cruzan 
y  determinan  un  ángulo  que  midé  26°30’.  Calcular 
la  medida  dél  ángulo  determinado  por  MN  y  PQ. 


t^PQN  isósceles:  PQ  =  QN  =  2a 
LJHQN  (5372  y  12772):  NQ  =  2a  =>  QH  =  a 
^PHQ  (notable):  PQ  =  2(QH)  =  2a 
x  =  30° 

46.  Se  ubica  el  punto  P,  exteriőr  al  piano  que  contie- 
ne  al  rectángulo  ABCD,  de  manera  que  PA  =  1; 
PB  =  2  y  PC  =  3.  Hallar  PD. 

Resolución: 


Resolución: 

M  P 


►L, 

1-2 

Por  H,  se  traza  L  //  L1 

Trazamos  PH  _L  L,,  pero  PQ  _L  L2  =>  HQ  _L  L2 
(Por  teorema  de  las  tres  perpendiculares) 


Si:  PA  _L  ZI7ABCD  y  AB  _L  BC  =>  PB  _L  BC 
kPBC  (Teorema  de  Pitágoras): 

(BC)2  =  32  -  22  =>  BC  =  •/9^4  =>  BC  =  V5 
t^PAD:  x2  =  I2  +  (■íöf  =»  x  =  VTT5 
x  =  V6 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  201 1  -  II) 

En  un  triángulo  ABC  en  el  espacio,  la  altura  relativa  a 
AC  es  5/3  cm.  Sus  vértices  A  y  C  estén  en  un  piano 
horizontal  P  y  el  vértice  B  es  exteriőr  a  P  de  modo  que 
el  diedro  B-AC-B’  (B’  es  la  proyección  de  B  sobre  P) 
midé  37°.  Si  AB’  =  10  cm,  entonces  la  longitud  de  AB 
(en  cm)  es: 

A)  10  B)  10,6  0/127 

D)  5^6  E)  6^5 


Resolución: 


A)  2  B)  3 

D) 6  E) 8 

Resolución: 

Piden:  3x 
Teorema  de  Tales: 
x+ 1  y 
3x  2y 

Resolviendo:  x  =  2 
Luego:  BC  =  3x  =  3(2) 
.*.  BC  =  6 


C)  4 


PROBLÉMA  3  (UNI  2013  ■  I) 

Desde  un  punto  exteriőr  a  un  piano  se  trazan  trés  obli- 
cuas  congruentes  de  14  m  de  longitud,  de  modo  que 
sus  pies  són  los  vértices  de  un  triángulo  equilátero  cuya 

Q  A 

área  es  ^/3  m2.  Calcule  la  distancia  dél  punto  al  piano. 
A)  9  B)  10  C)  11  D)  12  E)  13 


PROBLÉMA  2  (UNI  2012  - 1) 

Sean  P.,,  P2,  P3  planos  paralelos.  La  recta  L1  corta  al 
piano  P)  en  A,  al  piano  P2  en  B  y  al  piano  P3  en  C,  de  tál 

manera  que  AB  =  J-BC  +  1.  Otra  recta  L2  corta  al  piano 

O 

Fi  en  F,  al  piano  P2  en  E  y  al  piano  P3  en  D. 

Si  FE  =  ÍED,  halle  BC. 


Resolución: 
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Piden:  h 

D„„:Vk,Í^Í  .  aVI.fflS  ,„9 

O:  circuncentro  dél  AABC  =*  OC  =  3/3 
kPOC,  por  el  teorema  de  Pitágoras: 

142  =  h2  +  (3/3  )2  h  =  13 

Clave:  E 

PROBLÉMA  4  (UNI  2014  -1) 

Dado  un  cuadrado  ABCD  de  lado  a  >  6,  exteriőr  a  un 
piano  P.  Si  las  distancias  de  A,  B  y  C  al  piano  P  són  3;  6 
y  7  respectivamente,  halle  la  distancia  de  D  al  piano  P 

A)  3  B)  3,5  C)  4  D)  4,5  E)  5 

Resolución: 

Piden:  distancia  dél  punto  D  al  piano 


Propiedad  en  las  regiones  paralelográmicas 
3  +  7  =  6  +  x  x  =  4 

Clave:  C 


PROBLÉMA  5  (UNI  2014  - 1) 

Sea  ABCD  un  rectángulo,  M  punto  medio  de  BC,  PM 
perpendicular  al  piano  ABC,  O  centro  dél  rectángulo, 


si  BC  =  2(AB)  =  8  y  PM  = 
región  triangular  APÓ  es: 

A)  2/6  B)  3/6 

D)  7/6  E)  8/6 

Resolución: 

Piden:  A^po 

AABC  =  Notable  5372 

=>  CA  =  4/5  A  OA=2/5 

Luego,  por  teorema  3 1 
ACMP’:  Notable  5372 


AB,  entonces  el  área  de  la 
C)  4/6 


P 


Observamos  AMPP:  Pitágoras 
42  +  Í4-^)2  =  (PP’)2  =>  PP’  =  |/3Ö 

Finalmente:  A^po  =  íIM.  =  4/6 
o  z 

A^po  =  4/6 

Clave:  C 
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SSL  PROBLÉMÁS  PROPUESTOS 


1.  La  proyección  de  un  segmento  de  17  cm  de  lon- 
gitud  sobre  un  piano,  midé  15  cm.  Determinar  las 
distancias  de  sus  extremos  al  piano,  sabiendo  que 
la  suma  de  tales  distancias  es  28  cm. 

A)  Ily  17  B)  15  y  13  C)  23  y  5 

D) 12  y 16  E) 10  y 18 

2.  Desde  un  punto  exteriőr  a  un  piano  se  trazan  cua- 
tro  segmentos  oblicuos  congruentes  de  15  cm  de 
longitud,  de  manera  que  sus  pies  són  los  vértices 
de  un  cuadrado  de  36/2  cm  de  perímetro. 

Calcular  la  distancia  dél  punto  al  piano. 

A) 10  B) 11  C) 14 

D)  12  E) 16 

3.  La  figura  representa  una  caja.  En  el  punto  H  sobre 
la  cara  ABFE  se  encuentra  una  hormiga,  y  en  el 
punto  I  sobre  la  cara  EFGK  se  encuentra  su  co- 
mida.  Calcular  la  mínima  distancia  recorrida  por  la 
hormiga  para  llegar  a  I. 


D)  /65  E)  9 

4.  Dados  20  puntos  no  colineales  y  no  coplanares, 
calcular  el  número  máximo  de  planos  que  se  deter- 
minen  con  estos  puntos. 

A)  1140  B)  1150  01160 

D) 1170  E)  1180 

5.  Se  tiene  10  rectas  secantes  y  8  puntos  no  colinea¬ 
les  y  no  coplanares.  Calcular  el  número  máximo  de 
planos  que  se  pueden  determinar. 

A)  180  B) 181  C)182 

D) 183  E) 184 

6.  Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 

I.  En  todo  piano  hay  infinitos  puntos  y  rectas. 

II.  Dos  rectas  perpendiculares  a  un  piano  són  pa- 
ralelas  entre  sí. 

III.  Dos  rectas  cruzadas  pueden  estar  en  un  mismo 
piano. 

A)  WF 
D)  VW 


7.  Dados  los  segmentos  de  recta  AB  y  CD  alabeados; 
AD  =  21  y  BC  =  30.  Calcular  el  máximo  valor  en- 
tero  dél  segmento  que  une  los  puntos  medios  de 
AB  y  CD. 

A)  25  B)  27  C)  28 

D) 26  E)  30 

8.  Dados  dós  planos  no  paralelos,  se  torna  un  seg¬ 
mento  AD,  perteneciente  a  unó  de  los  planos.  Si  BC 
es  la  proyección  de  AD  sobre  el  otro  piano,  el  área 

de  la  región  ABCD  es  60  m2  y  ^ 

Calcular  AB.  b  3  2 

A)  1  m  B)  2  m  C)  3  m 

D)  4  m  E)  5  m 

9.  Un  punto  P  dista  12  cm  de  un  piano.  Un  segmento 
de  recta  AB  está  en  el  piano.  Calcular  la  distancia 
desde  AB  al  pie  de  la  perpendicular  bajada  desde 
P  al  piano,  si  AP  =  BP  =  13  y  AB  =  8. 

A)  2  B)  2/2  C)  3/2 

D)  /6  E)  3 

10.  En  el  piano  P  se  tiene  un  ángulo  ABC  de  60°;  S  es 
un  punto  exteriőr  al  piano,  tál  que  sus  distancias  al 
vértices  B  y  los  lados  BC  y  BA  són  25;  20  y  7,  res- 
pectivamente.  Calcular  la  distancia  de  S  al  piano  P. 

A)  /37  B)  /39  C)/38 

D)  /31  E)  6 

11.  Indicar  con  (V)  si  es  verdadero  o  con  (F)  si  es  falso: 

I.  Toda  recta  paralela  a  un  piano,  es  paralela  a 
todas  las  rectas  de  dicho  piano. 

II.  Si  ¥  //  £7P  aJET  c  OP  =>  T  //  V 

III.  Si  a  c  OP\  b  c£7Q  a£7P//£7Q=>  T  %  b 

IV.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  dós  rectas  con- 
tenidas  en  un  piano,  entonces  la  primera  recta 
es  perpendicular  a  dicho  piano. 

A)  VVW  B)  WFF  C)  FFFF 

D)  VFVF  E)  VFFV 

12.  ABCD  es  un  rectángulo  y  AE  es  un  segmento  per¬ 
pendicular  al  piano  de  dicho  rectángulo.  Calcular 
la  menor  distancia  entre  EC  y  AB,  si  AE  =  15  y 
AD  =  20. 

A)  10  B) 11  C) 12  D)  13  E) 14 

13.  Determinar  el  lugar  geométrico  de  los  pies  de  las 
perpendiculares  trazadas  desde  un  punto  dél  es- 
pacio  a  las  rectas  que  se  encuentran  en  un  piano 
dado  y  que  concurren  en  un  punto. 

A)  Triángulo  equilátero  B)  Un  círculo 
C)  Una  circunferencia  D)  Un  cuadrado 

E)  Una  elipse 


B)  VFV 
E)  VFF 


C)  FFF 


Geometría  ■  485 


14.  La  figura  que  a  continuación  se  presenta  es  un 
cubo.  Hallar  la  medida  dél  ángulo  que  formán  EG 
yCH. 


D)  60°  E)  53° 

15.  En  una  mesa  se  coloca  perpendicularmente  una 
lámina  rectangular  apoyada  sobre  su  base.  Si  la  al¬ 
tura  y  la  base  de  la  lámina  miden  a  y  b  cm,  respec- 
tivamente,  ^qué  reláción  debe  existir  entre  estas 
longitudes  de  tál  manera  que  si  la  lámina  empieza 
a  girar  sobre  su  base,  la  proyección  sobre  la  mesa 
en  algún  momento  sea  un  cuadrado? 

A)a<b  B)a  =  b  C)a>b 

D)  a  =  -/2b  E)b=/2a 

16.  En  una  mesa  se  coloca  perpendicularmente  una 
lámina  rectangular  apoyada  sobre  su  base;  la  altu¬ 
ra  y  la  base  de  la  lámina  miden  /5  y  /3,  respec- 
tivamente.  Si  la  lámina  empieza  a  girar  sobre  su 
base,  hallar  la  medida  dél  ángulo  que  forma  una 
de  las  diagonales  de  la  lámina  con  el  piano  de  la 
mesa  cuando  la  proyección  de  ésta  sobre  aquella 
sea  un  cuadrado. 

A)  18,5°  B)  22,5°  C)  30° 

D)  37°  E)  45° 

17.  En  la  figura,  SP  =  PO;  AB  =  1;  BC  =  ff  y  SO  es 
perpendicular  al  rectángulo  ABCD.  Calcular  la  me¬ 
dida  dél  ángulo  que  formán  BP  y  el  triángulo  ASC, 
si  SC  forma  60°  con  el  piano  dél  rectángulo. 


18.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  trés  dadas: 

A)  Las  rectas  dadas  tienen  que  ser  paralelas. 

B)  Las  trés  rectas  dadas  tienen  que  estar  en  un 
mismo  piano  que  contenga  a  la  perpendicular. 


C)  Por  las  trés  rectas  pueden  pasar  trés  planos  pa- 
ralelos  entre  sí. 

D)  Por  las  trés  rectas  dadas  no  pueden  pasar  pla¬ 
nos  paralelos  entre  sí. 

E)  Las  trés  rectas  dadas  deben  estar  contenidas 
en  un  mismo  piano. 

19.  Senalar  lo  correcto: 

I.  Un  cubo  tiene  3  diagonales. 

II.  Toda  pirámide  tiene  solo  una  apotema. 

III.  El  volumen  de  una  esfera  es  directamente  pro- 
porcional  a  su  rádió. 

A)  Solo  I  B)  Solo  II  C)  Solo  IV 

D)  I  y  III  E)  Ninguna 

20.  Sefíalar  lo  correcto: 

I.  La  razón  entre  los  volúmenes  de  2  cubos  es 
igual  a  la  razón  de  sus  alturas. 

II.  Si  dós  sólidos  són  equivalentes,  entonces  sus 
áreas  són  iguales. 

III.  El  número  de  caras  de  un  dodecaedro  regular 
es  igual  al  número  de  aristas  de  un  octaedro 
regular. 

A)  solo  I  B)  solo  II  C)  solo  III 

D)  I  y  II  E)  Ninguna 

21.  Si  desde  un  punto  exteriőr  a  un  piano  se  trazan  la 
perpendicular  y  varias  oblicuas,  senalar  lo  correcto: 

I.  La  perpendicular  es  menor  que  cualquier  obli- 
cua. 

II.  De  las  oblicuas,  es  mayor  aquella  cuyo  pie  dista 
más  dél  pie  de  lg  perpendicular. 

III.  Si  una  de  las  oblicuas  es  perpendicular  a  una 
recta  dél  piano,  entonces  dicha  recta  forma  90° 
con  la  perpendicular. 

A)  solo  I  B)  solo  II  C)  solo  III 

D)  I  y  II  E)  Todos 

22.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  un  piano,  senalar 
lo  correcto. 

I.  Es  perpendicular  solo  a  las  rectas  que  pasan 
por  su  pie  y  pertenecen  al  piano. 

II.  Es  perpendicular  a  algunas  rectas  dél  piano. 

III.  Es  perpendicular  a  todas  las  rectas  contenidas 
en  el  piano. 

A)  solo  I  B)  solo  II  C)  solo  III 

D)  I  y  III  E)  Todos 

23.  Senalar  lo  correcto: 

I.  El  ángulo  entre  dós  rectas  ortogonales  midé 
90°. 

II.  Las  rectas  alabeadas  determinan  un  piano. 

Ili.  Las  rectas  secantes  no  necesariamente  deter¬ 
minan  un  piano. 

A)  solo  I  B)  solo  II 

D)  I  y  II  E)  I  y  III 


C)  solo  III 
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24.  Calcular  la  distancia  de  un  vértice  a  la  diagonal  de 
un  cubo,  en  el  cual  su  área  lateral  es  igual  a  24  m2. 

A)  1  m  B)  2  m  C)  3  m 

D)4m  E)  5  m 


25.  Se  tiene  un  juego  de  7  esferas  ordenadas  de  tál 
manera  que  el  volumen  de  cada  una  es  el  doble  dél 
que  la  precede.  Hallar  la  reláción  entre  los  rádiós 
de  la  última  y  primera  de  dichas  esferas. 

A)  1/16  B)  1/4  C)  1/2 

D) 1/8  E)  1/2 

26.  Se  tiene  un  tetraedro  regular  de  /2m  de  arista. 
Hallar  la  distancia  de  un  vértice  al  centro  de  la  cara 
opuesta. 

A)  1  B)  |/3  C)  3/3 

D)|/2  E)  3/2 


27.  Los  planos  P  y  Q  són  paralelos  y  su  distancia  es 
20.  Calcular  la  proyección  de  AB  sobre  el  piano  Q, 
si  AB  =  25. 


28.  En  la  figura,  AB  es  perpendicular  al  piano  P,  MC 
pertenece  al  piano  P.  Calcular  AC,  si  AB  =  12; 
BM  =  9y  MC  =  8. 


D)  20  E) 25 

29.  Un  segmento  de  recta  de  26  cm,  une  el  punto  A 
dél  piano  X  con  el  punto  B  dél  piano  Y,  X  e  Y  són 
planos  paralelos  la  proyección  de  AB  sobre  X  o  Y 
midé  24  m.  Hallar  la  distancia  entre  X  e  Y. 

A)13m  B)10m  C)  12  m 

D)  25  m  E)  12,5  m 


A)  8  B)  9  C)10 

D)  11  E)  12 

31 .  Dos  puntos  A  y  B,  situados  a  unó  y  otro  lado  de  un 
piano  X,  distan  de  dicho  piano,  6  cm  y  9  cm,  res- 
pectivamente.  Si  la  proyección  dél  segmento  AB 
sobre  el  piano  es  30  cm.  Hallar  la  distancia  entre 
los  puntos  A  y  B. 

A)  15/5  cm  B)15cm  C)  12/3  cm 

D)  12/5  cm  E)  12  cm 

32.  Trés  planos  paralelos  determinan  sobre  una  recta 
secante  L1f  los  segmentos  AE  y  EB  y  sobre  otra  L2, 
secante,  los  segmentos  CF  y  FD.  Si:  AB^  =  8  m, 
CD  =  12  m  y  FD  -  EB  =  lm.  Calcular  CF. 

A)  4  m  B)  7  m  C)  5  m 

D)  1  m  E)  9  m 

33.  En  el  gráfico,  PB  es  perpendicular  al  piano  R, 
AH  =  2;  HC  =  8;  PB  =  3.  Calcular  el  área  de  la 
región  APC. 


D)  25  E) 26 

34.  <j,Cuál  de  las  siguientes  proposiciones  es  falsa? 

A)  Por  una  recta  paralela  a  un  piano  solo  se  puede 
trazar  un  piano  perpendicular  al  primero. 

B)  Si  dós  planos  són  paralelos  las  intersecciones 
de  estos  con  un  tercero  són  paralelos. 

C)  Dos  planos  perpendiculares  a  una  misma  recta 
són  paralelos  entre  sí. 

D)  Toda  recta  paralela  a  un  piano  es  paralela  a 
cualquier  recta  contenida  en  dicho  piano. 

E)  Si  una  recta  AB  y  un  piano  P  són  perpendicu¬ 
lares  a  una  recta,  la  recta  AB  y  el  piano  P  són 
paralelas  entre  sí. 

35.  Un  piano  queda  determinado  unívocamente  por: 

I.  Trés  puntos  no  colineales. 

II.  El  movimíento  de  una  recta  que  se  desplaza 
paralelamente  a  sí  misma. 

III.  Dos  rectas  paralelas. 

IV.  Una  recta  que  se  mueve  pasando  siempre  por 
un  punto  fijo. 

De  estas  proposiciones  són  ciertas. 


30.  Se  han  determinado  como  máximo  45  planos  utili- 
zando  “n”  rectas  secantes.  Calcular  “n”. 


A)  I  y  II  B)l  y  III  C)  II  y  III 

D)  II  y  IV  E)  III  y  IV 
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36.  Indicar  falso  o  verdadero,  según  corresponda: 

I.  Si  una  recta  es  paralela  a  un  piano,  entonces 
dicha  recta  seré  paralela  a  todas  las  rectas  con- 
tenidas  en  dicho  piano. 

II.  Si  un  conjunto  de  rectas  són  paralelas,  necesa- 
riamente  dichas  rectas  són  coplanares. 

III.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  otras  trés  da- 
das,  las  rectas  dadas  necesariamente  tienen 
que  estar  en  un  mismo  piano  que  contenga  a  la 
perpendicular. 

A)  FW  B)  FVF  C)  VFF 

D)  FFF  E)  WF 

37.  Indicar  con  falso  o  verdadero,  según  corresponda: 

I.  Dos  rectas  siempre  formán  un  piano. 

II.  La  intersección  de  trés  planos  siempre  es  una  recta. 

III.  Si  dós  rectas  formán  ángulos  congruentes  con 
un  mismo  piano,  entonces  dichas  rectas  nece¬ 
sariamente  són  paralelas  entre  sí. 

A)  FFF  B)  VW  C)  FFV 

D)  VFF  E)  WF 

38.  Las  proyecciones  de  un  segmento  de  recta  AB 
sobre  un  piano  y  sobre  una  recta  perpendicular  al 
piano  miden,  respectivamente  12  cm,  5  cm. 

Hallar  la  medida  dél  segmento  AB. 

A)  17  cm  B)15cm  C)14cm 

D)13cm  E)7cm 

39.  La  distancia  de  un  punto  P  a  una  recta  contenida 
en  un  piano  es  de  13  cm.  La  distancia  de  la  recta  al 
pie  de  la  perpendicular  que  va  de  P  al  piano  es  de 
12  cm.  Hallar  la  distancia  dél  punto  al  piano. 

A)  6  cm  B)  /TT  cm  C)  5  cm 

D)  2,5  cm  E)  11  cm 

40.  La  línea  de  máxima  pendiente: 

A)  Midé  el  ángulo  que  formán  dós  planos  cuales- 
quiera. 

B)  Midé  el  ángulo  que  forma  un  piano  cualquiera 
con  otro  vertical. 

C)  Midé  el  ángulo  que  forma  un  piano  cualesquie- 
ra  con  otro  horizontal. 

D)  Midé  el  ángulo  que  forma  una  recta  con  un  piano. 

E)  Ninguna  de  las  anteriores. 

41.  Senalar  la  proposición  incorrecta. 

A)  Toda  recta  perpendicular  a  un  piano  es  perpen¬ 
dicular  a  cualquier  recta  contenida  en  el  piano. 

B)  Si  una  recta  y  un  piano  P  són  perpendiculares, 
todo  piano  que  pasa  por  la  recta  es  perpendicu¬ 
lar  al  piano  P. 

C)  Dos  segmentos  són  iguales  y  paralelos  que  cor- 
tan  a  un  piano  formán  como  él  ángulos  iguales. 

D)  Por  un  punto  de  un  piano  solo  puede  pasar  un 
piano  que  le  sea  perpendicular. 


E)  Por  un  punto  de  una  recta  solo  puede  pasar  un 
piano  que  le  sea  perpendicular. 

42.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  trés  rectas  dadas. 

A)  Las  trés  rectas  dadas  tienen  que  ser  paralelas. 

B)  Las  trés  rectas  dadas  tienen  que  estar  en  un 
mismo  piano  que  contenga  la  perpendicular. 

C)  Por  las  trés  rectas  pueden  pasar  trés  planos  pa¬ 
ralelos  entre  sí. 

D)  Por  las  trés  rectas  dadas  no  pueden  pasar  pla¬ 
nos  paralelos  entre  sí. 

E)  Ninguna  de  las  afirmaciones  anteriores  es  co- 
rrecta. 

43.  En  el  gráfico,  m^RHS  =  30°;  OH  =  5;  PH  =  5V3. 

Calcular  el  área  de  la  región  PSR. 


D)  25/3  E)  28 

44.  Indicar  si  las  siguientes  proposiciones  són  verda- 
deras  o  falsas. 

I.  Si  las  proyecciones  ortogonales  de  una  figura 
sobre  dós  planos  perpendiculares  són  rectas, 
entonces  dicha  figura  es  una  recta. 

II.  Si  dós  planos  són  perpendiculares  a  un  tercero, 
entonces  los  dós  primeros  són  paralelos. 

III.  Si  las  medidas  de  los  ángulos  entre  una  recta  y 
dós  planos  són  iguales,  entonces  dichos  planos 
són  paralelos. 

A)  VW  B)  VFF  C)  FVF 

D)  FW  E)  FFF 

45.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  dós  rectas  con- 
tenidas  en  un  piano,  dicha  recta  es  perpendicu¬ 
lar  al  piano. 

II.  Si  una  recta  es  paralela  a  dós  rectas  contenidas 
en  un  piano,  dicha  recta  es  paralela  al  piano. 

III.  Dos  rectas  alabeadas  pueden  ubicarse  en  pla¬ 
nos  secantes. 

A)  WF  B)  VW  C)  FFF 

D)  FFV  E)  VFV 

46.  Según  el  gráfico  PO  es  perpendicular  al  piano  que 
contiene  a  la  circunferencia,  PA  =  1 ,  AO  =  3  y  los 
triángulos  POD  y  ABC  són  semejantes.  Calcular  el 
área  de  la  región  PBC. 
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47.  En  el  gráfico,  los  planos  P  y  Q  són  perpendiculares. 
En  la  intersección  se  ubica  el  punto  O.  Luego  con 
rádió  OA,  se  construye  el  cuadrante  AOB,  AO 1 OP 
OB  1  Z7Q,  mCB  =  74°,  OD  =  24  y  R  =  10.  Calcular 
el  área  de  la  región  triangular  CBD. 


A)48fíÖ  B)38/1Ö  C)  48^5 

D)  30/5  E)20flÖ 

48.  Analizar  la  verdad  o  falsedad  de  las  proposiciones. 

Un  piano  se  engendra  por  una  recta  que  se  mueve: 

I.  Resbalando  sobre  dós  rectas  que  se  cortan  o 
sobre  dós  paralelas. 

II.  Pasando  por  un  punto  fijo  y  resbalando  sobre 
una  recta  fija. 

III.  Permaneciendo  perpendicularmente  a  una  rec¬ 
ta  fija  en  un  punto  fijo  y  girando  alrededor  de  ella. 

A)  WV  B)  FFV  C)  VFV 

D)  VFF  E)  FFF 

49.  Analizar  las  siguientes  proposiciones: 

I.  Si  una  recta  es  paralela  a  un  piano,  la  paralela 
trazada  a  dicha  recta  por  un  punto  dél  piano, 
estén  contenida  en  el  piano. 

II.  Si  una  recta  toca  un  solo  punto  de  una  circun- 
ferencia  y  es  perpendicular  al  rádió  que  pasa 
por  dicho  punto  esta  recta  seré  tangente  a  la 
circunferencia. 

III.  Si  un  piano  es  perpendicular  a  la  intersección 
de  otros  dós  planos,  dicho  piano  seré  perpendi¬ 
cular  a  estos  dós. 

A)  WV  B)  VFV  C)  FFF 

D)  FVF  E)  WF 


III.  Dos  planos  perpendiculares  a  una  misma  recta 
són  paralelos  entre  sí. 

IV.  Si  una  recta  AB  y  un  piano  P  són  perpendicula¬ 
res  a  una  recta  CD,  la  recta  AB  y  el  piano  P  són 
paralelos  entre  sí. 

V.  Dos  rectas  paralelas  a  un  piano  són  siempre 
paralelas  entre  sí. 

A)  WWF  B)  VWFV  C)  FFFW 

D)  WWV  E)  FFFFF 


51.  Sobre  un  piano  H  se  tiene  el  punto  A  y  el  segmen- 
to  CD,  siendo  B  un  punto  exteriőr  al  piano.  Hallar 
la  medida  dél  ángulo  que  formán  AB  y  CD,  si: 
AB  =  8  m,  CD  =  10  m,  el  segmento  que  une  los 
puntos  medios  de  AD  y  BC  midé  3  m. 

A)  30°  B)  37°  C)  45° 

D)  53°  E)  60° 

52.  En  un  piano  P  esté  contenido  un  triángulo  isósce- 
les  ABC  (AB  =  BC)  de  incentro  I.  Por  I  se  traza 
IM  perpendicular  al  piano  P.  Calcular  la  medida  dél 
ángulo  que  formán  AC  y  BG.  Si  G  es  baricentro  dél 
triángulo  AMC. 

A)  60°  B)  75°  C)  90° 

D)  72°30’  E)  53°30’ 

53.  Se  tienen  2  rayos  AB  y  MN,  de  modo  que  se  cru- 
zan  formando  un  ángulo  de  60°  y  además  AM  es 
la  menor  distancia.  Hallar  la  medida  dél  ángulo 
que  formán  los  segmentos  AM  y  BN,  sabiendo  que 
AB  =  MN  =  2(AM). 

A)  30°  B)  45°  C)  63°30’ 

D)  37°  E)  62°30’ 


54.  Se  tienen  2  regiones  rectangulares  ABCD  y  ADEF 
ubicados  en  planos  perpendiculares.  Si  el  segmen¬ 
to  BE  formán  un  ángulo  de  53°  y  30°  con  dichos 
planos.  Calcular  la  menor  distancia  entre  AD  y  BE, 
sabiendo  que  BE  =  10  m. 


A) 


40 

/79 


d)|L 

V89 


B)  25 


C)  18 


55.  Dados  20  puntos  no  colineales  y  no  coplanares, 
calcule  el  número  máximo  de  planos  que  se  deter- 
minen  con  estos  puntos. 

A)  1140  B) 1150  C)1160 

D)  1170  E) 1180 


50.  Indicar  falso  o  verdadero  según  corresponda: 

I.  Si  dós  planos  són  paralelos,  las  intersecciones 
de  estos  a  un  tercero  són  paralelas. 

II.  Por  una  recta  paralela  a  un  piano  se  puede  tra- 
zar  un  piano  perpendicular  al  primero. 


56.  Se  tiene  10  rectas  secantes  y  8  puntos  no  colinea¬ 
les  y  no  coplanares.  Calcule  el  número  máximo  de 
planos  que  se  pueden  determinar. 

A) 180  B) 181  C)182 

D) 183  E) 184 
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57.  Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 

I.  En  todo  piano  hay  infinitos  puntos  y  rectas. 

II.  Dos  rectas  perpendiculares  a  un  piano  són  pa- 
ralelas  entre  sí. 

III.  Dos  rectas  cruzadas  pueden  estar  en  un  mismo 
piano. 

A)  WF  B)  VFV  C)  FFF 

D)  VW  E)  VFF 

58.  Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F): 

I.  Dos  rectas  paralelas  al  mismo  piano  són  para- 
lelas  entre  sí. 

II.  Por  un  punto  de  un  piano  solo  se  puede  trazar 
una  perpendicular  al  piano. 

III.  Todas  las  rectas  paralelas  entre  sí  són  coplanarias 

A)  FVF  B)  VW  C)  FFV 

D)  FFF  E)  VFF 

59.  Un  punto  P  dista  12  cm  de  un  piano.  Un  segmento 
de  recta  AB  esté  en  el  piano.  Calcular  la  distancia 
desde  AB  al  pie  de  la  perpendicular  bajada  desde 
P  al  piano,  si:  AP  =  BP  =  13  y  AB  =  8. 

A)  2  B)2l2  C)3V2 

D)  V6  E)  3 

60.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  trés  rectas  dadas, 
indicar  lo  correcto. 

A)  Las  rectas  dadas  tienen  que  ser  paralelas. 

B)  Las  trés  rectas  dadas  tienen  que  estar  en  un 
mismo  piano  que  contenga  a  la  perpendicular. 

C)  Por  las  trés  rectas  pueden  pasar  trés  planos  pa- 
ralelos  entre  sí. 

D)  Por  las  trés  rectas  dadas  no  pueden  pasar  pla¬ 
nos  paralelos  entre  sí. 

E)  Las  trés  rectas  dadas  deben  estar  contenidas 
en  un  mismo  piano. 

61.  Determinar  el  lugar  geométrico  de  los  pies  de  las 
perpendiculares  trazadas  desde  un  punto  dél  es- 
pacio  a  las  rectas  que  se  encuentran  en  un  piano 
dado  y  que  concurren  en  un  punto. 

A)  Triángulo  equilátero  B)  Círculo 
C)  Circunferencia  D)  Cuadrado 
E)  Elipse 


altura  y  la  base  de  la  lámina  miden  a  y  b,  respec- 
tivamente,  <j,qué  reláción  debe  existir  entre  estas 
longitudes  de  tál  manera  que  si  la  lámina  empieza 
a  girar  sobre  su  base,  la  proyección  sobre  la  mesa 
en  algún  momento  sea  un  cuadrado? 

A)  a  <  b  B)a  =  b  C)a>b 

D)a=/2b  E)b=/2a 

64.  La  proyección  de  un  segmento  de  longitud  17,  so¬ 
bre  un  piano,  midé  15.  Determinar  las  distancias  de 
sus  extremos  al  piano,  sabiendo  que  la  suma  de 
tales  distancias  es  28 

A)  Ily  17  B)  15  y  13  C)23y5 

D)  12  y 16  E) 10  y  18 

65.  Desde  un  punto  exteriőr  a  un  piano  se  trazan  cua- 
tro  segmentos  oblicuos  congruentes  de  longitud 
15,  de  manera  que  sus  pies  són  los  vértices  de  un 
cuadrado  de  perímetro  36/2  .  Calcular  la  distancia 
dél  punto  al  piano. 

A)  10  B) 11  C) 14 

D) 12  E) 16 

66.  La  figura  representa  una  caja.  En  el  punto  H  sobre 
la  cara  ABFE  se  encuentra  una  hormiga,  y  en  el 
punto  1  sobre  la  cara  EFGK  se  encuentra  su  co- 
mida.  Calcular  la  mínima  distancia  recorrida  por  la 
hormiga  para  llegar  a  I. 


B  C 


A)6+/5  B)2+/27  C)8 

D) /65  E) 9 

67.  En  el  piano  P  se  tiene  un  ángulo  ABC  de  60°;  S  es 
un  punto  exteriőr  al  piano,  tál  que  sus  distancias  al 
vértice  B  y  los  lados  BC  y  BA  són  25;  20  y  7,  res- 
pectivamente.  Calcular  la  distancia  de  S  al  piano  P. 

A)  /37  B)  /39  C)  /38 

D)/3Í  E)  6 


62.  La  figura  que  a  continuación  se  presenta  es  un 
cubo.  <^Cuál  es  la  medida  dél  ángulo  que  formán 
EG  y  CH? 


A)  90° 

B)  45° 
030° 

D) 60° 

E)  53° 


68.  Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F),  según  corres¬ 
ponda: 

I.  Toda  recta  paralela  a  un  piano,  es  paralela  a 
todas  las  rectas  de  dicho  piano. 

II.  Si  a  II OP  Abc OP  =>  a// b 

III.  Si  ac£7P;  bcQ  A  Z7P//OQ  =>  a%  b 

IV.  Si  una  recta  es  perpendicular  a  dós  rectas  con¬ 
tenidas  en  un  piano,  entonces  la  primera  recta 
es  perpendicular  a  dicho  piano 


63.  En  una  mesa  se  coloca  perpendicularmente  una 
lámina  rectangular  apoyada  sobre  su  base.  Si  la 


A)  WW  B)  WFF  C)  FFFF 

D)  VFVF  E)  VFFV 
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69.  Dados  los  segmentos  de  recta  AB  y  CD  alabea- 
dos;  AD  =  21  y  BC  =  30.  Caicular  el  máximo  valor 
entero  dél  segmento  que  une  los  puntos  medios 
de  AB  y  CD 

A) 25  B) 27  C)28 

D) 26  E) 30 

70.  Dados  dós  planos  no  paralelos,  se  torna  un  seg- 
mento  AD,  perteneciente  a  unó  de  los  planos.  Si 
BC  es  la  proyección  de  AD  sobre  el  otro  piano,  el 

área  de  la  región  ABCD  es  60  y  ^  =  4P- . 

TE  6  30  2 

caicular  AB. 

A)  1  B) 2  C)3 

D)4  E)  5 

71.  ABCD  es  un  rectángulo  y  AE  es  un  segmento  per- 
pendicular  al  piano  de  dicho  rectángulo.  Caicular 
la  menor  distancia  entre  EC  y  AB,  si:  AE  =  15  y 
AD  =  20. 

A) 10  B) 11  C)12 

D)  13  E)  14 

72.  En  una  mesa  se  coloca  perpendicularmente  una 
lámina  rectangular  apoyada  sobre  su  base;  la  altu¬ 
ra  y  la  base  de  la  lámina  miden  Í5  y  /3 ,  respec- 
tivamente.  Si  la  lámina  empieza  a  girar  sobre  su 
base,  <j,cuál  será  la  medida  dél  ángulo  que  formán 
una  de  las  diagonales  de  la  lámina  con  el  piano  de 
la  mesa  cuando  la  proyección  de  esa  sobre  aquella 
sea  un  cuadrado? 


A)  18,5°  B)  22,5°  C)  30°  D)  37°  E)  45° 


73.  En  la  figura,  SB  es  perpendicular  al  triángulo  equilá- 
teroABC;  SB  =AC;  Oescentrodel  AABCySD  =  DC. 
Caicular  el  valor  dél  ángulo  entre  BD  y  SO. 


A)  arcos (y) 
D)arcos(y ) 


E)  arcos  (y) 


><#) 


74.  En  la  figura,  SP  =  PO;  AB  =  1;  BC  =  /7  y  SÖ  es 
perpendicular  al  rectángulo  ABCD.  Caicular  la  me- 
dida  dél  ángulo  que  formán  BP  y  el  triángulo  ASC, 
si  SC  forma  60°  con  el  piano  dél  rectángulo. 


D) 53°  E)  60° 
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Angulos 
diedros  y 
triedros 


Gaspard  Monge  náció  el  9  de 
mayo  de  1746  y  murió  el  28  de 
julio  de  1818.  Fue  un  matemático 
francés,  inventor  de  la  geometria 
descriptiva.  Estudió  en  las  escue- 
las  de  Beaune  y  Lyon  y  en  la  es- 
cuela  militar  de  Méziéres.  A  los  16 
anos  fue  nombrado  profesor  de 
física  en  Lyon,  cargo  que  ejerció 
hasta  1765.  Trés  anos  más  tarde 
fue  profesor  de  matemáticas  y  en 
1771  profesor  de  física  en  Mézié¬ 
res.  Entró  en  la  Academia  Reál 
de  Ciencias  en  1780  y  publicó 
ocho  anos  más  tarde  su  Traité  de 
statistique.  Contribuyó  a  fundar 
la  École  Polytechnique  en  1794, 
en  la  que  dió  clases  de  geome¬ 
tria  descriptiva  durante  más  de 
diez  anos.  Entró  en  el  instituto  de 
Francia  en  1 795.  Anos  después,  es 
nombrado  miembro  dél  Senado, 
director  de  la  Escuela  Politécnica  (1802)  y  conde  de  Pelusio. 


Monge  es  considerado  el  inventor  de  la  geometria  descriptiva.  La  geometria  descriptiva  es 
la  que  nos  permite  representar  superficies  tridimensionales  de  objetos  sobre  una  superficie 
bidimensional.  Existen  diferentes  sistemas  de  representación  que  sirven  a  este  fin,  como  la 
perspectiva  cónica,  el  sistema  de  planos  acotados,  etc.,  pero  quizás  el  más  importante  es  el 
sistema  diédrico,  también  conocido  como  sistema  Monge,  que  fue  desarrollado  por  Monge  en 
su  primera  publicación  en  el  ano  1799. 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  ÁNGIJLOS  DIEDROS 

Un  ángulo  diedro  es  la  reunión  de  una  recta  y  dós  semi- 
planos  no  coplanarios  que  tienen  dicha  recta  común.  La 
recta  se  llama  arista  dél  diedro  y  la  reunión  de  la  arista  con 
cualquiera  de  los  dós  semiplanos,  es  una  cara  dél  diedro. 
Así,  en  la  figura  adjunta,  la  reunión  de  los  semiplanos  P 
y  Q,  y  su  arista  AB  es  un  ángulo  diedro.  La  recta  AB  es 
la  arista  dél  diedro  y  las  caras:  P  y  Q. 

Podemos  denotar  el  diedro  como  P-AB-Q  o  sencilla- 
mente  AB,  si  no  hay  otro  diedro  con  la  misma  arista. 


Ángulo  piano  o  rectilíneo  de  un  ángulo  diedro 

Es  el  ángulo  que  formán  dós  rayos  perpendiculares  a  la 
arista  en  unó  de  sus  puntos,  y  situados  unó  en  cada  cara. 


En  la  figura  adjunta  OS  y  OT  són  dós  rayos  perpen¬ 
diculares  a  la  arista  AB,  estando  OS  en  la  cara  R  y 
OT  en  N.  Luego,  ZSOT  es  un  ángulo  piano  dél  diedro 
R-AB-N.  Es  evidente  que  todo  diedro  tiene  infinidad  de 
ángulos  planos.  Cada  unó  de  ellos  es  en  realidad  la 
intersección  dél  ángulo  diedro  con  un  piano  perpendi- 
cular  a  la  arista. 

Medida  de  un  ángulo  diedro 

Es  la  medida  de  cualquiera  de  sus  ángulos  planos. 

Congruencia  de  dós  ángulos  diedros 

Se  dice  que  dós  diedros  són  congruentes,  si  sus  ángu¬ 
los  planos  són  respectivamente  congruentes. 

Clasificación  de  los  diedros 

Tál  como  en  geometria  plana,  los  diedros  se  clasifican 
según  su  medida  (agudos,  obtusos,  etc.)  o  su  posición 
(consecutivos,  adyacentes,  opuestos  por  la  arista).  De 
igual  modo,  se  tienen  diedros  complementarios  y  su- 
plementarios. 


D.  consecutivos  Diedros  adyacentes 

<4  PLANOS  PERPENDICIJLARES  Y  OBLICLOS 

Dos  planos  secantes  són  perpendiculares,  si  contienen 
un  ángulo  diedro  recto.  En  caso  contrario  se  llaman 
oblicuos. 


Teoremas 

1 .  Si  una  recta  es  perpendicular  a  un  piano,  entonces 
todo  piano  que  contenga  a  la  recta  será  perpendi¬ 
cular  al  piano  dado. 

Hipótesis:  Sea  OC  una  recta  perpendicular  al  pia¬ 
no  Q,  en  eljDunto  O,  y  P  un  piano  cualquiera  que 
contiene  a  OC. 

Tesis:  P  1  Q 
Demostración: 

Sea  AB ,  la  recta  de  intersección  de  los  planos  P  y 
Q.  Entonces,  como  por  hipótesis:  OC  ±  Q,  luego 
OC  1  AB  (definíción  de  recta  perpendicular  a  un  pia¬ 
no).  Sea  OD  una  recta  dél  piano  Q,  perpendicular  a 
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AB.  Así,  COD  es  un  ángulo  piano  dél  diedro 
C-AB-D,  determinado  por  los  planos  P  y  Q.  Pero 
CO  es  perpendicular  a  OD  (ya  que  CO  1  Q).  En 
consecuencia,  el  diedro  C-AB-D  es  recto  y  el  piano 
P  1  piano  Q. 


2.  Si  dós  planos  són  perpendiculares,  entonces  toda 
recta  situada  en  unó  de  ellos  y  perpendicular  a  su 
intersección,  es  perpendicular  al  otro  piano. 
Hipótesis:  Sean  P  y  Q  dós  planos  perpendiculares 
y  CD  es  intersección. 

Sea  AB  una  recta  contenida  en  P  y  perpendicular  a 
CD,  en  el  punto  B. 

Tesis:  AB  ±  Q. 


En  el  piano  Q,  tracemos  BE  ±  CD;  luego,  como 
AB  iCD  por  hipótesis,  el  ZABÉ  es  ángulo  piano 
dél  diedro.  P-CD-Q. 

Siendo:  piano  P  1  piano  Q,  por  hipótesis,  entonces 
el  diedro  P-CD-Q  es  recto.  Por  lo  tanto  ZABÉ  es 
recto.  De  donde  AB  es  perpendicular  al  piano  Q, 
ya  que  AB  ±  CD  y  AB  1  BE. 

3.  Todo  piano  perpendicular  a  las  caras  de  un  diedro, 
es  perpendicular  a  la  arista  dél  diedro. 

Hipótesis:  Sea  el  diedro  P-AB-Q  y  R  el  piano  per¬ 
pendicular  a  las  caras,  según  las  rectas  MN  y  NS. 
Tesis:  R  1  AB 
Demostración: 


Por  un  punto  O  dél  piano  R,  trazamos  OE  ±  MN  y 
OF  1  NS. 

Luego,  por  el  teorema  anterior:  OE  i  P  y  OF  i  Q. 
Así  tenemos  que  OE  y  OF^son  perpendiculares  a 
AB  (por  estar  contenida  AB  en  P  y  Q). 

Entonces,  como  AB  es  perpendicular  a  dós  rectas 
secantes  dél  piano  R,  (OE  y  OF),  será  perpendi¬ 
cular  al  piano.  Por  lo  tanto  AB  ÍR  v  R  1  AB. 

<4  SEMIPLANO  BISECTOR 

En  un  diedro,  es  el  semiplano  que  lo  divide  en  dós  die- 
dros  congruentes. 

Teorema 

Todo  punto  situado  sobre  el  semiplano  bisector  de  un 
diedro,  equidista  de  las  caras  dél  diedro. 

En  la  figura  adjunta,  S  es  el  semiplano  bisector  dél  die¬ 
dro  M-AB-N. 

P  es  un  punto  cualquiera  de  S. 


Al  trazar  PQ  1  M  y  PR  1  N,  el  piano  QPR  es  perpendi¬ 
cular  a  las  caras  dél  diedro;  por  tanto,  también  lo  será  a 
la  arista  AB,  en  el  punto  O  (teorema  anterior). 

Así,  OQ  1  AB  y  OR  1  AB;  luego,  QOR  es  un  ángulo 
piano  dél  diedro  y  OP  .su  bisectriz.  De  donde,  por  geo¬ 
metria  plana,  en  el  piano  QPR. 

PQ  =  PR 


La  demostración  de  las  siguientes  proposiciones  se 

dejan  como  ejercicio  al  lector. 

•  Por  una  recta  de  un  piano,  se  puede  trazar  a  éste 
un  piano  perpendicular,  y  solo  unó. 

•  Por  un  punto  cualquiera  pasan  infinidad  de  planos 
perpendiculares  a  un  piano  dado. 

•  Todo  piano  perpendicular  a  una  recta  situada  en 
otro  piano,  será  también  perpendicular  a  este  piano. 

•  Por  una  recta,  que  no  sea  perpendicular  a  un  piano, 
solopasaunsegundoplanoperpendicularalprimero. 

•  Todo  piano  perpendicular  a  la  arista  de  un  diedro, 
es  perpendicular  a  las  caras  dél  diedro. 

•  Dados  dós  planos  perpendiculares,  entonces  toda 
recta  perpendicular  a  unó  de  ellos,  en  cualquier 
punto  de  su  intersección,  estará  contenida  en  el 
otro  piano. 

•  Si  dós  planos  són  perpendiculares,  entonces  una 
recta  perpendicular  a  unó  de  ellos,  trazada  por  un 
punto  cualquiera  dél  otro,  estará  contenida  en  este 
último. 
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<4  PROYECCIONES  EN  EL  ESPACIO 

Se  llama  proyección  de  un  punto  sobre  un  piano,  al  pie 
de  la  perpendicular  trazada  dél  punto  al  piano. 

En  la  figura  adjunta,  A'  es  la  proyección  dél  punto  A  so¬ 
bre  el  piano  P. 

La  perpendicular  AA’  se  llama  proyectante  y  P  es  el 
piano  de  proyección.  Si  B  es  un  punto  situado  en  el 
piano  P,  la  proyección  de  B  es  el  mismo. 


?A 


La  proyección  de  una  recta  sobre  un  piano,  es  el 

conjunto  de  puntos  dél  piano  que  són  proyecciones  de 
los  puntos  de  la  recta. 


Por  ejemplo  en  la  figura:  A’,  B\  C'...  són  las  proyeccio¬ 
nes  de  los  puntos  A,  B,  C,  ...  respectivamente. 

La  proyección  de  la  recta  L  sobre  el  piano  Q  es  la  línea 
C'B'D'E',  que  según  demostramos  a  continuación,  es 
una  recta. 

Teorema.  La  proyección  de  una  recta  sobre  un  piano 
no  perpendicular  a  ella,  es  una  recta. 

Hipótesis:  Sea  T,  una  recta  no  perpendicular  al  piano  P. 
Tesis:  La  proyección  de  V  sobre  P  es  una  recta. 

Demostración: 


Sea  A  un  punto  de  la  recta  r  y  A'  su  proyección  sobre  el 
piano  P.  Luego  V  y  A'  determinan  un  piano  Q,  perpen¬ 
dicular  al  piano  P,  por  ser  AA'  1  P. 

Sea  7\  la  recta  de  intersección  de  los  planos  P  y  Q. 
Entonces,  si  por  cada  punto  de  T  trazamos  perpendi- 
culares  al  piano  P,  todas  ellas  estarán  contenidas  en  el 
piano  Q  y  los  pies  de  estas  perpendiculares,  que  són 


proyecciones  de  los  puntos  de  r  sobre  el  piano  P  se- 
rán  puntos  de  T .  Por  lo  tanto,  la  recta  V  es  la  proyec¬ 
ción  de  T  sobre  el  piano  P. 

<ÍI!— \ 

Si  una  recta  es  paralela  a  un  piano,  su  proyección  so¬ 
bre  dicho  piano  es  una  recta  paralela  a  ella;  si  esté 
contenida  en  el  piano,  su  proyección  es  la  misma  rec¬ 
ta,  y  si  es  perpendicular  al  piano  su  proyección  es  un 
punto.  En  este  último  caso  diremos  que  la  recta  está 
proyectada  de  punta. 


Proyección  de  una  figura  cualquiera 

Si  F  es  una  figura  cualquiera  en  el  espacio,  y  P  un  pia¬ 
no,  entonces  la  proyección  de  F  sobre  P  es  el  conjunto 
de  todos  los  puntos  que  són  proyecciones  de  los  puntos 
de  la  figura  F  sobre  el  piano  P. 


Por  ejemplo,  la  proyección  de  una  línea  curva  es  gene- 
ralmente  una  línea  curva;  la  de  un  triángulo,  es  un  trián- 
gulo,  etc.,  pudiendo  ocurrir  que  sea  un  segmento,  en  el 
caso  de  que  la  línea  o  el  triángulo  están  contenidos  en 
un  piano  perpendicular  al  piano  de  proyección. 

Ángulo  entre  recta  y  piano 

Se  llama  ángulo  entre  una  recta  y  un  piano  al  ángu¬ 
lo  determinado  por  la  recta  y  su  proyección  en  dicho 
piano. 
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Así,  en  la  figura  adjunta,  la  recta  AB  interseca  al  piano 
P  en  el  punto  O,  y  su  proyección  en  dicho  piano  es  A'B' 
luego,  a  el  ángulo  entre  la  recta  AB  y  el  piano  P. 


Teorema.  El  ángulo  entre  una  recta  y  un  piano  es  me- 
nor  que  el  ángulo  que  torna  la  recta  con  cualquier  otro 
rayo  que  parte  dél  punto  de  intersección  y  está  conte- 
nido  en  el  piano. 

Hipótesis:  Sea  OA  una  recta,  y  OA'  su  proyección  so- 
bre  el  piano  P.  Sea  OR  cualquier  otro  rayo  en  el  piano  P. 
Tesis:  ZAOA'  <  ZAOR 

Demostración: 


AA'  es  perpendicular  al  piano  P,  por  ser  la  proyectante. 
Tomemos  un  punto  B  de  OR,  tál  que  OB  =  OA'  ...(1)  y 
tracemos  AB.  Luego,  como  AA'  1  P  y  AB  es  una  obli- 
cua  al  piano,  trazada  desde  el  mismo  punto  A:  AA'  <  AB 
...  (2),  entonces,  en  los  triángulos  AOA'  y  AOB,  se  tiene: 
ZAOA'  <  ZAOB  (por  relaciones  (1)  y  (2)),  con  lo  cual 
queda  demostrado  el  teorema. 

Línea  de  máxima  pendiente 


Teorema.  Sean  P  y  Q,  dós  planos  secantes  según  la 
recta  AB.  Entonces,  las  rectas  dél  piano  P,  que  formán 
un  ángulo  máximo  con  el  piano  Q  són  perpendiculares 
a  AB. 

Hipótesis:  OE  y  OF  són  dós  rectas  contenidas  en  el 
piano  P  y  OF  1  AB,  ZOFO'  =  a  y  ZOEO'  =  p 
Tesis:  a  >  p 


Demostración: 

Como  O'  es  la  proyección  de  O  sobre  el  piano  Q,  por  lo 
tanto,  00'  1 Q.  Luego,  por  hipótesis  OF  1  AB ;  entonces, 
pon  el  teorema  de  las  trés  perpendiculares:  O'F  1  AB . 
Además  O'E  es  proyección  de  OE  sobre  Q.  Y,  siendo 
en  el  AO'FE:  O'F  <  O'E';  existe  un  punto  R,  tál  que 
O'R  =  O'F. 

De  donde:  AO'RO  s  AO'FO  .*.  ZORO'  =  ZOFO' 
=>  ZORO'  =  a,  observándose  en  el  AOER,  que: 
a  =  p  +  ZEOR  ...(teorema  dél  z  externo)  a  >  p 

En  el  gráfico  anterior,  si  Q  es  un  piano  horizontal,  la  rec¬ 
ta  OF  se  llama  “línea  de  máxima  pendiente”  dél  piano 
P,  respecto  al  piano  Q. 

Proyecciones  de  regiones  planas 

Teorema.  El  área  de  la  proyección  de  una  región  trian- 
gular,  sobre  un  piano,  es  igual  al  área  de  dicha  región 
triangular  multiplicada  por  el  coseno  dél  diedro  que 
formán  el  piano  dél  triángulo  proyectante  y  el  piano  de 
proyección. 

1 .°  Hipótesis:  Sea  P  y  Q  dós  planos  secantes  en  EF ; 
ABC  es  un  triángulo  contenido  en  P,  tál  que 
AC  //  EF  y  A'B'C'  su  proyección  en  Q,  a  midé  el 
diedro  P-EF-Q. 

Tesis:  Área  AA'B'C'  =  (área  AABC)cosa. 


Demostración: 

Como  a  es  un  ángulo  piano  dél  diedro  P-EF-Q, 
entonces  BN  1  EF  y  B'N  1  EF.  Además,  según  hi¬ 
pótesis:  AC  //  EF  .-.  AC  //  Q,  por  lo  que  A'C'  =  AC 
y  BN  1 ÁC,  ÉTN  1  ÁT?. 


Si  por  H  se  traza  paralela  a  NB',  dicha  paralela  es- 
tará  contenida  en  el  piano  NBB'  y  se  prueba  fácil- 
mente  que  B'H'  =  (BH)cosa. 

Luego:  área  AA'B'C'=  (A  c  H ) 

^  '  AA,D,~,  (AB)(BH) 

Esto  es:  area  AA  B  C  =  - — ^ — -cos  a 


De  donde:  área  AA'B'C'  =  (área  AABC)cosa. 


2.°  Si  el  AABC  no  tiene  algún  lado  paralelo  a  EF,  tra- 
zamos  BM  //  EF. 

Luego: 

Área  AA'B'M'=  (área  AABM)cosa 
Área  AB'M'C'  =  (área  ABMC)cosa 
De  donde,  al  sumar  miembro  a  miembro: 

Área  AA'B'C'  =  (área  AABC)cosa 
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Teorema.  El  área  de  la  proyección  de  una  regién 
poligonal,  sobre  un  piano,  es  igual  al  área  de  dicha 
regién  por  el  coseno  dél  ángulo  que  formán  el  pia¬ 
no  dél  polígono  proyectante  y  el  piano  de  proyec¬ 
ción. 

Este  teorema  es  fácil  de  demostrar,  teniendo  en 
cuenta  que  un  polígono  cualquiera  se  puede  des- 
componer  en  triángulos. 

Así  mismo,  el  teorema  es  válido  para  todo  tipo  de 
regién  plana,  sea  cual  fuera  su  forma. 

<4  MÍNIMA  DISTANCIA  ENTRE  DOS  RECTAS 
ALABEADAS 

La  mínima  distancia  entre  dós  rectas  que  se  cruzan  en 
el  espacio,  es  la  longitud  dél  'segmento  perpendicular 
a  ambas. 

a.  Según  hemos  demostrado  anteriormente,  si  dós 
rectas  se  cruzan  entonces  por  una  de  ellas  pasa 
un  piano  paralelo  a  la  otra.  Esto  nos  sugiere  una 
forma  de  determinar  la  misma  distancia  entre  tales 
rectas. 


Sean,  por  ejemplo,  AB  y  CD  dós  rectas  alabea- 
das,  luego,  por  CD  pasa  un  piano  P,  paralelo  a  AB. 
En  seguida,  proyectamos  la  recta  AB  sobre  P,  de- 
terminando  el  piano  Q  perpendicular  a  P.  Si  por  el 
punto  de  intersección  N,  de  las  rectas  A'B'  y  CD, 
trazamos  la  perpendicular  al  piano  P,  ásta  se  halla- 
rá  en  el  piano  Q,  cortando  a  AB  en  M.  Entonces, 
como: 

MN  IP  .-.  MN  1  CD  y  MN  1  AB* 

Siendo  A'B'  1  AB,  también:  MN  1  AB 
Es  decir,  hemos  demostrado  la  existencia  de  un 
segmento  MN,  perpendicular  a  AB  y  CD,  teniendo 
sus  extremos  sobre  dichas  rectas.  MN  es  la  míni¬ 
ma  distancia  entre  AB  y  CD.  Nótese  que  cualquier 
punto  de  la  recta  AB,  equidista  dél  piano  P.  De  ma- 
nera  que  para  determinar  la  mínima  distancia  entre 


AB  y  CD,  basta  calcular  la  distancia  de  un  punto 
cualquiera  sobre  AB,  al  piano  P. 

AA’  =  MN  =  BB’  =  ... 

b.  En  la  práctica,  a  veces  es  conveniente  proyectar 
ambas  rectas  en  un  piano  perpendicular  a  una  de 
ellas.  Como  en  la  figura  adjunta,  donde  el  piano 
Q  es  perpendicular  a  la  recta  AB.  El  punto  O  es  la 
proyección  de  AB  sobre  Q  y  C'D'  la  proyección  de 
CD  en  Q.  (C’D* 1  es  la  misma  recta  de  intersección 
entre  P  y  Q). 


Luego,  si  trazamos  OE  1  P,  OE  estará  contenido 
en  Q  y  OE  1  AB,  OE  1  CD.  Es  decir,  OE  nos  da  la 
mínima  distancia  entre  AB  y  CD. 

Por  último,  si  en  el  piano  Q,  se  conocen  las  longitu- 
des  OD\  OC'  y  C'D',  seré  fácil  calcular  OE,  (Grafi- 
que  el  lector,  el  segmento  que  conecta  perpendicu- 
larmente  a  AB  y  CD). 


Desde  luego,  existen  infinidad  de  segmentos  que  tienen 
sus  extremos  en  ambas  rectas  alabeadas,  sin  embargó, 
el  de  menor  longitud  es  aquel  perpendicular  a  las  dós. 


Observaciones: 

1 .  Se  dice  que  una  figura  plana  se  proyecta  en  ver- 
dadera  magnitud  (VM)  sobre  un  piano,  cuando  el 
piano  que  la  contiene  es  paralela  al  piano  de  pro¬ 
yección. 

En  la  figura  adjunta,  el  segmento  AB  no  es  paralelo 
al  piano  P;  luego,  A'B'  no  estén  en  VM(A'B'  <  AB). 
El  piano  que  contiene  al  ACDE  es  paralelo  al  pia¬ 
no  P.  Entonces  C'D'E  esté  en  VM. 
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2.  Se  dice  que  un  piano  se  proyecta  de  canto,  sobre 
otro  piano,  si  le  es  perpendicular.  Sean  por  ejemplo 
los  planos  perpendiculares  P  y  Q,  según  la  recta 
r.  Luego,  diremos  que  el  piano  Q  se  proyecta  de 
canto  en  el  piano  P. 


3.  Si  dós  planos  són  perpendiculares  entre  sí  y  per¬ 
pendiculares  a  un  tercer  piano,  entonces  dós  rectas 
cualesquiera  en  los  dós  primeros,  tienen  sus  proyec- 
ciones  perpendiculares  entre  sí  en  el  tercer  piano. 


Sean  P  y  Q,  dós  piano  perpendiculares  entre  sí,  y 
perpendiculares  además  al  piano  R;  p  está  con- 
tenida  en  P  y  ¥  en  Q. 

x  es  la  proyección  de  V  en  R;  y  es  la  proyección 
de  *q*  en  R.  Luego:  T  1  V ,  por  ser  interseccio- 
nes  de  planos  respectivamente  perpendiculares. 
Nótese  que  el  hecho  de  que  las  proyecciones  x 
e  *y\  de  las  rectas  p  y  q,  sean  perpendiculares  no 
significa  que  V  y  ¥  lo  sean. 

4.  a)  Si  dós  rectas  perpendiculares  se  proyectan  so¬ 
bre  un  piano  paralelo  a  una  de  ellas,  entonces 
sus  proyecciones  són  perpendiculares  entre  sí. 


Sean  las  rectas  a  y  b,  de  modo  que:  a  1  b  , 
y  ¥  es  perpendicular  a  la  intersección  de  M 
y  S,  por  lo  que  el  piano  T,  paralelo  a  b  ,  seré 
perpendicular  a  M  y  S. 

Luego,  en  T:  ¥’  ±  ¥. 

b)  Si  dós  rectas  perpendiculares  a*  y  ¥  se  pro¬ 
yectan  sobre  un  piano  P,  según  las  rectas  a'  y 
Ty ,  y  dichas  proyecciones  són  perpendiculares 
entre  sí,  entonces  por  lo  menos  una  de  las  rec¬ 
tas  T  v  b,es  paralela  al  piano  P. 


Consideremos  el  gráfico  adjunto,  y  suponga- 
mos  que  'a'  no  es  paralela  al  piano  P. 

Sea  S  el  piano  determinado  por  las  rectas  b  y  b\ 
Luego:  b'_L  a'  (por  hipótesis)  y  í  1  proyec- 
tante  OE,  por  lo  tanto:  ¥  ÍR  ...(1). 
Asimismo,  ¥  1  ¥  y  ¥  1  proyectante  OE 
.*.  ¥'±  S,  por  lo  que  ¥  1  ¥,  ya  que  ¥  está 
contenida  en  S. 

Así:  b  la*  (por  hipótesis)  y  b  1  a'  (por  lo 
anterior). 

De  donde:  ¥  ÍR  ^...(2). 

Entonces,  con  (1)  y  (2):  b  //  ¥ ,  y  por  lo  tanto 
¥  IIP. 

c)  Si  dós  rectas  a  y  b,  se  proyectan  sobre  un  piano 
P  paralelo  a  una  de  ellas  y  sus  proyecciones 
a1  y  ¥  formán  ángulo  recto,  entonces  las  rec¬ 
tas  a  y  b  són  perpendiculares  entre  sí. 


Consideremos  el  gráfico  adjunto  y  suponiendo 
que  ¥  es  paralelo  al  punto  P,  tenemos:  ¥  1  ¥ 
y  como  ¥  1  R. 

.-.  ¥  =  R.  Luego:  ¥  1  ¥,  a  =  90°. 

5.  Si  una  recta  y  un  piano  són  perpendiculares,  y  se 
proyectan  sobre  un  piano  paralelo  a  la  recta  (o 
perpendicular  al  piano),  entonces  la  recta  se  pro¬ 
yecta  en  “verdadera  magnitud”  y  el  piano  de  canto, 
siendo  además  ambas  proyecciones  perpendicu¬ 
lares. 
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Por  ejemplo,  en  la  figura  adjunta,  la  recta  r  y  el  pia¬ 
no  P  són  perpendiculares  entre  sí.  S  es  un  piano 
de  proyección  paralelo  a  7 .  Luego,  7  se  proyecta 
según  7  (7// 7)  y  la  recta  p'  es  la  proyección  de 
canto,  dél  piano  P,  en  S,  donde  p'l  r. 

Cabe  senalar  que  toda  recta  contenida  en  P  y 
perpendicular  a  S  se  proyecta  de  punta  en  dicho 
piano.  Así  mismo,  todo  segmento  de  recta  conte- 
nido  en  P  y  paralelo  a  S,  se  proyecta  en  verdadera 
magnitud  sobre  S. 

6.  Si  dós  rectas  alabeadas  se  proyectan  sobre  un 
piano  perpendicular  a  los  planos  paralelos  que  las 
contienen,  entonces  sus  proyecciones  són  rectas 
paralelas  y  la  mínima  distancia  entre  dichas  rectas 
alabeadas  es  igual  a  la  distancia  entre  las  proyec¬ 
ciones  paralelas. 


En  efecto,  según  la  figura  adjunta,  sean  q  y  r  las 
rectas  alabeadas  situadas  en  los  planos  paralelos 
Q  y  R,  (según  teória,  Q  y  R  són  únicos).  Sea  Pun 
piano  de  proyección  perpendicular  a  Q  y  R:  d'  y 
7  són  las  proyecciones  de  canto  de  Q  y  R,  siendo 
además  proyecciones  de  *q*  y  7 ,  así  como  de  to- 
das  las  rectas  no  perpendiculares  a  P,  contenidas 
en  Q  y  R.  (Las  perpendiculares  se  proyectan  de 
punta). 

Luego,  q'  es  paralela  a  7  y  d  la  distancia  entre 
ellas,  es  la  distancia  entre  los  planos  Q  y  R,  y  en 
consecuencia  la  mínima  distancia  entre  las  rectas 
alabeadas  q*  y  7. 


Como  ejercicio,  grafique  el  lector,  el  segmento  que 
conecta  perpendicularmente  a  q  y  r  . 


7.  Si  una  recta  y  un  piano  són  paralelos,  y  se  proyec¬ 
tan  sobre  un  piano  perpendicular  a  la  recta,  enton¬ 


ces  dicha  recta  se  proyecta  de  punta  y  el  piano  de 
canto. 


En  la  figura:  m  //  Q  y  P  es  un  piano  de  proyección 
perpendicular  a  *rrf ;  por  lo  tanto  P  1  Q. 

El  punto  A  y  la  recta  r  són  proyecciones  de  7T  y  Q 
en  P,  respectivamente. 

Todos  los  segmentos  contenidos  en  Q  y  per¬ 
pendiculares  a  TrT,  se  proyectan  en  verdadera 
magnitud. 

8.  Si  una  recta  7  es  perpendicular  a  un  piano  P,  en¬ 
tonces  toda  recta  perpendicular  a  r,  se  proyecta  en 
forma  paralela  sobre  P. 


En  efecto,  según  el  gráfico:  r  1  P  y  m  1  7. 

Por  lo  tanto:  7f  //  P. 

Luego,  m'  es  la  proyección  de  *nrf  sobre  P:  Trr  //  7f . 

Nótese  que  todo  segmento  perpendicular  a  r  se 
proyectará  sobre  P  en  su  verdadera  magnitud. 
Además,  todo  piano  que  contenga  a  7  se  proyec¬ 
tará  sobre  P,  de  canto. 

9.  Si  A,  B  y  C  són  trés  puntos  de  una  recta  y  A',  B'  y  C' 
sus  proyecciones  sobre  cualquier  piano,  entonces: 


BC  “  B'C' 

En  particular,  si  B  es  punto  medio  de  AC,  B'  lo  será 
de  A'C\ 

Problémás  sobre  mínima  distancia  entre  rec¬ 
tas  alabeadas 

En  algunos  problémás  de  este  tipo,  no  es  sencillo 
graficar  el  segmento  que  indica  la  mínima  distancia 
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entre  rectas  que  se  cruzan,  pero  siempre  es  posible 
determinar  la  longitud  de  dicho  segmento.  Para  ellő,  el 
lector  debe  leer  detenidamente  y  comprender. 


Método  1.  Proyectamos  ambas  rectas  en  un  piano 
perpendicular  a  una  de  ellas.  Esta  recta  se  proyectará 
como  un  punto.  La  mínima  distancia  pedida  queda  de- 
terminada  por  la  longitud  dél  segmento  perpendicular 
trazado  desde  dicho  punto,  a  la  proyección  de  la  otra 
recta. 

Por  supuesto,  todos  los  segmentos  paralelos  al  piano 
de  proyección,  se  proyectarán  en  él  en  su  verdadera 
magnitud  (estos  segmentos  han  de  ser  perpendicula- 
res  a  la  recta  que  se  proyecta  de  punta). 

Veamos  el  siguiente  ejemplo: 

En  un  piano  Q,  esté  contenido  el  triángulo  equilátero 
ABC,  de  lado  2/3  cm.  Por  el  vértice  C,  se  levanta  CD 
perpendicular  a  Q,  siendo  CD  =  4  cm.  Hallar  la  mínima 
distancia  entre  las  rectas  que  contienen  a  los  segmen¬ 
tos  AC  y  BD. 

Resolución: 

Del  gráfico,  sea  P  un  piano  perpendicular  a  AC. 

Luego:  P  1  Q.  (Teorema). 

Proyectamos  el  conjunto  sobre  P. 


O  =*  Proyección  de  AC. 

B'D'  =*  Proyección  de  BD. 

OD'  =*  Proyección  de  CD. 

Como  CD  1 ÁC  CD  //  ÖD7  y  OD'  =  CD  =  4. 
(CD  se  proyecta  en  su  verdadera  magnitud). 


La  longitud  dél  segmento  OR(OR  1  B'O'),  da  la  míni¬ 


ma  distancia  entre  AC  y  BC,  pudiéndose  hallar  en  el 
D'O'B',  teniendo  en  cuenta  que  OB'  es  la  proyección 
en  verdadera  magnitud  de  la  altura  BH  dél  AABC: 
OB'  =  BH,  donde: 

BH  =  ^(V3)  =  3  =>  OB'  =  3 


Luego: 


1 

(OR)2 


(OD')2  +  (OB')2 


(OR')2  42  32 


OR  =  2,4  cm 


Método  2.  En  este  caso: 

a.  Formamos  un  piano  que  contenga  a  una  de  las 
rectas  y  sea  paralelo  a  la  otra,  (según  teorema  este 
piano  es  único). 


b.  Proyectamos  el  conjunto  sobre  un  piano  perpendi¬ 
cular  al  formado  en  (a). 

c.  El  piano  formado  en  (a)  y  la  otra  recta,  se  proyec- 
tan  según  dós  rectas  paralelas.  La  separación  en¬ 
tre  estas  rectas  de  la  mínima  distancia  pedida. 


Así,  para  el  gráfico: 

•  TrT  y  7f  són  las  rectas  alabeadas. 

•  Q  //  *rrT ;  P  es  el  piano  de  proyección  perpendicular 
a  Q. 

•  TrV :  proyección  de  m  en  P. 

•  Tv:  proyección  de  Q  en  P  (es  la  misma  proyección 
de  *rT ). 

•  d:  mínima  distancia  pedida. 

Ejemplos: 

1 .  La  figura  adjunta,  muestra  un  cubo  de  arista  a. 

•  M  es  punto  medio  de  BC. 

•  N  es  punto  medio  de  CD.  u  _ 

Hallar  la  mínima  distancia  entre  AD  y  MN. 


Como  AG  //  BD  y  MN  //  BD,  entonces:  AG  //  MN. 
Luego,  el  piano  AGD  es  paralelo  a  MN.  Proyecta¬ 
mos  el  conjunto  sobre  un  piano  P,  perpendicular 
al  piano  AGD.  Así  tenemos  que  P  //  AHG  y  BCDE, 
ya  que  ambos  planos  són  perpendiculares  al  piano 
AGD. 

M'N'  ->  Proyección  de  MN;  A'D'  ->  Proyección  dél 
piano  AGD  (y  de  toda  recta  contenida  en  él). 

La  distancia  entre  M'N'  y  A'D'  soluciona  el  problé¬ 
ma  y  es  igual  a  la  cuarta  parte  de  la  longitud  de  la 
diagonal  dél  cuadrado  A'H'D'E'. 
a/2 

Respuesta:  =-£- 
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2.  En  la  figura,  la  arista  dél  cubo  tiene  longitud  a. 
Hallar  la  mínima  distancia  entre  las  rectas  BD  y  CF 


Proyectamos  la  figura,  sobre  un  piano  R,  perpendi- 
cular  a  BD. 


Todas  las  perpendiculares  a  BD,  se  proyectan  en 
VM,  de  modo  que:  C'G'  =  CG  =  a  (2  y  C'H'  =  CH  =  a. 

MN,  es  la  mínima  distancia  pedida  y  se  puede  ha¬ 
llar  en  el  AC'MO: 

1  ^  1  1  .  1  = 

(MN)2  (C’M)2  (OM)2  ^  (MN)2 

.-.  MN  =  ^ 
o 

<4  ÁNGIJLOS  POLIEDROS 

Superficie  piramidal 

La  figura  1 ,  muestra  una  poligonal  contenida  en  el  piano 
H,  siendo  A  unó  de  sus  extremos. 


El  punto  O  es  exteriőr  al  piano  H. 

Luego,  si  el  rayo  OA  se  traslada  a  lo  largo  de  la  poligo¬ 
nal,  manteniendo  fijo  el  origen,  se  genera  una  superficie 
piramidal. 

OA  es  la  generatriz  de  la  superficie;  el  punto  O  es  el 
vértice  y  la  poligonal  recibe  el  nombre  de  directriz. 

En  este  caso  la  superficie  generada  es  abierta. 


Si  la  directriz  es  un  polígono,  como  en  la  figura  2,  la 
superficie  piramidal  generada  es  cerrada. 

Ángulo  poliedro 

Llamado  también  ángulo  sólido  o  anguloide,  es  la  figura 
determinada  por  una  superficie  piramidal  cerrada.  La 
fig.  2  muestra  un  ángulo  poliedro. 

Los  rayos  OA,  OB,  OC,  ...  se  llaman  aristas;  el  punto 
O  es  el  vértice;  tanto  las  regiones  planas  determina- 
das  por  dós  aristas  consecutivas,  como  los  ángulos 
ZAOB,  ZBOC,...,  són  las  caras  y  los  ángulos  diedros 
determinados  por  caras  consecutivas  són  los  diedros 
dél  anguloide. 

Según  el  número  de  caras  (3;  4;  5;...  n)  un  anguloide 
recibe  el  nombre  de  ángulo  triedro,  ángulo  tetraedro, 
ángulo  pentaedro,  ángulo  eneaedro,  etc. 

<♦  ÁNGULOS  TRIEDROS 


Es  el  ángulo  poliedro  de  trés  caras.  Sus  elementos  són: 
Trés  caras:  mZBOC  =  a,  mZAOC  =  b,  mZAOB  =  c. 
Trés  diedros:  OA,  OB,  OC  (o  simplemente  A,  B,  C). 

El  tiedro  de  la  figura  adjunta  se  denota:  O-ABC. 

Clasificación  de  los  ángulos  triedros 

De  acuerdo  a  sus  caras  un  triedro  puede  ser: 

a.  Escaleno,  si  sus  trés  caras  són  desiguales  (a  /  b  ^  c). 

b.  Isósceles  o  isoedro,  si  tiene  dós  caras  congruentes. 

c.  Equilátero,  si  sus  trés  caras  són  congruentes 
(a  =  b  =  c). 

d.  Rectángulo,  si  una  cara  midé  90°  (a  =  90°  A 
b,  c  #  90°). 

e.  Birrectángulo,  si  tiene  dós  caras  de  90°  (a  =  90°, 
b  =  90°,  c  #  90°). 

f.  Trirrectángulo,  si  cada  cara  midé  90°  (a  =  b  =  c  =  90°). 

La  siguiente  figura  muestra  triedros  rectángulo,  birrec¬ 
tángulo  y  trirrectángulo;  respectivamente,  de  vértices 
O,  VyQ. 
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Relaciones  entre  caras 

Teoremas 

1 .  En  todo  triedro  una  cara  es  menor  que  la  suma  de 
las  otras  dós  y  mayor  que  su  diferencia. 


O 


Hipótesis:  Sean  ZAOB,  ZAOC  y  ZBOC  las  caras 
dél  triedro  OABC,  con  ZAOB  mayor  que  las  otras 
dós  y  ZAOC  >  ZBOC. 

Tesis:  ZAOB  <  ZAOC  +  ZBOC  y 
ZAOB  >  ZAOC  -  ZBOC 

Demostración: 

Sea  E  un  punto  contenido  en  la  cara  AOB  y  situado 
en  AB,  tál  que:  ZAOE  ^  ZAOC.  Además  el  punto 
C  puede  ser  tál  que  OE  =  OC. 

En  consecuencia  AAOE  s  AAOC  (postulado  LAL). 
Luego:  AE  =  AC  ...(1) 

En  el  triángulo  ABC  se  cumple:  AE  +  EB  <  AC  + 
BC.  De  donde,  cancelando  AE  y  AC  por  ser  iguales: 
EB  <  BC  ...(2) 

Esto  implica  que  ZEOB  <  ZBOC,  ya  que  nos  trián- 
gulos  OEB  y  BOC  tienen  OE  =  OC,  OB  común  y 
EB  <  BC. 

Así:  ZEOB  <  ZBOC,  sumando  ZAOE  =  ZAOC  a 
unó  y  otro  miembro. 

ZAOE  +  ZEOB  <  ZBOC  +  ZAOC 
ZAOB  <  ZBOC  +  ZAOC 
Asimismo  podemos  escribir  ZAOC  <  ZAOB  +  ZBOC, 
para  la  cara  ZAOC  :  ZAOB  +  ZBOC  >  ZAOC. 

ZAOB  >  ZAOC  -  ZBOC 


2.  En  todo  ángulo  poliedro,  la  suma  de  las  caras  es 
mayor  que  0°  y  menor  que  360°. 

Hipótesis:  Sea  el  ángulo  pentaedro  OABCDE.  (En 
generál  un  ángulo  eneaedro). 

Tesis: 

0°  <  ZAOB  +  ZBOC  +  ZCOD  +  ZDOE  +  ZEOA  <  360° 

Demostración:  n 


ABCDE,  es  un  polígono  determinado  por  el  piano 
secante  a  las  caras  dél  anguloide. 

Por  el  teorema  anterior: 

Triedro  A:  ZEAB  <  ZOAE  +  ZOAB 
Triedro  B:  ZABC  <  ZOBA  +  ZOBC 
Triedro  C:  ZBCD  <  ZBCO  +  ZOCD 
Triedro  D:  ZCDE  <  ZCDO  +  ZODE 
Triedro  E:  ZAED  <  ZAEO  +  ZOED 

Sumando  miembro  a  miembro: 

ZEAB  +  ZABC  +  ZBCD  +  ZCDE  +  ZAED  < 
ZOAE  4-  ZOAB  +  ZOBA  +  ZOBC  +  ZBCD  +  ... 

Donde  el  primer  miembro  representa  la  suma  de 
ángulos  internos  dél  polígono  ABCDE  y  el  segundo 
miembro  es  la  suma  de  ángulos  en  los  triángulos, 
menos  los  ángulos  en  el  vértice  O. 

180°(5  -  2)  <  5(180°)  -  suma  de  ángulos  en  O 
Luego:  suma  de  ángulos  en  O  <  360°. 

0°<  ZAOB  +  ZBOC  +  ZCOD  +  ZDOE  +  ZEOA  <  360° 


Según  este  teorema,  si  a,  b  y  c  són  las  caras  de  un 
triedro,  entonces: 


0°<a  +  b  +  c<  360° 


Definiciones 

1.  Se  llama  simétrico  de  un  triedro  S-ABC,  al  triedro 
S-A'B'C',  determinado  por  los  rayos  SA',  SB'  y  SC\ 
opuestos  de  SA,  SB  y  SC,  respectivamente. 
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Triedros  simétricos 

2.  Dado  un  triedro  O-ABC  y  un  punto  cualquiera  O' 
dél  espacio,  se  trazan  O'A'  ,  O'b'  y  0'c\  rayos 
perpendiculares  a  las  caras  OBC,  OAC  y  OAB,  res- 
pectivamente,  de  modo  que  O  A  y  OA  tengan  sus 
sentidos  hacia  un  mismo  semi-espacio  con  respec- 
to  al  piano  OBC,  asimismo  OB  y  OB  a  un  mismo 
lado  dél  piano  OAC  y  O  C  y  OC  de  un  mismo  lado 
dél  piano  OAC. 

El  triedro  O'A'B'C'  se  llama  polar  o  suplementario 
dél  triedro  O-ABC. 

Triedros  suplementarios 

A  A' 


Fig.  2  Triedros  suplementarios 


Bien,  en  los  gráficos  anteriores: 

O'A'  1  OBC  (hipótesis)  OC  l  O'A'  ...(1) 

O'B' 1  OAC  (hipótesis  OC  l  O'B'  ...(2) 

Luego,  de  (1 )  y  (2):  OC  seré  perpendicular  al  piano 
O'A'B',  que  contiene  a  O'A'  y  O'B' .  De  modo  aná- 
logo  se  concluye  que:  OA  1  O'B'C'  A  OB  1  O'A'C' 


2.  Dados  dós  triedros  suplementarios,  cada  cara  de 
unó  de  ellos  es  el  suplemento  dél  correspondiente 
diedro  dél  otro. 


Demostración: 

Considerando  la  figura  adjunta,  donde  se  muestran 
las  caras  OAB  y  OBC  dél  triedro  OARC  y  la  cara 
O'A'C'  de  su  triedro  suplementario  O'-A'B'C',  traza- 
do  con  vértice  en  O',  tenemos  que: 

Las  prolongaciones  de  C'O'  y  A'O'  interceptan  a  los 
planos  OAB  y  OBC,  en  los  puntos  M  y  E;  respecti- 
vamente. 

El  piano  determinado  por  MC'  y  EA'  es  perpendi¬ 
cular  a  los  planos  OAB  y  OBC  (por  ser  MC'  1  OAB  y 
EA'  1  OBC),  por  lo  que  también  seré  perpendi¬ 
cular  a  OB,  en  el  punto  R  .  Luego.  OB  1  MR  A 
OB  1  ÉR. 

ZMRE  es  un  ángulo  piano  dél  diedro  OB.  Enton- 
ces,  en  el  cuadrilátero  O'MRE. 

ZMO'E  +  ZMRE  =  180°,  pero  ZMO’E  =  ZA'O'C 
Diedro  OB  +  cara  A'O'C  =  180° 


Análogamente  se  demuestran  los  otros  casos. 

En  conclusión,  si  a  continuación  graficamos  los 
triedros  O-ABC  y  O'-A'B'C,  donde: 


Triedro  O-ABC 


caras  a,  b,  c 
diedros  A,  B,  C 


La  figura  1  indica  cómo  deben  graficarse  las  aristas  dél 
triedro  polar. 

La  figura  2  muestra  los  triedros  suplementarios. 

Teoremas: 

1 .  Si  el  triedro  O'-A'B'C'  es  suplementario  dél  triedro 
O-ABC,  entonces  el  triedro  OABC  es  también  el 
suplementario  dél  triedro  O'-A'B'C'. 

Demostración: 

Bastará  probarque  OA,  OB  y  OC  són,  respectiva- 
mente,  perpendiculares  a  los  planos  O'B'C',  O'A'C' 
y  O'A'B',  cumpliendo  así  con  la  definíción  dada. 


Triedro 


O'-A'B'C' 


caras  a',  b',  c' 
diedros  A',  B',  C' 


Se  tendrá: 


a  +  A'  =  180° 
b  +  B'  =  180° 
c  +  C'  =  180° 
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también:  ÍA+a'  =  180° 

B  +  b'  =  180° 

lc  +  c'  =  180° 

3.  En  todo  triedro,  la  suma  de  los  diedros  esté  com- 
prendida  entre  180°  y  540°.  Para  la  demostración, 
consideremos  un  triedro  O-ABC  y  O'-A'B'C',  su  trie¬ 
dro  polar,  llamando  A,  B,  C,  los  diedros  dél  primero 
y  a',  b',  c'  las  caras  dél  segundo;  de  acuerdo  a  un 
teorema  visto  anteriormente  tenemos  que: 

0°  <  a'  +  b'  +  c’  <  360° 

Pero:  a'  =  180°  -  A;  b'  =  180°  -  B;  c'  =  180°  -  C 
Luego: 

0°  <  (180°  -  A)  +  (180°  -  B)  +  (180°  -  C)  <  360° 
—  540°  <-A— B  —  C<-1 80° 

De  donde:  180°  <  A  +  B  +  C  <  540° 

Congruencia  de  ángulos  triedros 

Dos  ángulos  triedros  O-ABC  y  X-YZW  són  congruen- 
tes,  si  sus  caras  y  ángulos  diedros  són  respectivamen- 
te  congruentes,  de  modo  que  a  caras  congruentes  se 
opongan  diedros  congruentes  y  recíprocamente. 


Es  decir,  las  caras: 

a  =  y,  b  =  z,  c  =  w,  y  los  diedros:  A  =  Y,B  =  Z,C  =  W 
Si  dós  triedros  són  congruentes,  sus  triedros  polares 
también  lo  són. 

Demostración: 

Sean  O'-A'B'C'  y  X'-Y'Z'W',  triedros  polares  de  los 
triedros  congruentes  OABC  y  XYZW,  respectivamente. 
Por  un  teorema  anterior  sabemos  que: 
a' =  180° -A;  y’  =  180°-Y. 

Pero,  como  A  =  Y,  por  hipótesis,  entonces:  a'  =  y' 
También:  b'  =  180°  -  B,  z'  =  180°  -  Z.  Siendo  B  =  Z. 
b'  =  z' 

Análogamente:  c'  =  x'.  Así  tenemos  que  las  trés  ca¬ 
ras  de  los  triedros  polares  són  respectivamente  con¬ 
gruentes. 

Para  probar  que  los  diedros  són  también  congruentes: 
A'  =  180°  -  a,  Y'  =  180°  -  y.  Como  a  =  y,  entonces: 

A'  =  Y'. 


Así  mismo:  B'  =  180°  -  b,  Z'  =  180°  -  z;  con  B  =  z 
.-.  B’  =  Z' 

Además,  se  Mega  a  que  C'  =  W' 

En  consecuencia,  los  triedros  O-A'B'C  y  X'-Y'Z'W'  són 
congruentes. 

Casos  de  congruencia  de  triedros 

Los  casos  de  congruencia  de  triedros  són  análogos  a 
los  de  congruencia  de  triángulos. 

1.  Dos  triedros  són  congruentes  si  tienen  dós  caras 
y  el  ángulo  diedro  comprendido,  respectivamente 
congruentes. 

Para  la  figura  adjunta,  el  postulado  indica  que  si: 


c  =  w 
y  B  =  Z 

Entonces:  triedro  O-ABC  =  triedro  X-YZW 


2.  Dos  triedros  són  congruentes  si  tienen  una  cara  y 
los  ángulos  diedros  adyacentes,  respectivamente 
congruentes. 

Hipótesis:  Sean  los  triedros  OABC  y  XYZW,  tál  es 
que  a  =  y,  B  =  Z,  C  =  W. 

Tesis:  Triedro  O-ABC  =  triedro  XYZW. 


Demostración: 


Sean  O'-B'C'C'  y  X'-Y'Z'W',  triedros  suplementarios 
de  O-ABC  y  XYZW,  respectivamente. 

Probemos  que  O'A'B'C'  y  X'Y'Z'X'  són  congruentes. 
Veamos: 

b'  =  180°  -  B,  z'  =  180°  -  Z  (por  teorema) 

Pero:  B  =  Z,  (hipótesis).  Entonces:  b'  =  z'. 
También: 

A'  =  1 80°  -  a,  Y'  =  1 80°  -  y.  Como:  a  =  y,  (hipótesis). 
.-.  A’  =  Y' 

Así  tenemos  que  los  triedros  O'-A'B'C'  y  X'-Y'Z’W' 
són  congruentes,  ya  que  tienen  dós  caras  y  el  die¬ 
dro  comprendido,  respectivamente  congruentes, 
cumpliendo  el  postulado.  Entonces,  según  un  teo- 
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rema  anterior,  los  triedros  0-ABC  y  X-YZW  serén 
también  congruentes. 

3.  Dos  triedros  són  congruentes  si  tienen  sus  trés  ca- 
ras  respectivamente  congruentes. 

4.  Dos  triedros  són  congruentes  si  tienen  sus  trés  die- 
dros  respectivamente  congruentes. 


Las  demostraciones  de  los  casos  3.°  y  4.°  se  dejan 
como  ejercicio  al  lector. 


5.  Dos  diedros  simétricos  són  congruentes  entre  sí. 
(La  demostración  de  este  teorema  es  sencillo  y  se 
deja  como  ejercicio  al  lector). 

Reláción  entre  caras  y  diedros  de  un  triedro 


1 .  Si  dós  caras  de  un  triedro  són  congruentes,  enton- 
ces  los  diedros  opuestos  a  dichas  caras  són  con¬ 
gruentes. 

Hipótesis:  Sea  el  triado  O-ABC,  con  las  caras  a  y 
c  congruentes. 

Tesis:  A  =  C 
Demostración: 


Trazamos  OE,  bisectriz  de  la  cara  ZAOC.  Luego, 
se  determinan  dós  triedros  O-AEB  y  O-EBC,  con¬ 
gruentes,  ya  que: 
a  =  c  (hipótesis) 

ZAOE  =  ZEOC  y  ZEOB  común;  tienen  sus  trés 
caras  respectivamente  congruentes.  Por  tanto,  a 
caras  congruentes,  en  triedros  congruentes,  se 
oponen  diedros  congruentes:  A  =  C  (se  oponen  a 
ZEOB). 

2.  Si  dós  diedros  de  un  triedro  són  congruentes,  en- 
tonces  las  caras  opuestas  a  dichos  diedros  són 
congruentes. 


Hipótesis:  Consideremos  el  triedro  OABC,  donde 
los  diedros  B  y  C  són  congruentes. 

Tesis:  AOC  =  AOB 
Demostración: 


Trazamos  AE,  perpendicular  al  piano  BOC  y  luego, 
EM  y  EN,  perpendiculares  aOByOC,  respectiva¬ 
mente. 

Luego, jpor  el  teorema  de  las  trés  perpendiculares: 
AMI  OB  yÁN  1  OC. 

ZAME  y  ZANE  són  ángulos  planos  de  los  die¬ 
dros  B  y  C 

ZAME  =  ZANE. 

Luego  AAEM  =  AAEN,  entonces  EM  =  EN  y  AM  =  AN. 
Enseguida:  AOME  s  AONE 
.-.  OM  =  ON  y  finalmente: 

AOMA  s  AONA  De  donde:  ZAOB  ^  ZAOC,  tál 
como  se  quería  demostrar. 

3.  Si  un  triedro  tiene  dós  diedros  desiguales,  las  ca¬ 
ras  opuestas  són  desiguales  y  al  mayor  diedro  se 
opone  mayor  cara. 

Teorema.  Si  un  triedro  tiene  dós  caras  desigua¬ 
les,  los  diedros  opuestos  són  desiguales  y  a  mayor 
cara  se  opone  mayor  diedro. 

(Demuestre  estos  teoremas) 

Éjem  pl os : 

1 .  ^Cuántas  de  las  siguientes  proposiciones  no  són 
falsas? 

I.  Por  una  recta  perpendicular  a  un  piano,  pasan 
infinidad  de  planos  perpendiculares  al  primero. 

II.  Por  una  recta  paralela  a  un  piano,  pasan  infini¬ 
dad  de  planos  paralelos  al  primero. 

III.  Dos  planos  perpendiculares  a  una  misma  recta, 
són  paralelos  entre  sí. 

IV.  Dos  planos  perpendiculares  a  un  tercer  piano, 
són  paralelos  entre  sí. 

V.  Dos  rectas  perpendiculares  a  un  mismo  piano, 
són  paralelos  entre  sí. 
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Resolución: 

I.  Verdadera 
IV.  Falsa 


II.  Falsa 
V.  Verdadera 


III.  Verdadera 


Veamos  por  qué: 


m  //  H 

R  //  H,  R  es  único 


IV.  R  es  único 


No  necesariamente  P  y  Q 
Són  paralelos. 


2.  Indicar  verdadero  (V)  o  falso  (F). 

I.  En  todo  triedro,  la  suma  de  las  medidas  de  los 
trés  diedros  exteriores  es  mayor  que  0°  y  menor 
que  360°. 

II.  Si  A,  B,  C,  són  las  medidas  de  los  diedros  de  un 
triedro,  entonces:  B  +  C  <  180°  +  A. 

Resolución: 


I.  Sea  el  triedro  O-ABC,  con  eA,  eB  y  ec,  como  me¬ 
didas  de  sus  diedros  exteriores. 

Se  sabe  que  para  los  diedros  A,  B  y  C. 

180°  <A  +  B  +  C  =  540°  ...(1) 

Pero:  A=180°-eA 

B  =  180°  -  eB 
C  =  180°  -  ec 

De  donde: 

En  (1): 

180°  <  (180°  -  eA)  +  (180°  -  ec)  <  540° 

-360°  <  -  (eA  +  eB  +  ec)  <  0° 

360°  >  eA  +  eB  +  ec  >  0° 

.-.  Verdadera  (V) 

II.  Considerando  el  mismo  gráfico;  las  caras  dél  trie¬ 
dro  polar,  midé:  (1 80°  -  A),  (1 80°  -  B)  y  (1 80°  -  C). 
Deben  cumplir:  (1 80°  -  A)-(1 80°  -  B)  <  (1 80°  -  C). 
De  donde:  B  +  O  <  1 80°  +  A. .-.  Verdadera  (V) 

3.  ABC  es  un  triángulo  recto  en  B  .  ACD  es  un  triángu- 
lo  equilátero  contenido  en  un  piano  perpendicular 
al  piano  ABC.  Si  AC  =  8,  hallar  BD. 

Resolución: 


Piano  R  l_plano  ABC 

Se  traza  DM  1  piano  ABC 

=*  DM  estará  contenido  en  el  piano  R. 

DM1BM 

AABC:  BM=4p  =  |  =>  BM  =  4 
AADC,  equilátero: 

DM  =  4pV3  =  |V3  =»  DM  =  4V3 
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Teorema  de  Pitágoras,  en  el  kBMD: 

(BD)2  =  (BM)2  +  (DM)2 

(BD)2  =  42  +  (4 73) 2  BD  =  8 

4.  Dado  un  diedro  R-EF-Q  y  un  punto  P  interior,  se 
trazan  PA,  PB  y  PC,  perpendiculares  a  la  cara  R,  a 
la  arista  EF  y  a  la  cara  Q,  respectivamente.  Si: 

PA  =  ^  Hallar  la  medida  dél  diedro. 

2  V2 


Resolución: 


=*  PA  =  a;  PB  =  2a  y  PC  =  a/2 
Como  EF  1  PA  y  EF  1  PC 

Entonces  EF  1  piano  PÁC  y  PB  estará  contenido 
en  dicho  piano.  Se  observa  que  són  notables  los 
triángulos  rectángulos  PAB  y  PCB. 

mZPBA  =  30°,  porque  PA  =  ^  y  mZPBC  =  45°, 
PR 

porque  PC  =  ^ 

Entonces: 

Diedro  EF  :  mZABC  =  mZPBA  +  m  ZPBC 
.-.  Diedro  EF:  30°  +  45°  =  75° 

5.  En  un  triángulo  ABC,  se  tiene  que  AB  =  13, 
BC  =  15  y  AC  =  14.  Se  eleva  por  B,  BF  perpendi- 
cular  al  piano  ABC,  siendo  BF  =  12.  Hallar  la  me¬ 
dida  dél  triángulo  diedro  que  determinan  los  planos 
AFCyABC. 

Resolución: 


En  el  piano  ABC,  se  traza  BH  1  AC.  Por  el  teorema 
de  las  trés  perpendiculares:  FH  1  AC 
ZFHB,  es  un  ángulo  piano  dél  diedro  que  determi¬ 
nan  los  planos  AFC  y  ABC. 


Teorema  de  Herón,  en  el  AABC: 


BH  =  JL/21(21-13)(21-14)(21-15)  =  yV21  (8)(7)(6) 

BH  =  12 

Luego,  el  triángulo  rectángulo  FBH  es  isósceles 
(BF  =  12  =  BH)  .-.  x  =  45° 


6.  Dos  caras  de  un  triedro  miden  84°  y  114°,  respec¬ 
tivamente.  Hallar  los  valores  enteros,  mínimo  y 
máximo  de  la  medida  de  la  tercera  cara. 

Resolución: 

Sea  x  la  medida  de  la  tercera  cara.  Se  deben 
cumplir. 

x  >  114°  -  84°  =>  x  >  30°  ...(I) 

También: 

x  +  84°  +  114°  <  360°  =>  x  <  162°  ...(II) 

De  (I)  y  (II):  mínimo  valor  entero:  31 0 
máximo  valor  entero:  161° 

7.  Desde  un  punto  E  exteriőr  a  un  piano  H,  se  trazan 
EA,  EB  y  EC  (A,  B  y  C  sobre  H).  Si  estos  segmen- 
tos  formán  ángulos  de  60°,  90°  y  45°,  respectiva¬ 
mente  y  AB  1  BC;  hallar  el  área  de  la  región  trian- 
gular  AEC,  sabiendo  que  AB  =  2  cm. 

Resolución: 


E 


AABE:  BE  =  AB/3  =  2/3 
AEBC:  BC  =  BE  =  2/3 
AABC:  notable,  porque: 

BC  =AB/3  =>  ZACB  =  30° 
y  AC  =  2AB  =  2(2)  =  4 

Al  trazar  BH  1  AC: 

BH  =  ^  =  ^  =  /3  ...(en  ABHC) 

Teorema  de  las  trés  perpendiculares:  EH  1  AC. 

En  el  kEBH: 

(EH)2=  (BE)2  +  (BH)2  =  (2/3  )2+  (/3  )2  =»  EH=/Í5 
Finalmente: 

SABC  =  5<AC)(EH)  =  |(4)(/Í5)  =  2/15  cm2 
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8.  La  figura  muestra  un  cubo  de  arista  a  M  es  punto 
medio  de  AB  y  N  es  punto  medio  de  BC.  Hallar  la 
mínima  distancia  entre  las  rectas  que  contienen  a 
MNy  CH. 


Como  MN  //  AC  =>  MN  es  paralelo  al  piano  ACH. 
Toda  recta  perpendicular  al  piano  ACH  seré  tam- 
bién  perpendicular  a  MN.  En  particular,  BD  1  piano 
ACH,  por  ser  BD  1  AC  y  BD  =  AH. 

Si  BD  intersecan  a  MN  y  AC  en  los  puntos  E  y  F, 
respectivamente,  entonces  EF  da  la  mínima  dis¬ 
tancia  entre  MN  y  CH,  que  es  la  misma  que  hay 
entre  MN  y  el  piano  ACH.  En  el  cuadrado  ABCD,  F 
es  el  centro. 


EF  =  BE  =  *  EF  =  ^  =  I(BF) 

«  EF=I(^)  =  1(B0)  .-.  EF  =  ^ 


9.  ABCDEF  es  un  hexágono  regular  contenido  en 
un  piano  P.  Se  eleva  por  A,  AH  1  P,  de  modo  que 
los  planos  HBT  y  P  formen  un  diedro  de  45°.  Si  el 
área  (AAHF)  =  8  cm2,  hallar  área  (AHBC). 

Resolución: 


H 


Se  trata  AT  1  BC  =»  HT 1  BC,  según  el  teorema  de 
las  trés  perpendiculares. 

ZHTA  =  45°  (ángulo  piano  dél  ángulo  diedro  que 
determinan  los  planos  HBC  y  P). 


Se  tienen:  área(AHBC)  = 

/a  auc\  AF  (HA) 
y  area  (AAHF)  =  — - — - 

Dividiendo  miembro  a  miembro,  y  como  BC  =  AF: 
área(AHBC)  HT 
área  (AAHF)  -  HA 

Pero:  área  (AAHF)  =  8  cm2  y  ^  =  /2 
.-.  área  (AHBC)  =  8/2  cm2 


1 0.  Por  el  centro  Q  de  un  cuadrado  ABCD,  se  eleva  QF 
perpendicular  al  piano  que  lo  contiene.  Si  AB  =  a, 
hallar  la  longitud  de  QF  para  que  los  planos  BFC  y 
CFD  determinen  un  dentro  de  medida  120°  (diedro 
B-FC-D). 


Resolución: 


BHD  es  un  ángulo  piano  dél  diedro  B-FC-D. 
mZBHD  =  120° 


a/2 


=  QC. 


mZBHQ  =  mZDHQ  =  60° 

En  el  cuadrado  ABCD:  BQ  = 

En  el  kBQH  (notable): 

QH  =  BQ^  =  =»  QH  = 

Por  reláción  métrica,  en  el  triángulo  rectángulo  FQC: 
1  1  1,1  1 


4+ 

x2  (QC) 

•  x=  ^ 

2 


(QH)2 


X 


•fi  (•fi 


11.  O  es  circuncentro  de  un  triángulo  isósceles  ABC 
(AB  =  BC).  Se  eleva,  por  O,  OF  perpendicular  al 
piano  ABC.  Si  AB  =  2/7 ;  AC  =  4/3  y  AF  forma 
con  el  piano  ABC  un  ángulo  de  45°,  hallar  la  me¬ 
dida  dél  diedro  que  determinan  los  planos  AFC  y 
ABC. 


Resolución: 
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0  =>  circuncentro  de  AABC 
=>  OA  =  OB  =  R  =*  circunradio. 

En  kAHB:  (BH)2  =  (AB)2  -  (AH)2 
(BH)2  =  (2/7  )2  -  (2/3  )2 
BH  =  4 

En  kAHO:  HO  =  BH  -  R  =»  HO  =  4  -  R 
Teorema  de  Pitágoras:  (AH)2  +  (HO)2  =  (AO)2 

(2V3  )2  +  (4  -  R)2  =  R2  =>  R  =  | 
Entonces: 

OH  =  4  -  R  =*  OH  =  1 12  y  como  OF  =  OA,  por  ser 
el  AAOF  isósceles:  OF  =  |- 

Finalmente:  en  el  kHOF: 
tanx  =  7 

x  =  arctan7  ._ 


12.  Se  tiene  un  hexágono  regular  ABCDEF  contenido 
en  un_plano  P.  Por  el  centro  O  dél  hexágono,  se 
eleva  OH  ±  P.  Si  AB  =_4  y_OH  =  2V6 ,  hallar  la 
mínima  distancia  entre  AB  y  HE. 

Resolución: 


Como  AB  se  proyecta  según  el  punto  A'  la  figura  2, 
daja  forma  de  hallar  la  mínima  distancia  x  entre  AB 
y  HE. 

Se  observa:  E'O'  =  O'A'  =  2/3 
kE'O'H’:  E'H'  =  6  (teorema  de  Pitágoras) 

kE’RA'  -  kE'O'H':  -*=  =  x  =  4/2 

2V6  6 

13.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  ABC,  recto  en  B. 
Por  el  vértice  A,  se  eleva  AE  perpendicular  al  piano 
ABC.  Si  AE  =  8_y  BC  =  6,  hallar  la  mínima  distan¬ 
cia  entre  AB  y  EC. 

Resolución: 


Se  proyecta  la  figura  sobre  un  piano  R,  perpendi¬ 
cular  a  AB. 

AB  se  proyecta  como  un  punto  (B')  y  AE  así  como 
BC,  en  verdadera  magnitud  por  ser  perpendicular 
a  AB. 

El  segmento  de  longitud  x,  da  la  mínima  distancia 
entre  AB  y  EC. 

Por  reláción  métrica,  en  el  triángulo  rectángulo 
contenido  en  el  piano  R: 


14.  En  una  circunferencia  de  centro  O  ynadio2cm.se 
tiene  la  cuerda  AB,  de  modo  que  mAB  =  45°.  Se 
eleva  OE,  perpendicular  al  piano  a  la  circunferen¬ 
cia,  siendo  OE  =  2  cm.  Hallar  la  mínima  distancia 
entre  AE  y  OB. 

Resolución: 


Sea  T,  un  piano  perpendicular  a  AB,  se  hacen  las 
proyecciones  sobre  T. 

Todas  las  perpendiculares  a  AB,  se  proyectan  en 
verdadera  magnitud.  Por  eső: 

H'O'  =  HO  =  2/6  y  A'E'  =  AE  =  4/3 


Se  proyecta  el  conjunto  sobre  un  piano  R  perpen¬ 
dicular  a  OB.  Este  segmento  se  proyecta  como  un 
punto  O'  y  todas  las  perpendiculares  a  él,  en  ver¬ 
dadera  magnitud.  Así:  O'E'  =  OE  =  2.  Si  AH  1  OB, 
entonces  en  R:  O'A'  =  AH. 
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Perc,  en  el  kAHO:  AH  =  -£■  =  72 

12 

=»  O'A'  =  Í2 


La  distancia  de  O'  a  A'E'  es  la  mínima  distancia 
entre  AE  y  OB:  x. 

Por  reláción  métrica: 

1 

x‘=^  +  “ 


„2  22  +  (V2)2 


...(en  LxA'O'E') 


De  donde:  x  =  -|/3 


15.  La  arista  dél  cubo,  midé  a.  El  punto  O  es  centro  de 
la  cara  ABCD.  Hallar  la  mínima  distancia  entre  GO 
y  FD. 


Resolución: 


pendicular  a  FD,  esta  recta  se  proyectará  como 
un  punto  (F'D')  y  la  distancia  de  este  punto  a 
G'0\  (proyección  de  GO),  dará  la  mínima  dis¬ 
tancia  pedida  (x),  según  el  gráfico  adjunto. 

•  En  el  triángulo  rectángulo  dél  cual  x  es  altura: 
11  1 

— L  =  -L  +  — i—  (reláción  métrica) 

*  a  (ígf 

De  donde:  x  =  pp 


PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


1.  El  tetraedro  O-ABC,  es  trirrectángulo  en  el  vértice 
O.  OQ  1  piano  ABC. 

Demostrar  que: 

^_  +  _ !_  +  _!_  =  _ !_ 

(OA)2  (OB)2  (OC)2  (OQ)2 


B 


Resolución: 

B 


OQ  debe  estar  en  un  piano  perpendicular  al  ABC. 
Veamos: 

Se  traza  OR  1 AC.  Por  el  teorema  de  las  trés  per- 
pendiculares:  BR  1  AC.  El  piano  BOR  es  perpen¬ 
dicular  al  piano  ABC.  En  BCR  estará  OQ  1  piano 
ABC. 

Por  reláción  métrica,  en  los  triángulos  rectángulos: 


ABOR  =>  1  , 

-  1  l  1 

■~(1) 

(OQ)2 

(OR)2  (OB)2 

AAOC  =*  1  , 

=  1  +  1 

...(2) 

(OR)2 

(OA)2  (OC)2 

(2)  en  (1): 

1  _  1 

1  1 

I  I 

(OQ)2  (0A): 

2  '  (OB)2  (OC)2 

2.  AB  y  CD_  són  segmentos  alabeados  y  perpendicu- 
lares.  AC  es  perpendicular  a  AB  y  CD. 

Si:  (AB)2  +  (CD)2  =  256,  hallar  la  distancia  entre  los 
puntos  medios  de  AC  y  BD. 

Resolución: 


B 


(AB)2  +  (CD)2  =  256  „Jdato) 

Sean:  M  punto  medio  de  AC  y  N,  punto  medio  de 
BD,  incógnita:  MN. 

Si  H  es  punto  medio  de  AD 

NH  =  y  NH  // ÁB,  en  ABAD 
MH  =  y  MH  //‘CD,  en  AACD 
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Por  dato:  AB  1  CD  =>  MH  =  NH 

En  el  triángulo  rectángulo  NHM,  teorema  de 
Pitágoras: 

(MN)2  =  (MH)2  +  (NH)2 

,(MN)-(f)2  +  (f  )2  =  <M 

Con  el  dato:  (MN)2  =  ^  . .  MN  =  8 

3.  m  y  r  són  dós  rectas  alabeadas  que  se  cruzan  con 
un  ángulo  de  60°,  A  e  TtT,  B  e  V  y  AB  =  4  cm 
es  la  mínima  distancia  entre  TtT  y  T .  Sobre  m  se 
torna  el  punto  E  y  en  7  el  punto  F,  de  modo  que 
AE  =  BF  =  3  cm.  Hallar  la  medida  dél  ángulo  con 
que  se  cruzan  AB  y  EF. 

Resolución: 


Grafiquemos  r  en  un  piano  S  paralelo  a  Trf ,  m'  es 
la  proyección  de  *rrT  sobre  S. 

El  piano  R  1  piano  S. 

Se  observa:  ABFH,  equilátero 

HF  =  3  ...(1) 

x,  da  la  medida  dél  ángulo  de  cruce  entre  AB  y  EF, 

ya  que  EH  //  AB. 

Como  EH  =  AB  =>  EH  =  4  ...  (2) 

Con  (1)  y  (2),  en  AEHF,  recto  en  H:  x  =  37° 


En  el  kEFB,  por  el  teorema  de  Pitágoras: 

(EF)2  +  (FB)2  =  (EB)2  -  (EF)2  +  (k)2  =  ^ J 

■■■  EF  = 

5.  En  un  triedro  H-ABC,  se  sabe  que:  mZAHC  =  90°, 
mZAHC  =  mZBHC  =  60°.  Hallar  la  medida  dél  án¬ 
gulo  que  forma  HB  con  el  piano  AHC. 

Resolución: 


Se  traza  BQ  1  piano  AHC. 

HQ  es  la  proyección  de  HB  en  dicho  piano. 

Se  trazan  QE  1  HA  y  QF  1  HC 
Sea:  HB  =  L.  Luego: 

AHFB  =>  HF  =  AHEB  =>  HE  =  | 

EHFQ  es  un  cuadrado.  Luego:  HQ  =  HF/2 
=>  HQ  =  |  V2 

Entonces,  en  el  AHQB,  recto  en  Q: 

HQ=±^V2 
.-.  mZBHQ  =  45° 

6.  En  un  triedro  H-ABC,  el  diedro  C  midé  90°  y  las 
caras:  a  =  b  =  45°.  ^Cuánto  midé  la  cara  c? 

Resolución: 


4.  La  mínima  distancia  entre  dós  aristas  opuestas  de 
un  tetraedro  regular,  de  aristas  con  longitud  L,  es: 

Resolución: 


D 


Consideremos  el  tetraedro  regular _ABCD.  Halla- 
mos  la  mínima  distancia  entre  AC  y  BD. 

Si  DE1ÁC  .-.  AE  =  EC  y  luego  BE  1  ÁC.  El 
piano  BED  es  perpendicular  a  AC.  Entonces,  si 
EF  1  BD,  EF  da  la  mínima  distancia  entre  AC  y  BD, 
por  ser  EF  perpendicular  a  ambas  rectas. 

Así:  DE  =  EB  =  t  V3  y  DF  =  FB  =  | 


Sea  F,  un  punto  de  HC _ 

Se  trazan:  FE  J__HC  y  FP  1  HC 
Estando  E  en  HA  y  P  en  HB. 

ZEFP  es  un  ángulo  piano  dél  diedro  C 
=>  mZEFP  =  90° 

Si  HF  =  L,  entonces: 
fcJHFP  =>  FP  =  L  y  HP  =  L/2  1  FP  =  FE 
kHFE=»FE  =  Ly  HE  =  L/2  J  AEFP:  EP  =  L/2 
En  conclusión:  EP  =  HP  =  HE  =  L/2 
AEHP,  equilátero  .*.  a  =  60° 
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7.  Dado  un  triedro  O-ABC,  la  arista  OC  forma  con 
la  bisectriz  OE  de  la  cara  opuesta,  un  ángulo  que 
midé  la  mitad  de  dicha  cara.  Demostrar  que: 
diedro  A  +  diedro  B  =  diedro  C 

Resolución: 


Recordemos,  según  un  teorema  de  este  capítulo, 
que  si  dós  caras  de  un  triedro  són  congruentes, 
entonces  los  diedros  opuestos  a  dichas  caras  són 
congruentes. 

Luego: 

Triedro  O-AEC: 
cara  EOC  =  cara  AOE 

=>  diedro  E-OC-A  =  diedro  E-OA-C  ...(1) 

Triedro  O-EBC: 

cara  BOE  =  cara  EOC 

=*  diedro  E-OC-B  =  diedro  E-OB-C  ...(2) 

Sumando  miembro  a  miembro,  lo  de  (1)  y  (2): 

diedro  E-OC-A  +  diedro  E-OC-B  = 

diedro  E-OA-C +diedro  E-OB-C 

Es  decir: 

Diedro  C  :  diedro  A  +  diedro  B 

8.  Se  tienen  los  rayos  AX  y  BY  que  se  cruzan  toman- 
do  un  ángulo  que  mide^60°  y  cuya  perpendicular 
común  es  AB.  Sobre  AX  se  ubica  el  punto  P  y  so- 
bre  BY  el  punto  Q,  tál  que  AP  =  AB  =  BQ  =  4  cm. 
Calcular  PQ. 

Resolución: 


Trazamos  BZ  //  AX 
Luego:  mzZBY  =  60° 

PR  //  ÁB  y  AB  1  Piano  ZBY  =>  PR  1  Piano  ZBY 
LPRQ:  PQ  =  4/2 

9.  Se  tienen  los  rayos  AX  y  BY  que  se  cruzan  for- 
mando  un  ángulo  recto  y  cuya  perpendicular  común 


es  AB.  Sobre  AX  se  ubica  el  punto  C  y  sobre  BY  el 
punto  D,  tál  que:  (AC)2  +  (BD)2  +  (AD)2+  (BC)2  =  18. 
Calcular  CD. 


CD  =  m 

a2  +  b2  +  c^_+  d2  =  18 
Trazamos  BZ  //  AX  =>  Z  ZBY  =  90° 

BD  1  piano  H  =*  BD  1  BC 

kDBC:  m2  =  b2  +  d^_  ^.(1) 

BZ  1  piano  ABD  y  AX  //  BZ 

kDAC:  m2  =  a2  +  c2  ...  (2) 

(1)  +  (2):  2m2  =  a2  +  b2  +  c2  +  d2 
.-.  m  =  3 

10.  En  la  región  interior  a  un  triedro  trirrectángulo  de 
vértice  O,  se  torna  el  punto  P.  Hallar  OP,  sabiendo 
que  las  proyecciones  de  OP  sobre  las  caras  dél 
triedro,  tienen  longitudes  3/2 , 4/2  y  12/2  cm,  res- 
pectivamente. 

Resolución: 


B 


Consideremos  el  gráfico  adjunto,  donde  el  triedro 
es  O-ABC. 

OP  =  x 

Con  las  distancias  elegidas  a,  b  y  c,  usando  el  teo¬ 


rema  de  Pitágoras: 

x2  =  a2  +  b2  +  c2  ...  (1) 

kOME  =>  (OM)2  +  (EM)2  =  (OE)2 

b2  +  a2  =  288  ...  (2) 

kOMH  =  (OM)2  +  (MH)2  =  (OH)2 

b2  +  c2  =  18  ...(3) 

fc.ORF  =»  (OR)2  +  (RF)2  =  (OF)2 

c2  +  a2  =  32  ...  (4) 


Sumando  miembro  a  miembro,  las  expresiones  (2), 
(3)  y  (4): 
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2a2  +  2b2  +  2c2  =  338 
=>  a2  +  b2  +  c2  =  169 

Finalmente,  reemplazando  en  (1):  x2  =  169 
x  =  13 


11.  En  un  cubo  ABCD  -  EFGH  los  centros  de  las  caras 
BFGC,  EFGH,  AEHD  són  M,  P  y  Q  respectivamen- 
te,  si  N  es  punto  medio  de  HG,  calcular  la  medida 
dél  ángulo  que  formán  las  rectas  MN  y  PQ. 

Resolución: 


PQ_//_DGa_MN  //  BH 

=>  BH  y  DG  formán  un  ángulo  cuyo  valor  se  quiere 
hallar. 

Trazamos  DL  //  BH  (L  e  FH) 

=*  BH  =  DL  =  a/3 

ALHG:  LG  =  a/5 

kDHG  :  DG  =  a/2 

ALDG:  (a/5)2  =  (a/2)2  +  (a/3)2 

Cumple  la  igualdad. 

.-.  0  =  90° 

Triángulo  LDG  es  rectángulo,  recto  en  D. 

12.  En  un  triángulo  ABC;  por  el  vértice  A  se  traza  una 
perpendicular  AH  al  piano  que  lo  contiene,  luego 
las  perpendiculares  AM  y  AN  a  los  segmentos  HC 
y  HB  respectivamente,  si  BC  =  12,  HB  =  10  y 
HM  =  4,  hallar  la  longitud  dél  segmento  MN. 


Resolución: 


kHAB:  a2  =  10HN  ...(1) 

kHAC:  a2  =  4HC  ...  (2) 

(1)  =  (2): 

10HN  =  4HC 

Cumple  el  teorema  de  las  secantes. 


Entonces  el  cuadrilátero 
BNMC  es  inscriptible 


ANHM  ~  ACHB 
x  4 
~  12  10 


x  =  4,8 


13.  Un  rectángulo  ABCD  y  un  triángulo  equilátero  MN. 
Están  en  planos  perpendiculares  (M  y  N  són  puntos 
medios  de  AD  y  AB  respectivamente).  Si  BC  =  /1 38 
y  CD  =  / 262 ,  hallar  la  distancia  de  L  a  D. 

Resolución: 


Por  teorema  de  la  mediana. 

AAHD:  52  +  y2  =  2(5)2  +  ^ 

y2  =  94 

kLHD;  por  Pitágoras:  x2  =  (5/3  )2  +  94 
x2  =  75  +  94  =  169  =  132  x  =  13 


14.  Se  tiene  un  triángulo  rectángulo  ABC  (recto  en  B) 
cuyos  lados  AB  =  6,  BC  =  8,  luego  tomando  como 
eje  de  giro  a  la  hipotenusa,  se  rota  dicho  triángulo  un 
ángulo  que  midé  60°.  Calcular  la  distancia  entre  los 
baricentros  dél  triángulo  en  su  posición  inicial  y  final. 

Resolución: 


AG'MG  ~  AB'MB 
x  n  4^8 

^  4,8  “  3n  3 


15.  En  un  hexaedro  regular  KLMNPQRS  de  arista  a,  A 
es  punto  medio  de  j^K,  B  es  punto  medio  de  LM,  D 
es  punto  medio  de  SR.  Si  una  arafia  está  en  el  pun¬ 
to  A  y  se  dirige  hacia  el  punto  B,  hallar  la  mínima 
longitud  que  recorre  la  arafia. 

Resolución: 
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AB  =  DA'  =  |/ÍÖ  A  BD  =  a/2 
Luego:  x  =  a(/TÖ  +  / 2 ) 


16.  En  la  figura  P1  y  P2  són  dós  planos  perpendicula- 
res,  MN  es  un  segmento  tál  que  M  e  P1  y  N  e  P2, 
MN  =  d.  Si  la  medida  dél  ángulo  entre  MN  y  P,  es 
igual  a  30,  la  medida  dél  ángulo  entre  MN  y  P2  es 
igual  a  45,  hallar  la  distancia  entre  MN  y  KL: 


kNMH  notable:  NH  =  MH  =  d/2/2 

t2 


1 

1 

2 

1 

x2 

dí2 

+ 

d 

1  2 

2 

X  = 


di6 


17.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH  de  arista  a, 
si  M,  N,  P  y  Q  són  puntos  medios  de  AD,  EH,  FG 
y  BC,  respectivamente,  hallar  la  intersección  entre 
los  planos  AFGD  y  MNPQ. 


Resolución: 


La  intersección  de 
los  planos  AFGD  y 
MNPQ  esMP. 

kMQP:  x  =  a/2 


Resolución: 


AOMR;  por  ley  de  cosenos: 

|2/3j2=  i  +  i_2(1)(1)cos0 
2cos0  =  2  -  ^  =  -| 

.*.  COS  0  =  i 

19.  En  un  hexaedro  regular  KLMN-PQRS  de  arista 
a.  Si  A  y  B  són  los  centros  de  las  caras  QRML  y 
KLMN,  entonces  el  área  de  la  región  triangular 
ABM. 

Resolución: 


De  la  fig. :  4x 


(a/2)2/3 

4 


20.  En  un  triedro,  cada  diedro  midé  150°  ^Cuánto  midé 
una  de  las  caras? 

Resolución: 

Usando  su  triedro  polar. 


Por  ley  de  cosenos: 

4(2-  /3)  =  2-2cos(180°-x) 
Simplificando:  cosx  =  3-2/3 
.-.  x  =  arccos(3  -  2/3 ) 


18.  Sea  el  hexaedro  regular  KLMN-PQRS.  Si  O  es  el 
centro  de  dicho  hexaedro,  entonces  el  coseno  de 
la  medida  dél  ángulo  ROM. 


21.  Se  tiene  un  tetraedro  escaleno  A-BCD,  entre  que 
límites  se  encuentra  la  suma  de  los  diedros  dél  te¬ 
traedro. 
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Resolución: 


Por  teorema: 

180°  <a  +  p  +0  <  540° 
180°  <  a  +  co  +  4  <  540° 
180°  <*  +  0  +\|/  <  540° 
180°  <p  +o)  +  vj/  <  540° 


Sumando: 

4(180°)  <  2(a  +  p+  0+  (ű  +  v|/)<  4(540°) 

360°  <a  +  p+  0+  o3  +  \j/<1 080° 

22.  Sea  un  triedro  equilátero  cuyas  caras  miden  108° 
cada  una.  ^Cuántos  midé  unó  de  los  ángulos  die- 
dros? 

Resolución: 


Usando  el  triedro  polar 
a'  =  180°  -  x  =>  cosa'  =  cos(180°  -  x) 
cosa'  =  -  cosx 
Además:  R  =  nsena' 

ATOQ;  por  ley  de  cosenos: 

Z(10  -  2/5)  =  2n2  -  2n2cosa' 

(nsena)2  (1Q  _  2{s)  =  2n2(1  -  cosa') 

Sen2a'(5  -  /5)  =  4  (1  -  cosa') 

(1  -  cos2a')(5  -  (5)  =  4(1  -  cosa') 

(1  +  cosa')  (1  -  cosa')  (5  -  (5 )  =  4  (1  -  cosa') 

23.  Un  piano  interseca  a  las  aristas  de  un  triedro 
O-ABC  con  los  puntos  M,  N  y  P  respectivamente. 
Tál  que:  mZMON  =  mZPON  =  60°  y 

mZMOP  =  mZMNP  =  90°,  OM  +  OP  =  8. 
HallarON. 

Resolución: 


Dato:  a  +  b  =  8 

kMNP;  por  el  teorema  de  Pitágoras: 

a2  +  b2  =  a2  +  x2  -  ax  +  b2  +  x2  -  bx 


x  (a  +  b)  =  2x2  =>  x  =  ^-±-^ 

=>  x  =  ^  =■  x  =  4 

4 

1  +  cosa'  = - = 

5-/5 

cosa'  =  — -  1  cosa'  = 
5-/5 

,  (/5  -  1) 

cosa  =  WtiJTT)  cosa  = 

-cos x=f  x  =  arccosí- 


4-5  +  /5 

5-/5 

45 

5 

JL 
/5 


24.  En  un  triedro  O  -  ABC,  si  el  diedro  A  midé  90°  y  sus 
caras  b  =  c  =  45.  Hallar  la  medida  de  la  cara. 

Resolución: 


.-.  x  =  60° 

25.  En  el  triedro  O-ABC,  OC  determina  con  la  bisectriz 
OD  de  la  cara  opuesta,  un  ángulo  de  medida  igual 
a  la  mitad  de  dicha  cara.  Si  la  suma  de  las  medidas 
de  los  diedros  OA  y  OB  es  120.  Calcular  la  medida 
dél  diedro  OC. 


Resolución: 
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Simplificando:  cos  x  =  -~ 

.-.  x  =  120° 

26.  Se  tiene  un  ángulo  triedro,  donde  cada  diedro  midé 
120°.  ^Cuánto  midé  una  cara  dél  ángulo  triedro? 

Resolución: 

Usando  el  triedro  polar  dél  triedro  dado: 


O 


Por  ley  de  cosenos: 

4  =  2(3)  -  2(3)cos(180° -x) 

6cos  (180°  -  x)  =  6  -  4  =  2 
cos(180°  -  x)  =  ^  =>  cos  x  =  --i 


27.  En  un  triedro,  O- ABC,  las  caras  AOB  y  AOC  miden 
45°  cada  una,  si  la  medida  dél  ángulo  diedro  OA 
es  90°,  hallar  la  medida  dél  diedro  OC. 

Resolución: 


cosG  =  0  =  arccosj^-j 


28.  Dado  un  cubo  ABCD  -  A'B'C'D'.  Se  ubican  los  pun- 
tos  medios  de  P  y  Q  de  BC  y  CC\  Hallar  la  medida 
dél  ángulo  diedro  agudo  determinado  por  el  piano 
A'PQ  y  el  piano  A'B'C'D'. 

Resolución: 


kA'B'L  ~  kRHL 

rí  _  _2_  _  4 

kRHL:  HL2  =  4  -  =>  HL  =  -jL 

6\PHL:  m2  =  (2V2)2-|f  =>  m  =  ZpJ- 


kPRH:  cos0  = 


0  =  arccos 


4 

m 

2fí7 

m 
2  1 
m\ 


=>  COS0  = 


2 

Jrr 


29.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  En  todo  triedro  a  caras  congruentes  se  oponen 
diedros  congruentes. 

II.  Un  triedro  equilátero  es  aquel  cuya  média  de 
los  ángulos  de  sus  caras  miden  60°  cada  unó. 

III.  En  todo  triedro  la  suma  de  las  medidas  de  los 
ángulos  de  sus  caras  está  entre  180°  y  540°. 

Resolución: 

I. 


La  proposición  es  verdadera. 
II. 


Es  un  triedro  equilátero. 
La  proporción  es  falsa. 


0°<a  +  b  +  c<  360° 

La  proposición  es  falsa. 

30.  En  un  tetraedro  regular  ABCD  se  traza  la  altura 
DH,  sea  M  punto  medio  de  DH.  Hallar  la  medida 
dél  ángulo  diedro  determinado  por  los  planos  AMC 
y  BMC. 


516  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


31. 


Resolución: 


M-ABC  es  un  triedro  trirrectángulo. 

Luego  la  medida  dél  ángulo  diedro  determinado 
por  los  planos  AMC  y  BMC  es  90°. 


32.  Sea  PMQ  un  triángulo  recto  en  M  y  MP  =  MQ  =  a. 
Del  vértice  M  se  levanta  el  segmento  MS  perpen- 
dicular  al  triángulo  tál  que  MS  =  JL.  Halle  el  área 
dél  triángulo  QSP. 

Resolución: 


En  la  figura  P1  y  P2  són  dós  planos  perpendicula- 
res.  AB  es  un  segmento  tál  que  A  e  P1  yB  e  P2;  si 
AB  =  8,  la  medida  dél  ángulo  entre  AB  y  P ,  es  igual 
a  30°,  la  medida  dél  ángulo  entre  AB  y  P2  es  igual  a 
45°,  calcule  la  distancia  entre  AB  y  CD. 


Resolución: 


Piden  d  (AB,  CD)_ 

Se  traza  (BN  1  CD)  =>  BN  1  OP, 

Por dato  mZBAN  =  3<T_=*  kBAN:  BN  =  4 

Se  traza  AM  1  CD  =>  AM  =  OP2 

Por  dato:  m+ABM  =  45°  =*  LAMB 

AM  =  4/2 

Se  traza  OP  1  CD 

=^OPl  OP1  A  OP  1  OP2 

Luego 

D:  Proy.  de  CD  sobre  OP 
A':  Proy.  A  sobre  OP 

B  .  Proy.  B  sobre  OP  =»  d^AB  CDj  =  d^D  =  d 
En  el  fcwA'DB':  (4)(4  fZ  )  =  (4  V3 )  d  d  =  ^ 


Piden  A(tqsp)  = 

Entonces  se  traza  MH  =  PQ 
=»  Por  el  teorema  de  las  3  perpendiculares 
SH  =  PQ 

Pero  kPMQ  (isósceles) 

MH  =  2^2  «  Ax  = 

Pero  kSMH:  h  =  a  A,  = 

33.  Se  tiene  un  rectángulo  ABCD  tál  que  AB  =  /6  y 
BC  =  3.  Se  construye  el  triángulo  equilátero  PAB 
que  forma  un  ángulo  diedro  de  45°  con  el  piano  dél 
rectángulo.  Halle  la  distancia  entre  P  y  C. 

Resolución: 


Piden:  PC  =  x 

Datos:  AB  =  /6  ,  BC  =  3 

y  medida  dél  diedro  AB  igual  a  45° 

como  PH  = 

=>  OP  =  OH  =  |  A  OQ  =  | 

•  kOQC:  OC=^ 

•  fc.POC:  x=  ■16 

34.  En  un  triángulo  rectángulo  isósceles  AOB,  recto 
en  O;  AO  =  BO  =  fí2  m  se  levanta  OM  perpen- 
dicular  al  piano  dél  triángulo.  Hallar  OM,  si  el 
diedro  formado  por  los  triángulos  AMB  y  AOB 
midé  60°. 
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Resolución: 

M 


•  AO  =  OB  =  /Í2 

.  AN  =  NB  =  ON  =  /6 

•  LMON:  (30°  y  60°) 

.*.  x  =  /6(i3)  =  3i2m 

35.  La  proyección  de  un  triángulo  sobre  un  piano  es 
un  triángulo  cuya  área  es  la  mitad  dél  área  de  la 
región  triangular  dada.  Hallar  la  medida  dél  diedro 
que  forma  el  triángulo  con  el  piano  de  proyección. 


AC(HM)  _  1  (AC)(BM) 
2  2  2 


•  LMHB  =  30°  y  60° 
a  =  60° 


37.  Las  regiones  rectangulares  ABCD  y  ABMN  determi- 
nan  undiedroque  midé  1 20.  Si2BM  =  AB  =  2BC  =  2a. 
Halle  la  distancia  de  D  al  punto  medio  de  MN. 

Resolución: 


•  AQER  isósceles:  QE  =  ER  =  a  A 
m^QER  =  120°  =»  QR  =  aV3 

•  kQRD:  x2  =  a2  +  3a2  =  4a2 


x  =  2a 

38.  ABCD  y  ABEF  són  regiones  rectangulares  con- 
tenidos  en  los  planos  P  y  Q  respectivamente, 
F'  es  un  punto  en  la  prolongación  de  DA  tál  que 
PC  n  ÁB  =  {W},  WC  =  EC  =  25,  EW  =  14,  si  la 
distancia  de  C  al  piano  Q  es  4  u,  halle  la  medida 
dél  ángulo  diedro  determinado  por  el  piano  Q  y  el 
piano  que  contiene  a  F'CE. 

Resolución: 


36.  En  un  triángulo  rectángulo  isósceles  MNS  recto  en 
N,  MN  =  5/2  m,  por  N  se  levanta  NP  perpendicular 
al  piano  dél  triángulo.  Si  el  diedro  MS  midé  30°, 
hallar  el  área  dél  triángulo  MPS. 

Resolución: 

P 


•  LMNS:MS  =  5/2(/2)  =  10 

•  MH  =  HS  =  NH  =  5 

•  kPNH:  (30°  y  60°)  =>  PH  =  5-^  = 

V3  V3 

.-.  AAMPS  =  |(10)-j|  =  m2 


•  CH  1  Q  =>  CH  =  NH 

Luego,  0  es  la  medida  dél  ángulo  diedro  pedido. 

•  kCHN:  sene  =  =  4 

a  44  b 

.-.  0  =  arcsen^ 
b 

39.  Dado  un  hexágono  regular  ABCDEF  de  y  de  centro 
el  punto  O  y  AB  =  4.  Se  traza  OS  perpendicular  al 
piano  dél  hexágono,  de  modo  que  el  diedro  S-AB  -  O 
midé  60°.  Halle  la  distancia  dél  punto  O  al  piano  ABS. 

Resolución: 
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(ÁSOM:  MO  =  2/3  =>  SO  =  6 

Luego:7  =  iI+3k  'X  =  3 


40.  Se  tienen  dós  regiones  cuadradas  ABCD  y  ABEF 
formando  un  ángulo  diedro  que  midé  120°.  La  pro- 
yección  de  F  sobre  el  piano  ABCD  es  F.  Halle  el 
área  de  la  región  triangular  obtenida  al  intersecar  el 
ángulo  diedro  con  la  región  triangular  FF'C,  si  AB  =  L. 

Resolución: 


E 


s-fL’ 


41.  Un  cuadrado  ABCD  y  un  triángulo  rectángulo  APB 
están  contenidos  en  dós  planos  perpendiculares. 
Halle  la  distancia  entre  el  vértice  D  y  el  baricentro 
dél  triángulo  APB;  si  se  sabe  que:  AP  =  3  y  BP  =  4. 

Resolución: 


kHAD:  (HD)2  =  (||)2  +  52 
kGHD:  x2  =  +  (HD)2 


(1)  en  (2): 

x*=i6  +  M!  +  25 

25  152 


-(1) 

•(2) 


Por  lo  tanto  simplificando:  x  = 


72 77 

3 


42.  Dados  2  planos  P  y  Q  perpendiculares  entre  sí,  una 
recta  interseca  a  los  planos  P  y  Q  en  los  puntos  A 
y  B  respectivamente.  Si  AB  =  K,  mZ(AB,  P)  =  30°, 
mZ(AB,  Q)  =  45°.  Halle  la  distancia  entre  AB  y  la 
recta  de  intersección  de  los  planos. 


Resolución: 


kAEH;  por  R.  métricas 
±_2_,±  ,  _  k/6 

x2  k2  k2  "  6 

43.  Dos  regiones  cuadradas  están  contenidos  en  pla¬ 
nos  perpendiculares:  ABCD  y  ABEF.  Halleja  medi- 
da  dél  ángulo  que  determinan  las  rectas  ACy  BF. 

Resolución: 


Se  traza  por  B;  BH  // AC 

=>  0  es  la  medida  dél  ángulo  pedido. 

•  AFBH;  por  ley  de  cosenos 

y2  =  2a2  +  2a2  -  2(a  -/2  )2cos0  ...(1) 

•  AFAH:  y2  =  a2  +  5a2  =  6a2  ...(2) 

(2)  en  (1):  6a2  =  4a2  -  4a2cos0 

cos9  =  1  0  =  120° 

44.  Demostrar  que  en  todo  tetraedro  regular,  al  unir 
el  punto  medio  de  una  de  sus  alturas  con  los 
vértices  de  la  cara  opuesta  al  vértice  de  donde 
se  traza  la  altura,  se  determina  un  triedro  trirec- 
tángulo. 

Resolución: 


O 


Geometria  ■  519 


2h  =  ^  „  h  =  ^# 

3  D 

Pero:  y  = 

ABMC:  0  =  90° 

Esto  demuestra  que  el  triedro  M-ABC  es  un  triedro 
trirectángulo. 

45.  Se  tiene  el  triedro  V-ABC  trirrectángulo,  se  torna  M 
punto  medio  de  AC.  Si  AB  =  9,  BC  =  1 3  y  AC  =  1 0, 
halle  la  mZVMB. 

Resolución: 


v 


AABC;  por  teorema  de  la  mediana 
92  +  132  =  2y2+  ^ 

=>  y  =  10 

kAVB:  a2  +  b2  =  81 
kAVC:  a2  +  c2  =  100 
kBVC:  b2  +  c2  =  169 
Sumando:  2(a2  +  b2  +  c2)  =  350 
a2  +  b2  +  c2  =  175° 

81  +  c2  =  175  =>  c2  =  94 
También:  a2  =  6  y  b2  =  75 
AVMB;  por  ley  de  cosenos: 

75  =  25  +  100  -  2(5)(1O)cos0 

De  donde:  cos0  =  ^  0  =  60° 

46.  En  un  triedro  O-ABC,  mZBOC  =  90°, 

mZAOB  =  mZAOC  =  60°.  Halle  la  medida  dél  án- 
gulo  que  forma  la  recta  OAcon  el  piano  OBC. 

Resolución: 


•  kOMP  y  kONP  notables  (30°  y  60°) 

•  kOMH  ^  kONH 

=>  OM  =  MH  =  ON  =  NH  =  a;  OH  =  a  72 

•  kPHO:  cos0  =  =  J2. 

2a  2 

.-.  0  =  45° 


47.  Se  tiene  un  ángulo  triedro  O-ABC  tál  que  c  =  b  =  90° 
y  a  =  60°.  Halle  la  suma  de  las  medidas  de  los 
ángulos  diedros  OC  y  OB. 

Resolución: 


•  AO  1  H;  H,  1  H;  H2 1  H  =>  FQ  1  QS  y  ER 1  RS 
Por  lo  tanto  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos 
diedros  OC  y  OB  es:  180° 


48.  Se  traza  un  piano  secante  a  un  ángulo  triedro  V- 
ABC  cuyas  medidas  de  sus  caras  són  60°,  60°  y 
30°,  a  VA,  VB,  VC  en  M,  Q  y  P  respectivamente,  de 
manera  que  MP  =  MQ,  la  proyección  de  VM  sobre 
la  cara  que  midé  30  es  VH  y  midé  8,  los  planos  que 
contiene  a  MPH  y  MOH  són  perpendiculares  a  VC 
y  VB  respectivamente,  halle  PQ. 


=>  x  =  -7-  =>  x  =  2 

4 

PQ  =  4 


49.  Un  piano  secante  a  las  aristas  de  un  triedro  equilá- 
tero  de  vértice  S  determina  en  sus  aristas  los  pun- 
tos  A,  B  y  C  tál  que  SA  =  SB  =  SC.  Si  los  planos 
SAB  y  ABC  formán  un  ángulo  diedro  que  midé  45°. 
Halle  la  medida  dél  ángulo  que  forma  la  recta  SC  y 
el  piano  ABC. 
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Resolución: 

s 


kSHM  isósceles:  SH  =  MN  =  h 
H:  baricentro  dél  AABC  equilátero 
=>  HC  =  2  h 

kSHC:  tan0  =  4E 
2h 

=>  tanö  = 

0  =  arctan|-lj 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  2010  -1) 

Sobre  un  rectángulo  ABCD,  desde  un  punto  exteriőr  P, 
se  traza  el  segmento  PB  perpendicular  al  piano  ABC,  M 
y  N  són  los  puntos  medios  de  los  segmentos  AD  y  DC, 
respectivamente. 

Si  AB  =  PB,  BC  =  4  y  AB  =  2,  entonces  la  medida  dél 
diedro  P-MN-N  es: 

A)  arctan 75  B)  arctan-^'  C)  arctan^ 

D)  arctan  E)  arctan 

4  5 

Resolución: 


Nos  piden:  medida  dél  diedro  P-MN-B 
Datos:  PB  1  OABCD 
M  y  N:  puntos  medios 

Haciendo  uso  dél  teorema  de  las  trés  perpendiculares 
podemos  indicar  en  R,  como  la  medida  dél  ángulo  diedro. 
Del  gráfico:  tana  =  A  =*  a  = 


En  el  kBAS:  tana  = 
tana  =  4p- 


tan 


53°  _  AS 
2  2 

1  _  AS 
^  2  ”  2 

=*  AS  =  1  y  BS  =  V5 

En  el  kSRM: 

MS  =  1  ySR  =  ^ 

o  ^ 

Luego:  BR  =  BS  +  SR  =  ^5  ^ 

2  ö  ö 


tan0  =  — 


BR  /6V5 


tan©  = 


■Í5 


m 


0  =  arctan 


(fi 


Clave:  C 


PROBLÉMA  2  (UNI  2010  -  II) 

Un  piano  interseca  a  las  aristas  de  un  triedro  con  vértice 

O  en  los  puntos  A,  B  y  C  de  modo  que: 

mZAOB  =  mZCOB  =  60°  y  mZAOC  =  mZABC  =  90° 


Halle  OB  (en  metrós),  si  OA  +  OC  =  10  m 
A)  3  B)  4  C)5  D)  6  E)  7 


Resolución: 

Nos  piden:  OB  =  x 


Dato:  m  +  n  =  10 

Por  teorema  de  cosenos  en  el  AOAB: 

AB2  =  m2  +  x2  -  2(m)(x)(l) 

En  el  AOBC:  BC2  =  n2  +  x2  -  2(n)(x)/i) 

En  el  kAOC  por  Pitágoras: 

m2  +  x2  -  mx  +  n2  +  x2  -  nx  =  m2  +  n2 

De  donde:  2x  =  m  +  n  x  =  5  m 

Clave:  C 


PROBLÉMA  3  (UNI  201 1  - 1) 

Por  el  vértice  B  de  un  triángulo  rectángulo  ABC  (recto 
en  B).  Se  traza  BD  perpendicular  al  piano  ABC,  el  punto 
D  se  une  con  las  vértices  A  y  C.  Si  AB  =  9,  BC  =  12 

ne  Jo’ 

y  BD  =  _  -  ,  entonces  la  medida  dél  diedro  AC  (en 

5 

grados  sexagesimales)  es: 

A)  37°  B)  45°  C)  53°  D)  54°  E)  60° 

Resolución: 

Graficando:  D 
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En  el  LABC,  por  RM:  15h  =  9(12)  =*  h  =  ^ 

En  el  kDBF:  Ángulos  notables  (30°  y  60°) 
a  =  60° 

Clave:  E 

PROBLÉMA  4  (UNI  2012  -  I) 

En  un  triedro  O-ABC,  las  caras  ZBOC,  ZAOB  y  ZAOC 
miden  90°,  60°  y  60°  respectivamente.  Entonces  la  tan- 
gente  dél  ángulo  que  determina  OA  con  el  piano  OBC 
es: 

A)  1/3  B)  1/2  C)  1 

D) 2  E) 3 

Resolución: 


Piden:  tan6 
AH  1  OOBC 

Teorema  de  las  trés  perpendiculares 


1.alAH,2.alFH,3.alAF 
kAHO  Ángulos  notables  (45°  y  45°) 

0  =  45°  tan0  =  1 

Clave:  C 

PROBLÉMA  5  (UNI  2015  -  I) 

ABCD  es  un  cuadrado  y  desde  su  centro  O  se  traza  un 
segmento  OE  perpendicular  al  piano  ABC,  si  OE  =  AB 
entonces  la  medida  dél  diedro  E-DC-B  es: 

A)  arctan  B)arctan(l)  C)arctan|-|j 

D)arctan(2)  E)arctan(-|j 

Piden:  x  X  ' 

E 


Énei  fc>EOM:  tanx  =  ^=2 
x  =  arctan(2) 

Clave:  D 
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PROBLÉMÁS  PROPUESTOS 


1.  Sea  el  ángulo  triedro  A-BCD,  AD  =  AB  =  AC,  el 
diedro  AB  midé  90°,  las  caras  DAC  Y  BAC,  miden 
90°  y  la  cara  DAB  midé  60°.  Calcular  la  medida  dél 
diedro  BC. 

A)  arctan  72  B)  arctan  73  C)  arctan  75 
D)  arctan  76  E)  2arctan  76 

2.  Las  caras  de  un  ángulo  triedro  miden  45°;  45°  y  60°, 
respectivamente,  por  su  vértice  se  traza  un  rayo 
perpendicular  a  una  de  las  caras  cuyo  ángulo  piano 
midé  45°.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  formado 
poréi  rayo  y  la  arista  opuesta  a  la  cara  mencionada. 

A)  15°  B)  30°  C)  45° 

D)  37°  E)  22,5° 

3.  En  un  triedro  trirrectángulo  O-ABC,  se  ubica  el 
incentro  I  dél  triángulo  AOC,  luego  se  trazan  IL 
perpendicular  a  la  región  AOC,  respectivamente 
(L  se  encuentra  en  la  región  triangular  ABC).  Si: 
BO  =  1272  cm,  BC  =  1272 cm  y  AB  =  20  cm, 
calcular  el  área  de  la  región  triangular  LOC. 

A)  7741  cm2  B)  6741  cm2  C)  7739  cm2 

D)  6739  cm2  E)  6743  cm2 

4.  El  piano  de  una  semicircunferencia  de  diámetro 
AB,  es  perpendicular  al  piano  dél  cuadrado  ABCD. 
En  la  semicircunferencia  se  ubica  el  punto  F,  de 
modo  que  mFB  =  60°.  Calcular  la  medida  dél  án¬ 
gulo  diedro  formado  por  los  planos  AFC  y  ABCD. 

A)  arctan-^  B)  arctan -y-  C)  arctan 73 

D)  arctan^-  E)  arctan^ 

5.  Se  tiene  un  triángulo  equilátero  ABC  de  lado  cuya 
longitud  es  24  m.  Por  el  vértice  B  se  levanta  la  per¬ 
pendicular  BE  al  piano  dél  triángulo  y  luego  se  une 
E  con  A  y  C,  de  modo  que  al  diedro  AC  midé  30°. 
Calcular  la  distancia  dél  vértice  B  al  piano  AEC. 

A)  12  m  B)  1273  m  C)  3  m 

D)  673  m  E)  473  m 

6.  En  un  triángulo  rectángulo,  recto  en  B,  se  traza  la 
altura  BH,  luego  se  traza  AP  perpendicular  al  pia¬ 
no  que  contiene  al  triángulo  ABC  de  modo  que  la 
mZAPH  =  mZPCA.  Calcular  la  medida  dél  diedro 
BC. 

A)  37°  B)  53° 

D) 45°  E)  30° 


7.  En  una  circunferencia,  de  centro  O,  se  trazan  las 
cuerdas  AB  y  CD  las  cuales  se  intersecan  perpen- 
dicularmente  en  M  y  por  O  se  traza  OP  perpendi¬ 
cular  al  piano  que  contiene  a  la  circunferencia  de 

modo  que:  M  =  ^  =  ^  =  M 
b  4  o  2 

Calcular  la  medida  dél  diedro  determinado  por  la 
región  triangular  CPD,  y  el  piano  que  contiene  a  la 
circunferencia. 

A)  53°  B)  45°  C)  37° 

D)  37°/2  E)  53°/2 

8.  En  un  triedro  trirrectángulo  O-ABC:  OA  =  20; 
OC  =  15  y  OB  =  16.  ^Cuánto  dista  el  baricentro  de 
la  región  AOC  dél  piano  que  contiene  al  AABC? 

A)  2,4  B)  2,6  C)  2,8 

D)  3,2  E)  3,4 

9.  Dos  diedros  de  un  triedro  miden  135°  y  la  cara  com- 
prendida  midé  90°.  Calcular  la  medida  dél  tercer  diedro. 

A)  90°  B)  45°  C)  120° 

D) 135°  E) 100° 

10.  Sea  el  triedro  O-ABC;  en  OC  se  ubica  el  punto  P 
de  modo  que  PO  =  10  y  la  distancia  de  P  al  pia¬ 
no  determinado  por  OA  y  OB  es  de  572  .  Calcular 
mZAOC,  si  mZAOB  =  53°  y  mZCOB  =  60°. 

A)  arctan|^|i|  B)  arctan(^-J  C)  53° 

D) 45°  E)  30° 

11.  En  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 
(V)  o  falso  (F)  según  corresponda: 

I.  Un  ángulo  diedro  es  la  reunión  de  dós  semipla- 
nos  que  tienen  una  recta  común  llamada  arista. 

II.  La  medida  de  un  ángulo  diedro  es  un  número 
reál  y  positivo  además  es  la  misma  de  su  ángu¬ 
lo  rectilíneo. 

III.  Planos  perpendiculares  són  aquellos  que  se 
intersecan  formando  diedros  adyacentes  suple- 
mentarios. 


A)  FFF 

B)  VW  C)  FW 

D)  FVF 

E)  VFV 

En  un  triedro  O- 

•ABC,  si  a  =  53°,  b  =  37°  y  c  =  60°, 

calcular  la  medida  dél  diedro  OA. 

A)  arccos|^73 ) 

|  B)  arccos(^) 

C)  arccos|-|73 J 
E)  arcsen(^) 

)  D)  arcsen||-73 1 

C)  53°/2 


13.  Los  rectángulos  congruentes  ABCD  y  ABC'D'  for¬ 
mán  un  diedro  de  60°.  Si  BC  =  2(AB),  calcular  la 
medida  dél  ángulo  que  formán  las  rectas  AC'  y  BD. 

q  1/2 

A)arccosy  B)arccos-^  C)  arccos-y- 

D)arccos|-^j  E)arccos-^ 

14.  En  las  siguientes  proposiciones,  indicar  verdadero 
(V)  o  falso  (F)  según  corresponde: 

I.  En  todo  triedro  la  suma  de  las  medidas  de  los 
ángulos  diedros  es  mayor  que  180°  pero  menor 
que  540°. 

II.  En  todo  triedro  la  suma  de  las  medidas  de  dós 
diedros  es  menor  al  tercero  aumentado  en  180. 

II.  Dos  triedros  són  congruentes  si  tienen  sus  trés 
diedros,  respectivamente,  congruentes. 

A)  FW  B)  FFV  C)  VFF 

D)  WV  E)  VFV 

15.  Las  medidas  de  los  ángulos  diedros  de  un  triedro 
están  en  progresión  aritmética  de  razón  r.  ^Entre 
qué  valores  esté  la  medida  dél  ángulo  diedro  inter- 
medio? 

A)  (60°;  180°)  B)  (60°;  180  -  r) 

C)  <60°;  180  -  2r)  D)  (60°;  120  -  r> 

E)  <60°;  120°) 

16.  Se  llama  recta  de  máxima  pendiente: 

A)  Con  respecto  a  un  piano  Q  aquella  recta  per- 
pendicular  a  este  piano. 

B)  De  un  piano  P  con  respecto  a  otro  Q  al  cual 
interseca  a  la  recta  perpendicular  a  la  intersec- 
ción  de  ambos. 

C)  Con  respecto  a  un  piano  Q  si  es  paralela  al  piano. 

D)  Aquella  recta  que  pertenece  a  un  piano  P  y  for¬ 
ma  con  un  piano  horizontal  un  ángulo  de  45°. 

E)  De  un  piano  P  con  respecto  a  un  piano  horizon¬ 
tal  a  la  recta  contenida  en  P  y  es  perpendicular 
a  la  intersección  de  ambos  planos. 


17.  Se  tiene  el  ángulo  triedro  O-ABC  donde  dós  de  sus 
caras  tienen  por  medidas  a  53°  y  la  cara  BOC  a 
60° ,  en  la  arista  OA  se  ubica  el  punto  P  y  se  traza 
PQ  perpendicular  a  la  cara  opuesta  (Qea  dicha 
cara),  luego  QH  1  QP  y  se  pide  calcular  QH,  si  se 
sabe  que  PQ  =  /Í3 


A) 


2/39 


D)M 


B) 

E) 


2  /l~3 

5 

2/39 


18.  Se  tiene  los  rectángulos  ABCD  y  ADEF  que  formán 
un  diedro  de  120°,  además  AB  =  AF  =  8  m.  Calcu¬ 
lar  la  distancia  entre  AD  y  BE. 
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A)  2/3  B)  4  C)  4/3 

D)  8/3/3  E)  3 

19.  Por  el  vértice  A  de  un  triángulo  equilátero  de  lado 
6  m,  se  levanta  AH  perpendicular  al  piano  dél  trián¬ 
gulo,  luego  se  une  H  con  B  y  C.  Calcular  la  dis¬ 
tancia  de  A  al  piano  HBC,  si  el  diedro  H-BC-A 
midé  60°. 

A)  2/3  m  B)  3/2  m  C)4,5m 

D)  3,5  m  E)  5,4  m 

20.  Si  ABCD  y  AEB  los  vértices  de  un  cuadrado  y  de  un 
triángulo  equilátero  que  se  encuentran  formando  un 
diedro  recto,  calcular  la  longitud  dél  segmento  que 
une  los  centros  de  gravedad  de  las  dós  figurás,  sien- 
do  la  longitud  dél  lado  dél  cuadrado  igual  a  /3  m. 

A)  1  m  B)  2  m  C)  0,5  m  D)  1 ,5  m  E)  3  m 

21 .  Se  tiene  una  región  cuadrada  ABCD,  en  AB  se  ubi¬ 
ca  el  punto  P  de  modo  que  AP  =  6(PB).  Si  dicha 
región  gira  60°  respecto  a  CD  hasta  la  posición  de 
la  región  A'B'CD,  calcular  la  mZPBA'. 

A)arcos(^)  B)  53°  C)arcos(^) 

D)  37°  E)  30° 

22.  Se  tiene  un  rectángulo  ABCD,  en  AC  se  ubica  el 
punto  M,  luego  se  traza  MP  perpendicular  al  piano 
dél  rectángulo,  de  modo  que  los  diedros  que  for¬ 
mán  la  región  ABCD  con  las  regiones  APD  y  DPC 
són  complementarfos.  Si  el  producto  de  distancias 
de  M  a  AB  y  BC  es  18,  calcular  MP. 

A) /6  B)  2/3  C)  2 

D)  3/2  E)  3 

23.  Si  el  trapecio  ACDE  está  en  un  piano  perpendicu¬ 
lar  al  piano  de  la  semicircunferencia,  EM  =  MD, 
AE  +  CD  =  16;  R  =  12  y  mAB  =  30°,  calcular  la 
distancia  entre  AC  y  MB. 


D)  2/2  E)  2,4 

24.  El  círculo  y  el  semicírculo  están  ubicados  en  pla¬ 
nos  perpendiculares,  además  T  es  punto  de  tan- 
gencia  y  mMN  =  mBP  =  90°.  Calcular  x. 
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25.  Un  poliedro  convexo  esté  limitado  por  regiones 
triangulares,  cuadrangulares  y  3  regiones  hexago- 
nales.  Si  el  número  de  caras  y  vértices  es  13  y  16, 
respectivamente,  calcular  el  número  de  regiones 
triangulares  que  limitan  a  este  poliedro. 

A)  2  B)  5  C)  4 

D) 3  E) 6 

26.  En  un  triedro  equilátero  A-BCD  se  ubican  los 
puntos  M  y  N  en  AC  y  AB,  respectivamente.  Si 
mZANM  =  90°,  mZNMD  =  45°  y  mZMAD  =  60°, 
calcular  la  medida  dél  ángulo  diedro  determinado 
por  las  regiones  triangulares  AMD  y  MND. 

A)  arcsen  |  -|  J  B)  arccos  |  -|  J  C)  arcsen  |  J 

D) arccos|^J  E)arcsen|-|j 

27.  Si  las  medidas  de  las  caras  de  un  triedro  són  a,  80° 
y  120°.  Entonces  se  puede  afirmar  que 

A)  20°  <  a  <  200°  B)  40°  <  a  <  200° 

C)  40°  <  a  <  160°  D)  20°  <  a  <  160° 

E)  60°  <  a  <  120° 

28.  En  el  gráfico,  el  triedro  P-ABC  es  un  trirrectángu- 
lo.  Calcular  la  medida  dél  diedro  MC  en  el  triedro 
M-CDE. 


P 


D)  75°  E)  60° 

29.  Un  rectángulo  ABCD  y  un  triángulo  equilátero  ABP 
se  ubican  en  planos  distintos;  además,  AP  =  2/3 
y  el  área  de  la  región  rectangular  ABCD  es  10/3 . 


Si  PD  =  2/T3 ,  calcular  la  medida  dél  ángulo  diedro 
entre  los  planos  que  contienen  al  triángulo  y  al  rec¬ 
tángulo. 

A) 120°  B) 100°  C) 150° 

D) 135°  E) 127° 

30.  La  recta  L  interseca  a  los  planos  P  y  Q  en  los 
puntos  M  y  N,  respectivamente.  Se  traza  MM'  y 
NN'  perpendiculares  a  los  planos  Q  y  P,  respectiva¬ 
mente,  además  m  z  NMN'  =  30°,  mZNMM'  =  45°  y 
MN  =  2/2  .  Si  M'N'  =  /3  ,  calcular  mZN'MM'. 


31 .  En  un  triángulo  ABC,  recto  en  B,  la  m  z  BAC  =  53°, 
por  B  se  traza  la  perpendicular  BP  al  piano  que 
contiene  al  triángulo  y  BP  =  12/3  .  Calcular  la  me¬ 
dida  dél  diedro  que  determina  los  planos  ABC  y 
APC  si  el  área  de  la  región  ABC  es  150. 

A)  75°  B)  30°  C)  37° 

D)  45°  E)  60° 

32.  Perpendicular  al  piano  dél  hexágono  regular  ABC- 
DEF,  se  construye  el  triángulo  equilátero  CDP.  Cal¬ 
cular  la  medida  dél  diedro  que  determina  el  piano 
dél  hexágono  y  el  triángulo  APF. 

A)  14°  B)  15°  C)  53°/2 

D)  3772  E)  30° 

33.  En  el  gráfico,  la  semicircunferencia  y  el  rectángulo 
ABCD  se  ubican  en  planos  perpendiculares.  Si  el 
ángulo  que  forma  PO  con  el  piano  de  la  semicir¬ 
cunferencia  midé  0,  calcular  x.  Considere  O  como 
centro  dél  rectángulo. 


A)  30°  B)  60°  C)  45° 

D)arcos(|)  E)37° 

34.  En  un  triángulo  ABC,  AB  =  32,  BC  =  24,  AC  =  28. 
Se  traza  la  bisectriz  interior  BL,  en  el  triángulo 
CLB  se  traza  la  altura  LH,  y  por  L  se  traza  PL  per¬ 
pendicular  al  piano  que  contiene  al  triángulo  ABC. 


Si  PL  =  3/15 ,  calcular  las  medidas  dél  diedro  en- 
tre  los  planos  PCB  y  ABC. 

A)  37°  B)  40°  C)  60° 

D)  30°  E)  45° 

35.  ^Cuántos  tipos  de  ángulos  poliedros  pueden  tener 
todas  sus  caras  que  midan  60°? 

A)  3  B)  1  C)7  D)  5  E)  4 

36.  En  un  triedro  O-ABC  se  ubica  en  OB,  OC  y  OA  los 
puntos  P,  R  y  Q,  respectivamente,  de  modo  que  PQ 
y  RQ  són  perpendiculares  a  OA.  Si  Aarqp  =  21  y 
AaORp  =  35,  calcular  la  medida  dél  ángulo  entre  OA 
y  la  cara  OPR. 

A) 45°  B)  53° 

C)  arcsen(4/7)  D)  arcsen(3/4) 

E)  37° 

37.  En  un  triedro,  dós  de  sus  caras  miden  45°,  y  la  me¬ 
dida  dél  diedro  comprendido  entre  dichas  caras  es 
90°.  Calcular  la  medida  de  la  otra  cara. 

A)  120°  B)  45°  C)  60° 

D)  90°  E)  30° 

38.  En  el  gráfico  se  muestra  un  triedro  equilátero.  Cal¬ 
cular  OG  si  G  es  baricentro  de  la  región  triangular 
ABC  y  AO  =  12. 


D)  6/2  E)  4  /Ti 

39.  En  un  triedro  O-ABC  se  ubican  en  OA,  OB  y  OC 
los  puntos  P,  Q  y  R,  respectivamente,  de  modo  que 
PR  1  OC  y  PQ  1  OB.  Los  diedros  OB  y  OC  mi¬ 
den  143°  y  30°,  respectivamente,  PR  =  6,  y  la  cara 
BOC  midé  30°,  calcular  QR. 

A)  2/3  B) /7  C) /5 

D)  4/2  E)  4 

40.  En  un  triedro  OABC  se  ubican  en  OA,  OB  y  OC 
los  puntos  M,  N  y  P,  respectivamente;  además, 
mZAOB  =  30°,  mZAOC  =  60°  y  el  diedro  en  OB 
midé  45°.  Si  OM  =  2/2 ,  calcular  NP.  Considere 
MP  y  MN  perpendiculares  a  OC  y  OB,  respecti¬ 
vamente. 
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A,  /2(VÍ5  +  1)  D,  /2(V3  +  5) 

A) — 7F —  B)  7t  C)—rr~ 

^V3(/3+2)  c4#(V5+1) 

U) — : W  '  ír 

41.  Calcular  el  número  de  aristas  de  un  poliedro  cuyo 
número  de  caras  es  igual  al  número  de  vértices, 
además,  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos 
interiores  de  sus  caras  es  2520°. 

A)  10  B)  16  C)12  D)  18  E)  20 

42.  Un  poliedro  están  formado  por  4  reglones  triangu- 
lares,  4  cuadrangulares  y  5  hexagonales.  Calcular 
la  suma  de  medidas  de  los  ángulos  interiores  de 
sus  caras. 

A)  7320°  B)  4040°  C)  2360° 

D)  5040°  E)  5760° 

43.  <í,Cuál  de  las  siguientes  proposiciones  es  falsa? 

A)  Dos  planos  perpendiculares  a  una  misma  recta 
són  paralelos  entre  sí. 

B)  Si  una  recta  es  paralela  a  una  recta  contenida 
en  un  piano,  es  paralela  al  piano. 

C)  Si  una  recta  es  perpendicular  a  una  recta  con¬ 
tenida  en  un  piano,  todo  piano  que  pase  por  la 
primera  es  perpendicular  al  piano  que  contiene 
a  la  segunda. 

D)  Si  dós  planos  són  perpendiculares  toda  recta 
perpendicular  a  unó  de  ellos  es  paralela  al  otro. 

E)  Dos  rectas  perpendiculares  a  un  mismo  piano 
són  paralelas  entre  sí. 

44.  Calcular  el  máximo  número  de  planos  que  determi- 
nan  8  rectas  paralelas  y  6  puntos  en  el  espacio. 

A)  48  B)  72  C)  84 

D) 96  E)  106 

45.  Si  un  piano  es  paralelo  a  una  recta: 

A)  Toda  perpendicular  a  la  recta  será  paralela  al 
piano. 

B)  Toda  recta  paralela  al  piano  será  paralela  a  la 
recta  dada. 

C)  Todo  piano  perpendicular  al  piano  dado  será 
paralelo  a  la  recta  dada. 

D)  Toda  recta  que  es  perpendicular  al  piano  tendrá 
que  ser  perpendicular  a  la  recta. 

E)  Ninguna  de  las  afirmaciones  anteriores  es  co- 
rrecta. 

46.  Dados  los  planos  secantes  P  y  Q,  en  P  está  con- 
tenido  el  triángulo  ABC  y  en  Q  su  proyección,  el 
triángulo  A^C,. 

Si  BC  s  ÉTjG,,  mZACB  =  90°,  mZBAC  =  30°  y 
mZA1B1C1  =  45°,  calcular  el  coseno  dél  ángulo  die¬ 
dro  formado  por  los  planos  secantes  P  y  Q. 
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A)  73/2  B)  /2/2  C)73/3 

D) /6  E)  1/2 

47.  Las  caras  de  un  ángulo  diedro  són  cortadas  en  los 
puntos  M  y  N  por  una  recta,  siendo  A  la  proyección 
ortogonal  de  estos  puntos  sobre  la  arista,  la  mitad 
dél  ángulo  diedro  es  igual  a  la  semidiferencia  de 
los  ángulos  ZANM,  ZAMN;  y  si  estos  últimos  estén 
en  la  reláción  de  3  a  1 .  ^Cuál  es  el  valor  dél  ángulo 
diedro? 

A)  30°  B)  40°  C)  50°  D)  60°  E)  70° 

48.  En  el  piano  P,  se  tiene  el  triángulo  ABC,  cuyo  án¬ 
gulo  A  midé  60°.  Se  tiene  un  punto  S  fuera  dél 
piano  P.  Si  las  distancias,  de  S  al  punto  A  es  igual 
a  25  cm,  de  S  al  lado  AC  igual  a  20  cm,  y  de  S  al 
lado  AB  igual  a  7  cm.  Hallar  la  distancia  de  S  al 
piano  P. 

A)  73 7  cm  B)  /39  cm  C)  /38  cm 

D)  6  cm  E)  /31  cm 

49.  ^Cuáldelassiguientesproposicionesesverdadera? 

A)  Si  dós  rectas  són  paralelas  a  un  piano  són 
siempre  paralelas  entre  sí. 

B)  Todo  piano  determinado  por  dós  paralelas  a 
otro  piano,  es  siempre  paralelo  al  segundo. 

C)  Por  una  recta  oblicua  a  un  piano,  se  pueden  tra- 
zar  infinito  número  de  planos  perpendiculares 
al  primero. 

D)  Toda  recta  paralela  a  unó  de  dós  planos  que 
se  cortan,  perpendicularmente,  es  siempre  per- 
pendicular  al  otro. 

E)  Todo  piano  perpendicular  a  una  recta  situada 
en  un  piano  es  perpendicular  al  piano. 

50.  ^Cuál  de  las  siguientes  afirmaciones  no  es  verda- 
dera? 

A)  Todos  los  planos  paralelos  a  un  piano  dado  són 
paralelos  entre  sí. 

B)  Todos  los  planos  paralelos  a  una  recta,  són  pa¬ 
ralelos  entre  sí. 

C)  Si  un  piano  corta  a  una  de  trés  rectas  paralelas, 
también  corta  a  las  otras  dós. 

D)  Si  una  recta  es  paralela  a  un  piano  la  paralela 
trazada  a  dicha  recta  por  un  punto  de  piano, 
esté  contenida  en  el  piano. 

E)  Por  cualquier  punto  exteriőr  a  un  piano,  sólo 
puede  trazarse  un  piano  paralelo  al  primero. 

51.  ^Cuál  de  las  afirmaciones  es  falsa? 

A)  Por  un  punto  cualquiera  dél  espacio,  se  puede 
trazar  una  recta  que  corte  a  otras  dós  rectas 
que  no  són  paralelas  y  no  se  cortan. 

B)  Por  un  punto  cualquiera  dél  espacio,  se  puede 
trazar  un  piano  perpendicular  a  otro  piano  y  pa¬ 
ralelo  a  una  recta. 


C)  Por  un  punto  cualquiera  dél  espacio,  se  puede 
trazar  un  piano  perpendicular  a  dós  planos  dados. 

D)  Por  una  recta  cualquiera  dél  espacio,  se  puede 
trazar  un  piano  perpendicular  a  otra  recta  dada. 

E)  Por  una  recta  cualquiera  dél  espacio,  se  pue¬ 
de  trazar  un  piano  perpendicular  a  otro  piano 
dado. 

52.  Hallar  el  lugar  geométrico  de  los  pies  de  las  per¬ 
pendiculares  bajadas  desde  un  punto  dado  dél  es¬ 
pacio,  a  las  rectas  que  se  encuentran  en  un  piano 
dado  y  que  se  cruzan  en  un  punto. 

A)  Es  un  triángulo  equilátero. 

B)  Es  un  círculo. 

C)  Es  una  circunferencia. 

D)  Es  un  cuadrado. 

E)  Es  una  elipse. 

53.  Se  tienen  los  segmentos  alabeados  AB  y  CD  or- 
togonales:  AB  =  4  y  CD  =  6.  Hallar  la  longitud  dél 
segmento  que  une  los  puntos  medios  de  AC  y  BD. 

A)  3  B)  4  C)  m 

D)  /TI  E)  715 

54.  En  el  gráfico,  ABC  es  un  triángulo  equilátero  de  or- 
tocentro  M,  MD  perpendicular  al  piano  dél  triángu¬ 
lo.  Calcular  la  medida  dél  diedro  formado  por  ABC 
y  ABD. 

(MD  =  727,  AC  =  6). 


D)  60°  E)  arctan3 

55.  Dado  un  triángulo  rectángulo  AOB,  siendo 
OA  =  OB  =  2a;  en  O,  se  levanta  una  perpendicular 
al  piano  AOB,  sobre  la  que  se  forma  M,  OM  =  a  /6 
y  luego  se  une  M  con  los  puntos  A  y  B. 

Calcular  la  medida  dél  diedro  AB. 

A)  30°  B)  75°  C)  60° 

D)  48°  E)  45° 

56.  Los  planos  que  contienen  a  los  rectángulos  ABCD 
y  BCEF  formán  un  ángulo  diedro  recto,  tál  que: 
BC  =  8  y  BF  =  6,  hallar  la  longitud  dél  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  FD  y  AB. 

A)  4  B)  4,5  C)  5  D)  5,5  E)  6 

57.  Sea  ABC  triángulo  equilátero  se  levanta  CF  per¬ 
pendicular  al  piano  dél  triángulo  ABC  de  modo  que 
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CF  =  BA.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  diedro  que 
formán  los  planosABC  yAFB. 

A)  30°  B)arcsen-?y^ 

C) arcsen^y-  D)arcsen^^- 

E)  arcsen^- 

58.  En  una  mesa,  se  coloca  perpendicularmente  una 
lámina  rectangular  apoyada  sobre  su  base.  Si 
la  altura  y  la  base  la  lámina  miden  a  cm  y  b  cm, 
respectivamente,  ^determinar  qué  reláción  debe 
existir  entre  estas  longitudes  de  tál  manera  que 
si  la  lámina  empieza  a  girar  sobre  su  base,  la  pro- 
yección  sobre  la  mesa  en  algún  momento  sea  un 
cuadrado. 

A)  a  <  b  B)  a  =  b  C)a>b 

D)  a  =  -/2b  E)b=/2a 

59.  Los  vectores  OG,  OC  y  OH  són  mutuamente  per- 
pendiculares  y  són  de  igual  longitud  (|  OG  |  =  |  OC  |  = 

| OH |  =  a).  Sea  P  el  baricentro  dél  ACGH.  Hallar  la 
suma  de  las  distancias  trazadas  desde  P  a  los  trés 
planos  formados  por  los  trés  tomados  dós  a  dós. 

A)  2a  B)  3a  C)  |a 

D)  a  E)§a 

60.  Dado  un  triedro  S-ABC,  si  SC  forma  con  la  bi- 
sectriz  de  la  cara  opuesta  un  ángulo  igual  a  la 
mitad  de  dicha  cara,  calcular  el  diedro  C,  si: 
diedro  A  +  diedro  B  =  120°. 

A) 90°  B) 45°  C) 135° 

D) 60°  E) 120° 

61.  Dado  un  triángulo  ABC,  equilátero  se  traza  AE, 
perpendicular  al  piano  dél  triángulo.  Si:  AE  =  BC, 
cajcular  la  medida  dél  ángulo  con  que  se  cruzan 
EBy  AC. 

A) 75°  B) 90°  C) 120° 

D)  150°  E)arccos(~) 

62.  Dado  un  triángulo  ABC .  AB^=  15;  BC  =  8  yAC  =  17. 
Por  el  incentro  I  se  eleva  ID,  perpendicular  al  piano 
ABC,  siendo:  ID  =  V247 .  Calcular  la  medida  dél 
ángulo  DAB. 

A)  37°  B)  53°  C)  60°  D)  45°  E)  75° 

63.  Sobre  una  circunferencia  de  centro  O  y  rádió  cuya 
longitud_es  10  m,  se  ubican  los  puntos  A  y  B,  tál 
que:  mAB  =  127°.  Por  B  se  levanta  BP,  perpendi¬ 
cular  al  piano  dél  círculo,  siendo  BP  =  24  m.  Cal¬ 
cular  el  área  de  la  región  triangular  AOP. 


A)32V7Ö  B)45fíÖ  C)38  fíÖ 

D)  40^10  E)  42/10 

64.  Un  piano  se  engendra  por  una  recta  que  se  mueve: 

I.  Resbalando  sobre  dós  rectas  que  se  cortan  o 
sobre  dós  paralelas. 

II.  Pasando  por  un  punto  fijo  y  resbalando  sobre 
una  recta  fija. 

III.  Permaneciendo  perpendicular  a  una  recta  fija  en 
un  punto  fijo  y  girando  alrededor  de  esta  línea. 

De  estas  proposiciones  se  puede  afirmar  que  són: 

A)  Todas  són  falsas. 

B)  Solo  la  I  es  correcta. 

C)  Solo  la  II  es  correcta. 

D)  Solo  la  III  es  correcta. 

E)  Todas  són  correctas. 

65.  De  las  siguientes  afirmaciones: 

I.  En  todo  triedro  convexo,  un  diedro  exteriőr  es 
menor  que  la  suma  de  los  otros  dós  y  mayor 
que  su  diferencia. 

II.  La  distancia  mínima  entre  dós  rectas  que  se 
cruzan  en  el  espacio  es  el  segmento  perpen¬ 
dicular  a  ambos  cuyos  extremos  se  encuentran 
una  en  cada  recta. 

Hl.  La  proyección  de  toda  poligonal  sobre  un  piano 
es  otra  poligonal. 

Són  verdaderas: 

A)  Todas  B)  Solo  II  C)  Solo  I  y  III 

D)  Solo  I  y  II  E)  Solo  Ily  III 

66.  ^Cuál  de  las  siguientes  afirmaciones  no  es  falsa? 

A)  Por  un  punto  exteriőr  a  un  piano  pasa  un  solo 
piano  no  perpendicular  en  él. 

B)  Dos  rectas  que  formán  ángulos  iguales  con  un 
piano,  són  paralelas  entre  sí. 

C)  Dos  rectas  paralelas  a  un  piano  són  paralelas 
entre  sí. 

D)  En  el  espacio,  dós  rectas  perpendiculares  en 
una  tercera  són  paralelas  entre  sí. 

E)  Ninguna  de  las  anteriores. 

67.  Indicar  con  falso  o  verdadero,  según  corresponda: 

I.  La  intersección  de  trés  planos  secantes  no 
siempre  es  una  recta. 

II.  4  puntos  no  alineados  ni  coplanares,  determi- 
nan  como  máximo  cuatro  planos. 

III.  Sea  P  un  piano  y  A  una  región  triangular  conte- 
nida  en  el  piano  P.  Luego  (P-A)  es  una  región 
convexa. 

A)  FFV  B)  VW  C)  WF 

D)  VFV  E)  VFF 

68.  Se  tiene  8  puntos  en  el  espacio,  ellos  determinan 
como  máximo  ab  planos.  Si:  (a  +  b)  representa  el 
número  de  lados  de  un  polígonos  convexo,  calcu¬ 
lar  el  número  de  diagonales  de  dicho  polígono. 
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A)  64  B)  56  C)  35 

D)  44  E)  55 

69.  Sea  ABC  un  triángulo  isósceles,  AB  =  BC  =  5  y 
AC  =  6.  Se  levanta  BQ  perpendicular  al  piano  de 
dicho  triángulo,  de  modo  que  BQ  =  AC.  Calcular  la 
medida  dél  diedro  que  formán  los  planos  ABC  y  AQC. 

A)  30°  B)  45°  C)  37° 

D)  arctan  4  E)  arctan  4 

2  5 

70.  El  rádió  de  la  circunferencia  circunscrita  a  un  trián¬ 
gulo  regular  ABC  midé  2/3  dm.  Por  B  se  levanta 
BF  perpendicular  al  piano  dél  triángulo.  Si  BF  midé 
2  dm,  calcular  el  área  de  la  región  triangular  AFC. 

A)  |V3Í  dm2  B)  3  V3Í  dm2  C)  31  ^  dm2 

D)31-^dm2  E)  6^31  dm2 

71 .  Hallar  la  menor  distancia  entre  EC  y  AB  en  la  figura 
mostrada. 

F 


4 


A)  1  cm  B)  2  cm  C)  2,4  cm 

D)  5,5  cm  E)  5  cm 

72.  Si  dós  o  más  rectas  formán  el  mismo  ángulo  con 
un  piano. 

A)  Estas  rectas  tendrán  longitudes  iguales. 

B)  Estas  rectas  serán  paralelas. 

C)  Estas  rectas  serán  paralelas  únicamente  cuan- 
do  el  ángulo  que  formán  con  el  piano  es  90°. 

D)  Estas  rectas  no  necesariamente  tienen  que  ser 
paralelas. 

E)  Ninguna  de  las  afirmaciones  anteriores  es  co- 
rrecta. 

73.  Por  el  circuncentro  O  dél  triángulo  equilátero  ABC, 
se  traza  OP  perpendicular  al  piano  dél  triángulo. 
Marcar  H  ortocentro  dél  triángulo  APB  y  calcular  la 
medida  dél  ángulo  entre  AP  y  HC. 

(AC  =  AD). 

A)  37°  B)  45°  C)  60° 

D)  5372  E)  90° 

74.  En  la  figura,  hay  un  triedro  cuyas  caras  són  mutua- 
mente  ortogonales  y  la  longitud  de  sus  aristas  es: 
PA  =  PB  =  PC  =  6  m.  Hallar  el  área  de  la  región 
triangular  ABC. 


B 


A)  18/2 m2  B)  18/3  m2  C)  16/3  m2 

D)  16/2  m2  E)  12/3  m2 

75.  Un  triángulo  equilátero  ABC  está  en  un  piano  per¬ 
pendicular  a  un  cuadrado  ABCDE.  El  segmento  de 
recta  que  une  el  punto  medio  de  lado  AC  con  el 
punto  medio  dél  lado  BD  dél  cuadrado  midé  1  m. 
^Cuál  es  la  longitud  dél  lado  dél  triángulo  o  dél 
cuadrado? 

A) /2  B)  /3  C)  1,5 

D) 1  E) 2 

76.  Por  el  vértice  A  de  un  triángulo  ABC,  se  levanta  la 
perpendicular  AM  al  piano  dél  triángulo.  Se  trazan 
las  perpendiculares  AP  y  AQ  a  MB  y  MC  respecti- 
vamente.  Si  MQ  =  5  cm,  PB  =  6  cm;  MP  =  4  cm  y 
mZBMC  =  30°,  hallar  el  área  de  la  región  triangu¬ 
lar  BMC. 

A)  10  cm2  B)15cm2  C)18cm2 

D)  20  cm2  E)  30  cm2 

77.  Un  triángulo  se  encuentra  en  un  piano  que  forma 
un  ángulo  de  45°  con  otro  piano  P.  Si  la  proyección 
dél  triángulo  sobre  P  tiene  20  cm2  de  área,  hallar  el 
área  dél  triángulo. 

A)  1 0  cm2  B)  1 0  /2  cm2  C)  20  cm2 

D)  20/2  cm2  E)  30/2  cm2 

78.  Por  el  vértice  B  de  un  cuadrado  ABCD,  se  traza 
una  perpendicular  BP  al  piano  dél  cuadrado,  M  es 
punto  medio  de  AD;  si  la  distancia  de  P  a  la  recta 
que  contiene  al  vértice  C  y  M  es  4/6  y  la  distancia 
de  P  al  piano  dél  cuadrado  es  4,  hallar  el  lado  dél 
cuadrado. 

A)  8  B)  9  C)10 

D) 12  E) 15 

79.  Se  tiene  un  triedro  O-ABC,  donde  las  caras  AOB 
y  AOC  miden  60°,  sobre  OA,  OB  y  OC  se  tornán 
los  puntos  Q,  R  y  P  respectivamente,  tál  que: 
mZPQR  =  90°.  Calcular  la  medida  dél  diedro  OA. 
Si:  OQ  =  OR  =  OP 

A)2arctan/2  B)arctan2/2  C)  arctan /9 

D)  2arctan/3  E)  30° 
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80.  Se  tiene  un  diedro  de  90°,  formado  por  las  caras 
P  y  Q  una  secante  a  dichas  caras  intersecta  a  P 
y  Q  en  A  y  B  respectivamente.  Calcular  la  mínima 
distancia  entre  AB  y  la  arista  de  dicho  diedro,  sa- 
biendo  que  AB  forma  con  P  un  ángulo  de  3772 
y  AB  forma  con  Q  un  ángulo  de  5372.  Además: 
AB  =  /Töm. 

A)^m  B)  /6m  C) 

1  IR  J 

D)2V2m  E>lTm 

81.  Se  tiene  un  triedro  O-ABC,  en  el  cual  la  cara 
BOC  =  90°  y  las  caras  AOB  y  AOC  midé  60°  cada 
una.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  que  forma  OA 
y  su  cara  BOC. 

A)  30°  B)  60°  C)  arctan 

D)  45°  E)  arctan  (|j 

82.  En  el  gráfico,  PH  es  perpendicular  al  piano  Q, 
PH  =  12,  AP  =  BP  =  13  y  AB  =  8.  Calcular  HL. 


D)  3/2  E)  /6 

83.  En  el  gráfico,  BF  es  perpendicular  al  piano  dél  cua- 
drado  ABCD.  Si  AB  =  BF  =  BC  =  a  y  M  es  punto  me- 
dio  de  CD,  hallar  el  área  de  la  región  sombreada. 


84.  Se  tiene  dós  segmentos  de  rectas  perpendicula- 
res,  y  por  cada  una  de  ellas  trazamos  planos  para- 
lelos  entre  sí. 

A)  Si  el  punto  medio  de  unó  de  los  segmentos  lo 
unimos  con  los  extremos  de  la  otra  recta,  el  pia¬ 


no  que  se  forma  será  perpendicular  a  los  dós 
planos  paralelos. 

B)  Si  por  unó  de  los  extremos  de  una  de  las  rec¬ 
tas  dadas  trazamos  una  perpendicular  a  unó  de 
los  planos  paralelos,  el  piano  que  se  forma  por 
la  recta  dada  y  la  perpendicular  a  la  otra  recta 
dada. 

C)  Si  los  extremos  de  cada  una  de  las  rectas,  los 
unimos  con  el  punto  medio  de  la  otra  recta,  los 
planos  que  se  formán  serán  perpendiculares 
entre  sí. 

D)  Si  los  extremos  de  cada  una  de  las  rectas  los 
unimos  con  el  punto  medio  de  la  otra  recta.  La 
recta  de  intersección  de  los  planos  formados 
será  perpendicular  a  una  de  las  rectas  dadas. 

E)  Ninguna  de  las  afirmaciones  anteriores  es  co- 
rrecta. 

85.  Cuando  dós  planos  són  perpendiculares 

A)  Todo  piano  perpendicular  a  unó  de  ellos  lo  es 
también  al  otro. 

B)  Toda  recta  perpendicular  a  la  intersección  de 
ambos  debe  estar  contenida  en  unó  de  ellos. 

C)  Todas  las  rectas  de  unó  de  ellos  són  perpendi¬ 
culares  al  otro. 

D)  No  siempre  se  cortan. 

E)  Todo  piano  perpendicular  a  su  interacción  es 
perpendicular  a  ambos. 

86.  Graficar  al  triángulo  ABC  y  levante  BQ  perpendi¬ 
cular  al  piano  ABC.  Si  BQ  =  4,  8  dm,  AB  =  6  dm, 
BC  =  8  dm  y  AC  =  10  dm.  Calcular  el  valor  dél 
ángulo  diedro  AC. 

A)  30°  B)  37°  C)  45° 

D)  53°  E)  60° 

87.  Unó  de  los  catetos  de  un  triángulo  isósceles  está 

contenida  en  el  piano  P  y  el  otro  forma  con  dicho 
piano  un  ángulo  de  45°.  Calcular  el  ángulo  que  for¬ 
ma  su  hipotenusa  con  el  piano  P. 

A)  45°  B)  30°  C)  60° 

1  /2 
D)arcsen-^  E)  arccos-^ 

88.  La  recta  I  de  intersección  de  dós  planos  x  e  y,  per¬ 
pendiculares  entre  sí,  es  paralela  a  una  recta  R  dél 
piano  x  y  a  una  recta  S  dél  piano  y  si  la  distancia 
entre  I  y  R  es  de  16  cm,  y  la  distancia  entre  I  y  S  es 
de  12  cm.  <j,Cuál  es  la  distancia  entre  R  y  S? 

A)  14  cm  B)  25  cm  C)  4/28  cm 

D)  10/3  cm  E)  20  cm 

89.  Calcular  el  máximo  valor  entero  de  las  caras  de  un 
triedro  si  las  caras  dós  miden  100°  y  120°. 

A) 100°  B) 112°  C) 139° 

D)  140°  E)  141° 
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90.  Calcular  el  máximo  valor  de  una  cara  de  un  triedro 
equilátero. 


A)  40° 
D)  53° 


B)  30°  C)  37° 

E)  45° 


A)  100°  B)  110°  0130°  D)  119°  E)  141° 

91.  Se  tiene  un  diedro  formado  por  los  planos  P  y  Q 
cuya  recta  de  intersección  es  xy .  Si  desde  un  punto 
R  exteriőr  a  las  caras  dél  diedro,  trazamos  RS  per- 
pendicular  al  piano  P  y  RT  perpendicular  al  piano  Q. 

A)  La  recta  xz  no  tiene  que  ser  perpendicular  al 
piano  RST. 

B)  RST  no  es  un  piano 

C)  El  piano  RST  será  perpendicular  a  las  dós  ca¬ 
ras  dél  diedro. 

D)  El  piano  RST  será  perpendicular  a  una  de  las 
caras  dél  diedro. 

E)  Ninguna  de  las  afirmaciones  anteriores  es  co- 
rrecta. 

92.  Sea  S^un  círculo  de  centro  O  y  un  cuadrado  ABCD 
que  se  encuentran  contenidos  en  planos  perpen- 
diculares  (sea  AB  una  cuerda  de  ^).  Se  marca  M 
en  DC,  de  modo  que:  3DM  =  5MC,  AB  =  8  dm  y 
OA  =  5  dm. 

Calcular  la  distancia  de  M  a  OB. 

A)  41/5  dm  B)  4/3  dm  C)42/5dm 

D)  40/7  dm  E)  40/3  dm 

93.  ^Cuál  de  las  afirmaciones  es  correcta? 

A)  Si  una  recta  toca  un  solo  punto  de  una  circun- 
ferencia  y  es  perpendicular  al  rádió  que  pasa 
por  dicho  punto,  esta  recta  será  tangente  a  la 
circunferencia. 

B)  En  todo  tetraedro,  la  sección  producida  por  un 
piano  paralelo  a  una  de  las  aristas,  es  un  para- 
lelogramo. 

C)  Por  una  recta  se  puede  trazar  un  piano  perpen¬ 
dicular  a  otra  recta  dada. 

D)  Por  dós  rectas  que  no  són  paralelas  y  no  se 
cortan,  puede  pasar  más  de  dós  planos  parale- 
los  entre  sí. 

E)  Ninguna  de  las  afirmaciones  anteriores  es  co¬ 
rrecta. 

94.  Calcular  la  medida  dél  diedro  formado  por  los  se- 
micírculos  de  rádió  R.  Si  el  área  de  la  región  PCD 

p2  -  -  - — v 

es  además:  CD//AB,  mCD  =  90°  (P  punto 
máximo  dél  semicírculo) 


C 


95.  Un  triángulo  se  encuentra  en  un  piano  que  forma 
un  ángulo  de  45°  con  otro  piano  P.  Si  la  proyección 
dél  triángulo  sobre  el  piano  P  tiene  20  cm2  de  área, 
encontrar  en  cm2  el  área  dél  triángulo  dél  espacio. 

A)  20/2  B)  18/2  C)  24/2 

D) 24  E)  30 


96.  Se  tiene  una  circunferencia  de  diámetro  AD  y  un 
cuadrado  ABCD  de  centro  O  contenidos  en  planos 
perpendiculares.  En  el  piano  de  la  circunferencia 
se  ubica  un  punto  P  exteriőr  a  ella  tál  que  AP  y  DP 
són  secantes  a  la  circunferencia  M  y  N  respectiva- 
mente.  Si  mZAPD  =  45°,  calcular  mZMON. 

A)  60°  B)  45°  C)  53° 

D)  37°  E)  36° 


97. 


Los  triángulos  equiláteros  ABC  y  ABD  están  con¬ 
tenidos  en  planos  que  formán  un  diedro  que  midé 
45°.  En  BC  y  AC  se  ubica  los  puntos  E  y  F  respec- 


BE  FC  3 

tivamente,  tál  que  =  ^  =  f  •  Calcular  la  me¬ 


dida  dél  ángulo  entre  EF  y  el  piano  que  contiene  al 
triángulo  ABD. 

A)  arcsen|-|j  B)  arccos|-|j 

C)  arcsen|^^j  D)  arcsen|-^) 

E)  arcsen(-^) 


98.  De  las  siguientes  proposiciones,  ^cuáles  són  ver- 

daderas? 

I.  Puede  haber  en  el  espacio  cuatro  rectas  ala- 
beadas  que  són  ortogonales  dós  a  dós. 

II.  Hay  en  el  espacio  una  recta  que  interseca  a 
trés  rectas  alabeadas  dós  a  dós. 

III.  Hay  solo  una  recta  que  es  ortogonal  a  trés  rec¬ 
tas  alabeadas  dós  a  dós. 

A)  I  y  II  B)  II  y  III  C)  I  y  III 

D)  Solo  I  E)  Solo  II 


99.  Se  tiene  dós  rectas  alabeadas,  en  una  de  ellas  es¬ 
tán  los  puntos  A  y  C  y  en  la  otra  los  puntos  By  D, 
tál  que  AB  es  la  distancia  entre  dichas  rectas,  AC 
es  la  distancia  entre  AB  y  CD;  además  AB  =  m  y 
AC  =  n.  <j,Aqué  distancia  dél  piano  que  contiene  el 
triángulo  ABC  está  el  punto  D  si  el  ángulo  entre  AC 
y  BD  es  el  complemento  dél  ángulo  entre  AB  y  CD? 


A)  + 

B)  m  +  n 

C)  Vm2  +  n2 

D)  .  mn  . 

(m  +  n) 

E)  /mn 

100.  Por  el  circuncentro  O  dél  triángulo  equilátero  ABC 
se  traza  OP  perpendicular  a  su  respectivo  piano,  H 
es  el  ortocentro  dél  triángulo  APB.  Calcular  la  me- 
dida  dél  ángulo  entre  AP  y  HC. 

A)  60°  B)  75°  C)  120° 

D)  90°  E)  45° 

101.  Exteriőr  a  un  piano  P  se  ubica  un  segmento  AB, 
sobre  dicho  piano  se  ubica  los  puntos  M,  tál 
que  (AM)2  -  (BM)2  es  constante.  <j,Cuál  es  lugar 
geométrico  de  M? 

A)  Una  parábola.  B)  Una  circunferencia. 

C)  Una  recta.  D)  Una  hipérbola. 

E)  Un  círculo. 

102. Se  tiene  un  ángulo  tetraedro  V-ABCD,  en  el  cual 
mZAVD  =  mZBVC  =  30°,  mZAVB  =  120°.  Calcu¬ 
lar  mZDVC,  se  sabe  que  la  cara  DVC  forma  con  la 
cara  AVB  un  ángulo  diedro  que  midé  30°  y  además 
las  proyecciones  de  las  aristas  VD  y  VC  sobre  la 
cara  AVB  són  isogonales  de  las  lados  de  esta  cara. 

A)  70°  B)  74°  C)  80° 

D)  90°  E)  106° 

103. Dado  un  piano  P,  luego  se  traza  AB  oblicua  al  pia¬ 
no.  Por  AB  se  traza  dós  planos  secantes  a  P  que 
formán  con  él  diedros  de  medida  p.  Si  la  medida 
dél  ángulo  entre  AB  y  el  piano  P  es  a,  calcular  la 
medida  dél  ángulo  formado  por  las  intersecciones 
de  cada  piano  con  el  piano  P. 

A)2arcse.(S2|) 

B>2a"*a"(Ü)  0>2arc“"(!Sf) 

E) 2a,c”"(Sf) 

104. En  el  gráfico  mostrado,  los  triángulos  ABL  y  C"BL 
són  congruentes,  A'B'=  V4Ö,  B'C’  =  7  yA'C'  =  9.  Si 
los  planos  P1  y  P2  són  paralelos,  calcular  la  medida 
dél  diedro  formado  por  los  planos  P2  y  Q  (A',  B'  y  C' 
són  las  proyecciones  ortogonales  de  A,  B  y  C  sobre 
el  piano  P2). 
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A)  30°  B)  45°  C)  53° 

D)  60°  E)  37° 

105. En  un  cuadrante  AOB,  de  centro  O,  en  OB  se  ubi¬ 
ca  su  punto  medio  M,  con  diámetro  AM  se  traza 
una  semicircunferencia  no  coplanar  al  cuadrante 
tál  que  OP  =  PB,  siendo  P  el  punto  medio  de  la 
semicircunferencia.  Calcular  la  média  dél  ángulo 
diedro  formado  por  los  planos  que  contienen  a  la 
semicircunferencia  y  al  cuadrante. 

A)  30°  B)  37°  C)  53° 

D)  45°  E)  60° 

106. En  un  triedro  O-ABC,  en  OA,  OB  y  OC  se  ubi¬ 
ca  los  puntos  M,  N  y  Q  respectivamente,  tál  que 
OM  =  9,  ON  =  12  y  OQ  =  16.  Si  los  ángulos  MON 
y  NOQ  són  obtusos,  calcular  el  mínimo  valor  ente- 
ro  dél  perímetro  de  la  región  triangular  MNQ. 

A)  45  B)  43  C)  44 

D) 40  E)  38 

107.lndique  el  valor  de  verdad  de  las  proposiciones. 

I.  Si  una  recta  tiene  solo  un  punto  en  común  con 
una  circunferencia  y  es  perpendicular  al  rádió 
que  pasa  por  dicho  punto,  esta  recta  sería  tan- 
gente  a  la  circunferencia. 

II.  Todo  piano  determinado  por  dós  paralelas  a 
otro  piano,  es  siempre  paralelo  al  segundo. 

III.  Por  dós  rectas  que  se  cruzan  en  el  espacio  pue- 
den  pasar  más  de  dós  planos  paralelos  entre  sí. 

IV.  Si  una  recta  es  paralela  a  un  piano,  la  paralela 
trazada  a  dicha  recta  por  un  punto  dél  piano, 
está  contenida  en  el  piano. 

A)  VFVF  B)  WFV  C)  VFFV 

D)  FFW  E)  FFFV 

108. En  un  piano  P  se  ubica  un  punto  M  por  el  cual  se 
levanta  una  perpendicular  al  piano.  Luego  sobre 
dicha  perpendicular  se  ubica  un  punto  N  por  el  cual 
se  traza  un  piano  Q  paralelo  al  piano  P;  entonces 
se  puede  afirmar  que 

I.  Si  una  recta  es  secante  a  los  planos,  entonces 
las  medidas  de  los  ángulos  entre  la  recta  y  di- 
chos  planos  són  diferentes. 

II.  El  piano  Q  no  es  perpendicular  a  la  recta  MN. 

III.  Si  dós  ángulos  que  están  en  los  planos  P  y  Q 
tienen  sus  lados  respectivamente  paralelos  y 
dél  mismo  sentido,  entonces  las  medidas  són 
iguales. 

A)  Solo  I  es  correcto  B)  Solo  II  es  correcto 
C)  Solo  III  es  correcto  D)  I  y  II  són  correctos 

E)  I  y  III  són  correctos 

109.  La  proyección  de  un  triángulo  rectángulo  ABC, 
recto  en  B,  sobre  un  piano  no  paralelo  a  dicho 
triángulo  es  A'B'C'  (A',  B'  y  C'  són  las  proyecciones 
ortogonales  de  A,  B  y  C  respectivamente),  tál  que 


532  ■  Colección  Uniciencia  Sapiens 


AB  es  paralelo  al  piano  de  proyección.  Si  AB  =  b  y 
B'C'  =  a,  calcular  la  distancia  entre  CC'  y  la  media- 
na  AM  dél  triángulo  ABC. 


A) 


ab 


B) 


2ab 

-/a2  +  4b2 


C) 


ab 


D) 


ab 

a  +  b 


E) 


ab 

a  +  4b 


IIO.En  el  espacio  se  traza  dós  rayos  AX  y  BY  que  no 
se  encuentran  en  un  piano  y  el  ángulo  entre  los 
dós  rayos  midé  90°,  su  perpendicular  común  es 
AB,  en  los  rayos  AX  y  BY  se  encuentran  los  puntos 
M  y  P  respectivamente  tál  que  2(AM)(BP)  =(AB)2. 
Calcular  la  distancia  dél  punto  medio  de  AB  a  la 
recta  MP,  si  AB  =  a. 


A)  a 

B)f 

C)f 

D)! 

111.  En  un  triedro  trirrectángulo  O-ABC;  si  AB  =  </2(OC), 
BC  =  (2  (OA)  y  AC  =  Í2  (OB),  calcular  mZABC. 

A)  90°  B)  30°  C)  45° 

D)  60°  E)  53° 


112.En  un  piano  H  se  ubica  el  triángulo  ABC.  Por  A  se 
traza  una  perpendicular  AQ  al  piano  H.  Si  AB  =  15, 
BC  =  13,  CA  =  14  y  AQ  =  9,  calcular  la  distancia 
entre  QB  y  AC. 

A)  5,4  B)  7,2  C)  5 

D) 6  E) 9 

113.Sean  C:y  C2  rectas  alabeadas,  en  L,  se  ubica  los 
puntos  A  y  B;  luego  en  £  se  ubica  los  puntos  R  y 
S  tál  que  AR  es  la  distancia  entre  dichas  rectas.  En 


AR  se  ubica  el  punto  M  que  equidista  de  L1t  L2  y 
BS.  Si  AB  =  m  y  RS  =  n,  calcular  BS. 

A)  m  +  n  B)  -2Ü1-  C)  m  -  n 

’  '  m  +  n 

m  m  +  n  e)  2mn 

’  2  ]  m  +  n 

114. Dado  un  cuadrado  ABCD,  por  A  se  traza  AQ  per¬ 
pendicular  al  piano  que  contiene  al  cuadrado.  Si 
AB  =  a  y  AQ  =  b,  calcular  la  medida  dél  diedro 
determinado  por  las  regiones  BQC  y  DQC. 

A)  arccos(-jj)  B)  arccos||-^-^j 

C)  arccos^p^sj  D)  arccos|a  +  b  ) 

E)  arccos|— j 

11 5.  El  ángulo  diedro  entre  los  planos  P  y  Q  midé  a. 
En  el  piano  P  se  encuentra  un  cuadrado  cuyo  lado 
midé  L,  calcular  el  perímetro  de  la  proyección  dél 
cuadrado  sobre  el  piano  Q  tál  que  este  sea  máximo. 

A)  2L/2/TTcös2a  B)  L/2  Vl  +  cos2a 

C)  2LVl  +  cos2a  D)  Lh  +  cos2a 

E) 

116.  En  un  triángulo  isósceles  ABC  de  base  AC,  en  los 
lados  AB  y  BC  se  ubica  los  puntos  M  y  N  respec¬ 
tivamente.  Siendo  MN  =  a,  AN  =  b  y  MC  =  c,  se 
cumple  que: 

A)  b2  =  a2  +  c2  B)  a2  =  b2  -  c2 

C)  a2  <  b2  +  c2  D)  b  -  c  <  a  <  b  +  c 

E)  b2-c2<a2<b2  +  c2 
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Poliedros 


Niccolo  Fontana  (1499-13  de  di- 
ciembre  de  1557)  fue  un  matemá- 
tico  italiano  apodado  Tartaglia 
(tartamudo),  debido  a  que  en  su  ni- 
nez  recibió  una  herida  cuando  las 
tropas  de  Gastón  de  Foix  tomaban 
Brescia.  su  ciudad  natal.  Huérfano 
y  sin  medios  materiales  para  pro- 
veerse  una  instrucción,  Ilegó  a  ser 
unó  de  los  principales  matemáti- 
cos  dél  siglo  XVI.  Ensenó  y  explicó 
esta  ciencia  sucesivamente  en  Ve¬ 
rona,  Vicenza,  Brescia  y  finalmente 
Venecia,  en  la  misma  pobreza  que 
le  acompanó  toda  su  vida. 

Creador  de  un  método  para  resol¬ 
ver  ecuaciones  de  tercer  grado, 
estando  ya  en  Venecia.  en  1535 
su  colega  dél  Fiore,  discípulo  de 
Scipione  dél  Ferro  de  quien  había 
recibido  la  formula  para  resolver 
las  ecuaciones  cúbicas,  le  pro- 
pone  un  duelo  matemático  que 
Tartaglia  acepta.  A  partir  de  este  duelo,  y  en  su  áfán  de  ganarlo,  Tartaglia  desarrolía  la  formula 
generál  para  resolver  las  ecuaciones  de  tercer  grado;  por  lo  que  consigue  resolver  todas  las  cues- 
tiones  que  le  plantea  su  contrincante,  sin  que  este  logre  resolver  ninguna  de  las  propuestas  por 
Tartaglia.  Otras  aportaciones  destacables  de  Tartaglia  fueron  los  primeros  estudios  de  aplicación 
de  las  matemáticas  a  la  artillería  en  el  cálculo  de  la  trayectorias  de  los  proyectiles,  así  como  por 
la  expresión  matemática  para  el  cálculo  dél  volumen  de  un  tetraedro  cualquiera  en  función  de 
las  longitudes  de  sus  Iados,  la  Ilamada  formula  de  Tartaglia,  una  generalización  de  la  formula  de 
Herón  (usada  para  el  cálculo  dél  área  dél  triángulo). 


Fuente:  Wikipedia 


capítu 
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<4  SÓLIDO 

Una  figura  que  encierra  una  región  dél  espacio  median- 
te  superficies. 

<4  POLIEDRO 

Es  un  sólido  formado  por  polígonos  que  constituyen  las 
caras.  Los  vértices  dél  sólido  són  los  de  sus  caras  y  las 
aristas  dél  poliedro  són  los  lados  de  los  polígonos. 

Los  poliedros  pueden  ser  convexos  y  no  convexos  o 
cóncavos. 


•  Caras:  BGC,  FGE,  ABGF,  ... 

•  Vértices:  A,  B,  C, ... 

•  Aristas:  AB,  BC,  ... 

•  Diagonales:  BE,  FC,  ... 

(unen  dós  vértices  ubicados  en  diferentes  caras). 

Poliedro  convexo 

Un  poliedro  se  llama  convexo,  si  determina  sobre  una 
recta  secante  a  su  superficie,  como  máximo,  dós  pun- 
tos  de  intersección. 

Poliedro  no  convexo  o  cóncavo 


Es  aquel  que  determina  sobre  una  recta  secante  más 
de  dós  puntos  de  intersección. 

El  nombre  dél  poliedro  depende  dél  número  de  caras 
y  puede  ser:  tetraedro  (4  caras);  pentaedro  (5  caras); 
hexaedro  (6  caras),  etc. 

Propiedades: 

Si  V,  C  y  A,  representan  los  números  de  vértices,  caras 
y  aristas  de  un  poliedro,  respectivamente,  entonces: 

1.  0  Las  medidas  de  los  ángulos,  en  todas  las  caras, 
suman:  360°(V  -  2) 

2. 0  La  suma  dél  número  de  caras  y  vértices,  excede  en 
dós  al  totál  de  aristas:  C  +  V  =  A  +  2 
(Teorema  de  Euler) 

Por  ejemplo,  para  la  figura  1:  C  =  6;  V  =  7  y  A  =  11.  Se 
verifica  que: 

C  +  V  =  A  +  2  =  13  (2.a  propiedad) 


Para  la  propiedad  n.°  1:  suma  de  medidas  de  los  ángu¬ 
los  en  los  2  triángulos  y  los  4  cuadriláteros: 

2(180°)  +  4(360°)  =  1800°;  lo  cual  verifica: 

360°(V  -  2)  =  360°(7  -  2)  =  360°(5)  =  1800° 

Poliedros  regulares 

Són  aquellos  que  tienen  por  caras,  polígonos  regulares. 
Se  demuestra  que  solo  existen  5  poliedros  regulares: 
trés  formados  por  triángulos  equiláteros,  unó  por  cua- 
drados  y  otro  por  pentágonos  regulares. 


Tetraedro 


Hexaedro 


Octaedro 


Dodecaedro 


Icosaedro 


POLIEDRO 

REGULAR 

Forma  de  las 

caras 

C 

V 

A 

Tetraedro 

Triángulos 

equiláteros 

4 

4*«— 

—6 

Octaedro 

Triángulos 

equiláteros 

8 

6 

\ 

12 

/ 

Hexaedro 

Cuadrados 

6 

8  / 

\l2 

Dodecaedro 

Pentágonos 

12 

20  \ 

/  30 

Icosaedro 

Triángulo 

equiláteros 

20 

77 

ST 

Se  llaman  conjugados,  aquellos  poliedros  regulares  en 
los  que  el  número  de  caras  de  unó,  es  igual  al  número 
de  vértices  de  otro,  (uniendo  los  centros  de  las  caras 
de  unó,  se  obtiene  el  otro).  Són  conjugados:  octaedro 
y  hexaedro;  icosaedro  y  dodecaedro. 
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Éjem pl os : 

1 .  El  área  de  la  superficie  de  un  icosaedro  regular,  de 
arista  a,  es: 

Resolución: 

Són  20  triángulos  equiláteros. 

...  s  =  20(a2^)  =  5a2V3 

2.  ^Cuánto  suman  las  medidas  de  los  ángulos  en  to- 
das  las  caras  de  un  dodecaedro  regular? 

Resolución: 

El  dodecaedro  regular  está  formado  por  12  pen- 
tágonos  regulares.  La  suma  de  las  medidas  de 
los  ángulos  en  cada  cara  es  180°(S  -  2)  =  540°. 
Como  són  12,  entonces:  12(540°)  =  6480°. 

3.  El  área  de  la  superficie  totál  de  un  cubo  es  igual  al 
cuadrado  de  la  longitud  de  su  diagonal,  por  dós. 

Resolución 


Se  sabe,  para  un  cubo  de  arista  x  y  diagonal  d: 

x/3  =  d  =*  x  =  -pr 
13 


4.  La  figura  muestra  un  cubo  PQRS  es  un  cuadriláte- 
ro  que  tiene  sus  vértices  en  cuatro  aristas  dél  cubo. 
Demostrar  que:  PA  +  RG  =  QH  +  SF 


QR  y  PS  són  paralelas.  Por  lo  tanto,  PQRS  es  un 
paralelogramo. 

OM  es  mediana  de  los  trapecios  PAGR  y  QHFS. 
Así: 


OM  =  PA  +  RG  y  OM  = 
Entonces: 

PA  +  RG  _  QH  +  SF 
2  2 
.-.  PA+  RG  =  QH  +  SF 


QH  -i-  SF 

2 


5.  Un  poliedro  convexo  está  formado  por  8  triángulos, 
2  pentágonos  y  5  hexágonos.  Hallar  el  número  de 
vértices. 


Resolución: 


Las  medidas  de  los  ángulos  en  todas  las  caras  su¬ 


man: 

8  triángulos 
2  pentágonos 
5  hexágonos 


>8(180°)  =  1440c 
>2(540°)  =  1080c 
>  5(720°)  =  3600e 


(+) 


Es  decir:  2  caras  =  6120° 


Pero,  por  formula  =  360°(V  -  2)  =  6120° 
.-.  V  =  19. 


6.  Un  poliedro  está  formado  por  6  triángulos,  4  pentá¬ 
gonos  y  7  cuadriláteros  convexos.  Hallar  el  número 
de  aristas. 

Resolución: 

Cada  arista  es  un  lado  para  dós  polígonos,  en  ca¬ 
ras  adyacentes.  Por  lo  tanto,  si  sumamos  los  nú- 
meros  de  lados  de  los  8  triángulos,  4  pentágonos  y 
7  cuadriláteros,  tendremos  el  doble  dél  número  de 


2A  =  6(3)  +  4(5)  +  7(4)  A  =  33 

7.  En  un  octaedro  regular  de  arista  a,  hallar  la  distan¬ 
cia  dél  centro  a  una  cara. 

Resolución: 


Resolución: 


PQ  y  RS,  són  paralelos,  por  estar  contenidos  en  el 
mismo  piano  y  no  intersecarse.  Análogamente 


Las  diagonales  de  un  octaedro  regular  són  con- 
g mentes  (esto  es  fácil  demostrar) 

AO  =  OB  = 
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0M=! 

En  AMOB:  — L  = 
(OF)2 

_L  =  _ L_  + 

(OF)2  |a/2j2 


1 

(OB) 


1 


.  +  _ !_ 

2  (OM)2 

OF  =  ^ 
b 


8.  Hallar  la  distancia  entre  los  baricentros  de  dós  ca- 
ras  de  un  tetraedro  regular  de  arista  a. 


Resolución: 


Sea  ABCD  el  tetraedro. 

P  baricentro  de  ABD 
Q  baricentro  de  DBC 

APBQ  ~  AMBN:  E°  -  |g  ...(D 

Siendo:  MN  =  =  |(en  AABC)  y  =  § 

(P:  baricentro) 


En(1):ga  =  !  ,PQ=f 


9.  Hallar  el  área  de  la  proyección  de  un  octaedro  re¬ 
gular  sobre  un  piano  perpendicular  a  una  arista, 
cada  arista  dél  octaedro  midé  a. 

Resolución: 


Sea  R  un  piano  perpendicular  a  la  arista  AF;  AD  y 
FC  se  proyectan  en  verdadera  magnitud. 

=>  MN  =  a  (MZNQ  es  un  rombo). 

ZH  =  BO  =  AO  =  „  ZQ  =  a/2 


Resolución: 


Si  V  es  el  número  de  vértices,  el  número  de  diago- 
nales  dél  sólido  es: 

n.°  diag.  sólido:  C2  -  A  -  n.°  diag.  caras  ...(1) 


Donde:  =  combinación  de  todos  los  vértices,  de 

dós  en  dós. 


rv  =  V! 

2  2!  (V  —  2) ! 

A  =  número  de  aristas: 

A  =  4(3)  1 5(4)  -  is 


...(2) 

n.  aristas  a  (4)  +  n.  aristas  0(5) 


A=  16 


...(3) 


(Se  divide  por  2,  ya  que  cada  arista  se  cuenta  dós 
veces). 

Por  otro  lado: 

n.°  diag.  caras:  n.°  diag.  111(5)  =  2(5)  =  10  ...(4) 


El  número  de  vértices  V  se  obtiene  con  el  teorema 
de  Euler: 

C  +V  =  A+  2  =>  9  +  V  =  16  +  2  =*  V  =  9 

En  (2):  q  =  ^  =  ^=36 

En  (1):  n.°  diag.  sólido:  36  -  16  -  10 
n.°  diag.  sólido:  10 

11.  Hallar  la  distancia  entre  los  baricentros  de  dós  ca¬ 
ras  adyacentes  de  un  octaedro  regular  de  arista  a. 

Resolución: 


B 


Sean:  G  =*  baricentro  de  ABD 
R  =>  baricentro  de  BCD 


El  área.  SMZNQ  — 


MN(ZQ)  a(a/2) 
2  2 


a2  Í2 

2 


AMBN  ~  AGBR: 


.  GR 


MN 


BG 

BM 


...(1) 


10.  Un  poliedro  convexo  está  formado  por  4  triángulos 
y  5  cuadriláteros.  Hallar  el  número  de  diagonales 
de  este  sólido. 


Siendo:  MN  =  ^  ^  y 

pp  o 

\  =  ^(propiedad  dél  baricentro) 
BM  <5 
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Pn  GR  _  2  ,  f'p  3  J2. 

En(1)i^  3  •GR  =  — 

2 

12.  ^Cuántas  diagonales  tiene  un  icosaedro  regular? 


n.°  diag.  dodecaedro:  C22°  -  n.°  aristas  -  n.°  diag. 
caras 

n.°  diag.  dodecaedro:  -  30  -  12(5) 

(1  o!) 

n.°  diag.  dodecaedro:  100 


Resolución: 


Se  hacen  las  combinaciones  de  todos  los  vértices, 
de  dós  en  dós,  y  a  esta  cantidad  se  le  resta  el  nú- 
mero  de  aristas  y  el  número  de  diagonales  en  las 
caras: 

n.°  diag.  icosaedro:  C12  -  30  -  0 

n.°  diagonales  en  las  caras 

19i 

n.°  diag.  icosaedro:  (2!)(12  _  2)!  “  30 
.-.  n.°  diag.  icosaedro:  66  -  30  =  36 


1 3.  ^Cuántas  diagonales  tiene  un  dodecaedro  regular? 


14.  Hallar  el  área  de  la  superficie  de  un  dodecaedro 
regular  de  arista  a. 

Resolución: 


Són  12  pentágonos  regulares  de  lado  a.  Se  sabe 
que  para  un  pentágono  regular: 

Ls=  |V10-V2Ö 

=>  a  =  §JlO-V2Ö  =>  R  =  ,  2a 
2  Vl  0  -  720 

Y  la  apotema:  ap5  =  ^■(■15  +  1)  =  =  —  =• 

4  2^10 -•/2Ö 

Luego,  el  área  de  una  cara: 

S,=  |(L5)(ap5) 

s  =  jfe/  a({5.+  !L.\=>s  ^j25+10V5 

2  \2VlO  -  V2Q  /  4 

•••  Saodecaearo  =  12S,  =  33^25  +  10^5 


ff 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 


1.  Hallar  el  área  de  la  proyección  de  un  tetraedro  re¬ 
gular  de  arista  L,  sobre  un  piano  perpendicular  a 
una  arista. 

Resolución: 

Sea  ABCD  el  tetraedro  y  R  un  piano  perpendicular 
a  la  arista  C: 


CD  se  proyecta  como  un  punto  y  por  ser  AB  1  CD, 
AB  se  proyectará  en  verdadera  magnitud  (todas  las 
perpendiculares  a  CD,  se  proyectan  en  verdadera 
magnitud). 

Luego:  Sproyecda„  =  |(A’C’)h  ...(1) 

Siendo:  A’C'  =  AM  =  Lyá  ...(2) 

y  h  =  BO  =  altura  dél  tetraedro. 

-  h  =  L^.  ...(3) 

Con  (2)  y  (3),  en  (1): 

c  —  •  S  =  —Í2 

'“'proyección  2\21/l_6  *  *  wr°yección  8 

2.  En  un  cubo  de  arista  L,  hallar  el  área  de  la  proyec¬ 
ción  obtenida  sobre  un  piano  perpendicular  a  una 
diagonal. 
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Proyectamos  el  cubo  sobre  un  piano  T,  perpendi- 
cular  a  la  diagonal  FC.  Todas  las  perpendiculares 
a  FC,  serén  paralelas  a  T  y  se  proyectarán  en  ver- 
dadera  magnitud.  La  proyección  resulta  la  región 
correspondiente  a  un  hexágono  regular,  de  lado  x. 
Además,  x  es  la  distancia  de  D  a  CF. 

En  el  ACDF:  DP  =  x;  DF  =  L/2 
Por  reláción  métrica: 

1  =  1  1  1  =  1  1 

(DP)2  (CD)2  (DF)2  ^  x2  L2  (L/2)2 

De  donde:  x2  =  ^  L2 
Y  el  área  de  la  proyección: 
s  =  |x2/3  =§(§L2)/3  ,-.S  =  L2/3 

3.  Hallar  el  número  de  segmentos  que  unen  los  puntos 
medios  de  todas  las  aristas  de  un  icosaedro  regular. 

Resolución: 

El  icosaedro  regular  tiene  30  aristas.  Luego,  hay 
que  combinar  30  puntos  medios,  de  dós  en  dós: 

C”  =  2i^i)  =  435  segmentos. 

4.  En  un  octaedro  regular,  la  distancia  de  un  vértice  al 
baricentro  de  la  cara  opuesta  a  dicho  vértice  midé 
L,  calcular  el  área  de  la  superficie  totál  dél  octaedro. 

Resolución: 


Sea  a  la  arista  dél  octaedro. 

En  kBM:  AM2  =  a2  +  (|)2  =»  AM  =  ^ 

Como  el  ADBC  es  equilátero  =>  CM  =  |-/3 


Como  G  es  el  baricentro  dél  ADBC, 

=>  CG  =  GM  =  |/3 
o  b 


A 


Observa  el  triángulo  MAC: 

Aplicando  el  teorema  de  Stewart: 

-  •'(*?) ♦ •’SW)  -  •sW}*? 

Por  lo  tanto,  el  área:  A  =  2a2/3  =  2L2/3 


a  =  L 


5.  Dado  un  tetraedro  regular  de  arista  a,  calcular  el 
área  de  la  sección  determinada  por  un  piano  de 
simetría  que  pasa  por  una  de  sus  aristas. 

Resolución: 


Triángulo  rectángulo  notable  BMC  =  -|/3 
C^BNM:H2+  (|)2  =  (|/3)2 


H2  = 


3a‘ 


a2  i_i2  2a2 

- —  =>  H  =  — T—  = 


4  4 

Triángulo  AMB: 

,.  Area  =  ^l  = 


H  = 


a/2 


a2 12 


6.  En  un  tetraedro  PQRS,  el  ángulo  diedro  correspon¬ 
diente  a  una  arista  PQ  es  recto  y  los  ángulos  QPR 
y  QPS  miden  45°,  entonces  el  ángulo  RPS  midé: 

Resolución: 


P 


Resolución: 
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Se  observa  que: 

kEFP:  triángulo  notable  de  45°  =»  PF  =  EF  =  L 
kPFG:  triángulo  notable  de  45°  =>  PF  =  FG  =  L 

Se  deduce  que:  PG  =  L/2  y  PE  =  L/2 
Además  en  kEFG:  EG  =  L/2 
Por  lo  tanto  el  AEGP  es  equilátero,  luego  el  ángulo 
GPE  midé  60°. 


7.  Hallar  el  área  de  la  proyección  de  una  cara  de  un  te- 
traedro  regular  sobre  otra  cara  si  el  área  totál  es  600  m2. 

Resolución: 


El  área  totál  dél  tetraedro:  L2/3 

=>  L2V3  =  600  =»  L2  =  ^0  =»  L2  =  200-/3 

Como  G  es  baricentro  dél  AABC. 

=>  GN  =  |CN;  pero:  CN  =  tyj 


Luego:  GN  =  = 

Área  dél  AAGB:  SMGB  =  ^  =  L(L^/6)  =  ^ 


O  _  200V3(V3)  _  _2 

SAAGB - “  50  171 


8.  <j,Qué  reláción  existe  entre  las  áreas  de  dós  hexae- 
dros  regulares  si  se  sabe  que  la  arista  de  unó  de 
ellos  es  igual  a  la  diagonal  de  otro? 

Resolución: 


L2  =  a2  +  a2  +  a2  =>  L2 


Cubo  2:  A2  =  6  a2 
=  3  a2 


A2  6  a2  a2  a2  .  A2  1 

A1  6  L2  L2  3a2  "A,  3 


9.  Un  octaedro  regular  tiene  la  altura  de  una  de  sus 
caras  igual  a  la  arista  de  una  cara  de  un  icosaedro 
regular.  Hallar  la  reláción  de  las  áreas  totales  de 
los  poliedros. 


- 1 

LV3  LV3 

3  3 


Un  octaedro  regular  está  formado  por  8  triángulos 
equiláteros,  sea  L  la  altura  de  una  cara,  entonces 
el  lado  es:  2L/3/3,  el  área  dél  octaedro  (A8)  es: 


Un  icosaedro  regular  está  formado  por  20  triángu¬ 
los  equiláteros,  sea  L  el  lado  de  cada  cara,  enton¬ 
ces: 


A20  =  2o(^)  =  5L2/3 


A. 

Aon 


8L2 


/3 


5L2/3 


_8_ 

15 


10.  Hallar  el  área  dél  octaedro  regular  donde  la  dis¬ 
tancia  entre  los  centros  de  gravedad  de  dós  caras 
opuestas  que  tienen  un  vértice  común  es  a. 


Resolución: 


Sea  G,  y  G2  los  centros  de  gravedad  de  2  caras 
opuestas:  se  forma  el  triángulo  MN,  observe  que 
este  triángulo  con  el  triángulo  V1G1G2  són  semejan- 
tes,  por  lo  tanto: 

L  _  3  i  _  3a 
a  23  2 

El  área  dél  octaedro  es: 

As  =  8(t)2T  ••A8  =  ^^3 
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11.  En  un  dodecaedro  regular  de  caras  adyacentes 
ABCDN  y  ABEFG.  Hallar  la  medida  dél  ángulo  que 
determinan  las  rectas  AD  y  GF. 

Resolución: 

C 


Piden:  ángulo  entre  AD  y  FG 

Como:  AE  II  GF  =>  x  =  ángulo  entre  (AD  y  FG) 

AD  II  ÉT  y  DT  II  AE 
□  ADTE  es  un  cuadrado  .*.  x  =  90° 


12.  Al  unir  los  puntos  medios  de  las  aristas  de  un  octae- 
dro  regular  se  determina  un  poliedro  de . caras. 


Resolución: 


Al  unir  los  puntos  medios  de  todas  las  aristas  de  un 
octaedro  regular  se  obtiene  un  poliedro  de  16  caras. 
Rpta.:  16  caras 


13.  En  el  hexaedro  regular  ABCD-A’B’C’D’  de  arista 
L,  calcular  la  distancia  dél  centro  de  la  cara  ADD’A’ 
a  un  punto  de  trisección  de  la  diagonal  BC’  en  la 
cara  opuesta. 

Resolución: 


PO=2LV2_kÍ2 
3  3 


.-.  X  = 


14.  Se  tiene  27  cúbicos  de  arista  igual  a  1 ,  con  ellos  se 
forma  un  cubo  mayor  que  es  pintado  exteriormente 
en  forma  totál.  Al  desarmar  el  cubo.  Hallar  el  área 
que  ha  quedado  sin  pintar  en  todos  los  cubitos. 


Resolución: 


V»=27V(1) 
V„  =  27  =  a3 


a  =  3 


Área  no  pintada  =  27A())  - 
x  =  27(6)(1)2  -  6(a)2 
x=  108 


15.  En  un  hexaedro  regular  ABCDEFGH,  en  la  arista 
BF  se  ubica  el  punto  T.  Si  AB  =  10  m,  TB  =  8  m. 
Hallar  la  longitud  dél  camino  más  corto  partiendo 
de  A  hasta  llegar  al  punto  T  recorriendo  3  caras  ver- 
ticales  dél  poliedro  (en  m). 

Resolución: 


Desarrollando: 


x2  =  82  +  242 
.-.  x  =  8VÍ0  m 

16.  Sea  M  el  punto  medio  de  la  arista  AB  dél  tetraedro 
regular  ABCD.  Si  el  simétrico  de  M  respecto  a  su 
eje  se  simetría  que  pasa  por  AD  y  BC,  es  M’.  Si  la 
arista  dél  tetraedro  midé  a.  Hallar  MM’ 
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Resolución: 


Piden:  MM’  =  x  =>  MO  =  OM’  =  x/2 
AM'  =  BM'  =  |/3 

fc^BMM':  x2  =  (|73 )2  -  (|)2  x  =  2^- 

17.  Un  tetraedro  regular  se  proyecta  sobre  un  piano 
perpendicular  a  una  arista.  Si  la  longitud  de  la  aris- 
ta  dél  tetraedro  es  L;  calcular  el  área  de  dicha  pro- 
yección. 


Donde  los  planos  BMC  y  ONC  són  planos  de  si- 
metría. 

G:  Centro  de  la  cara  AOB. 
mZOGB  =  120° 
x  =  120° 

19.  Al  unir  los  puntos  medios  de  las  aristas  de  un  te¬ 
traedro  regular,  se  determina  un: . 

Resolución: 


Al  unir  los  puntos  medios  de  las  aristas  de  un  te¬ 
traedro  regular  se  obtiene  un  decaedro  regular. 


Resolución: 


_  e/a  +  L  +  b  +  c 


'.s( 


3 

\/-  S,  p„0.w  L3V2  L3 Í2  S. 
V-  3L’Pero  V  =  ^2-— ^2"=3L 


20.  En  un  cubo  ABCD-EFGH  de  arista  L  se  ubican  los 
puntos  medios  N  y  M  en  AB_yBC  respectivamente, 
calcular  la  distancia  de  N  a  HM. 

Resolución: 


Piden:  d  (N:  MH)  =  x 

MN  =  t/2;  fcJMEH:  MH  =  ^  =  HN 


18.  En  un  tetraedro  regular,  hallar  la  medida  dél  ángulo 
diedro  obtuso  determinado  por  dós  de  sus  planos 
de  simetría. 

Resolución: 


21.  ABCD  es  un  tetraedro  regular  M  es  el  punto  medio 
de  la  arista  DB  y  O  es  el  centro  de  la  cara  ABC,  si 
OA  =  4  m,  hallar  la  longitud  de  OM  (en  m). 
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Resolución: 


Piden:  OM  =  x 

AC  =  4/3  ,  como  O  es  un  centro  de  la  cara  ABC 
=>  DO  1  AABC 
=>  DO  1  OB 

kBOD:  BM  =  MD  =  MO  =  2/3 
x  =  2/3  m 

22.  Dado  un  cubo  ABCDEFGR.  Si  P  y  Q  són  puntos 
medios  de  los  lados  AB  y  CD,  indicar  el  polígono 
que  ese  determina  cuando  es  intersectado  por  el 
piano  (P,  Q,  R). 

Resolución: 


La  sección  determinada  en  el  cubo  por  el  piano 
secante  que  pasa  por  los  puntos  P,  Q  y  R  es  una 
región  cuadrangular. 

23.  En  un  tetraedro  regular  ABCD  de  4  de  arista,  M  y 
N  són  puntos  medios  de  AB  y  BC.  Hallar  la  mínima 
distancia  entre  MN  y  CD. 

Resolución: 


S=  V3|=>V2  =  </3|  x  =  2^ 

24.  En  un  cubo  ABCD-EFGH  de  arista  a.  Calcular  la 
distancia  entre  las  rectas  BH  y  AF. 

Resolución: 


LJ3RO  ~  kBEH: 

x  a/2/2  .  _  a/6 

"a"  a/3  6 

25.  Los  triángulos  ABC  y  ACD  estén  en  dós  planos  se- 
cantes,  si  AB  =  10,  CD  =  8  y  el  segmento  que  une 
los  puntos  medios  de  BC  y  AD  miden  3,  hallar  la 
medida  dél  ángulo  que  formán  los  segmentos  AB 
y  CD. 

Resolución: 


26.  Si  en  un  hexaedro  regular  EFGH-IJKL,  su  arista  es 
a;  hallar  la  mínima  distancia  entreÍK  y  L(3. 

Resolución: 


Piden:  d  (L;  MT)  =  x 
4S.<í>f®-S./2 


umnlJj.  4+4  -  4-4 

x^  a  a^  x^  ar  3 


27.  En  un  poliedro  convexo,  el  número  de  caras,  más 
el  número  de  vértices  y  más  el  número  de  aristas 
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es  28.  Si  las  medidas  de  los  ángulos  de  todas  las 
caras  suman  1800.  Hallar  el  número  de  caras. 

Resolución: 

Piden:  n.°  de  caras  =  C 
Dato:  C  +  V  +  A  =  28 
Por  Euler:  C  +  V  =  A  +  2 
=>  A+  2  +  A=  28  =>  A  =  13 

Dato:  Szint  =  1800° 

=>  360°(V  —  2)  =  1800°  =>  V  =  7 

Ahora:  C  +  V  =  A  +  2 

=>  C  +  7  =  13  +  2  C  =  8 

28.  ABCDEF  es  un  poliedro  de  6  caras  y  en  donde 
sus  aristas  cumplen  las  _siguientes  condiciones: 
FE  =  FB.  jFA  i  AB;  FA  1  AE;  FD  =  FC,  BA  1  EA, 
CB  1  AB,  DE  1  AE,  calcular  la  mZBED. 

Resolución: 


AB  =  a,  BC  =  2(AB)  entonces  determinar  la  longi- 
tud  de  la  mayor  diagonal  que  se  puede  trazar  en 
el  prisma. 

Resolución: 


x2  =  4a2  +  d2 

El  pentágono  regular:  d  =  -|(/5  +  1) 

x2  =  4a2+  ^(6  +  2V5)  x=  |^22  +  2V5 


F 


Piden:  mZBED  =  x 

kFAB  =  L.FAE  =>  BA  =  AE  =  a 

kBAE:  isósceles 

=>  mZABE  =  mZAEB  =  45°  .\  x  =  45° 

29.  Se  tiene  un  hexaedro  cuyas  caras  triangulares  són 
regulares.  Hallar  el  poliedro  que  se  formán  al  unir 
los  puntos  medios  de  todas  sus  aristas. 

Resolución: 


Como  en  la  parte  superior  hay  5  caras  =>  el  poliedro 
que  se  contiene  al  unir  los  puntos  enteros  tiene  10 
caras. 

30.  Sea  un  prisma  pentagonal  regular  AB  y  BC  són 
aristas  básicas  y  laterales  respectivamente.  Si 


31.  ^Cuántos  planos  de  simetría  tiene  un  tetraedro  re¬ 
gular? 

Resolución: 

El  tetraedro  regular  tiene  6  planos  de  simetría. 

32.  Un  tetraedro  regular  ABCD  tiene  a  su  cara  BCD 
contenida  en  un  piano  Q.  Si  A’B’C’D  es  el  tetraedro 
simétrico  con  respecto  a  un  piano  P  perpendicular 
a  Q  y  la  arista  de  los  tetraedros  miden  a;  halle  AB’. 


Resolución: 


Simplificando:  x  =  a/2 


33.  Un  octaedro  regular  cuya  arista  midé  a,  halle  la  dis¬ 
tancia  entre  2  caras  opuestas. 


Resolución: 


kPHM; 

por  relaciones  métricas: 


*#(§)  =  x(íf) 
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34.  En  un  hexaedro  regular  se  unen  consecutivamente 
los  puntos  medios  de  dós  aristas  consecutivas  de 
cada  cara  si  el  área  de  la  sección  obtenida  es  6  /3  cm2. 
Halle  la  longitud  de  la  diagonal  de  dicho  poliedro. 

Resolución: 

Dato:  S  =  6/3 

De  la  figura:  S  =  6[^|  ^ 

Igualando:  6^3  = 

a2  =  8  =>  a  =  2  V2 
Luego:  d2  =  a2  +  2a2  =  3a2 
d  =  a/3 
.*.  d  =  2/6  cm 


35.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH  cuya  arista 
midé  10,  Q  e  ÁE,  P  e  CG,  AQ  =  QE,  CP  =  4PG,  el 
piano  que  pasa  por  los  puntos  B,  Q  y  P  interseca  a 
la  arista  EH  en  T.  Hallar 

TH 

Resolución: 


Ürege:  §  =  ^ 


-J*R 


36.  ABCE  y  EB’C’A’  són  poliedros  simétricos  respecto 
a  un  piano  P  de  manera  que  BC  II  P,  AEC  1  P,  si 
BB’  +  CC’  +  AA’  =  12,  halle  la  distancia  entre  los 
baricentros  de  los  triángulos  ABC  y  A’B’C’. 


Resolución: 

Piden:  =  x  =  ? 

Dato:  a  +  b  +  c  =  12 

Propiedad: 
x  _  a  +  b  +  c 


x  =  4 


37.  Halle  el  área  de  la  región  limitada  por  la  sección 
hecha  en  un  tetraedro  regular  de  10  cm  de  arista 
por  un  piano  de  simetría  que  pasa  por  una  de  sus 
aristas  (en  cm2) 


Resolución: 

Piden:  Aapad  =  S 
AP  =  PD  =  5/3 
AQ  =  QD  =  5 
kPQD:  PQ  =  5/2 
0  _  (10)(5/2) 

S - 2 

S  =  25/2  cm2 

38.  Determine  la  medida  dél  menor  ángulo  formado 
por  los  ejes  de  simetría  de  un  hexaedro  regular. 

Resolución: 

Piden: 

Ángulo  entre  MN  y  PQ  :  x  A 
EB  //  PQ  y  MN  //  EG 
=*  mZBEG  =  x  M 

ABEG:  equilátero 
.-.  x  =  60°  E 

39.  En  el  tetraedro  ABCD,  los  incírculos  de  los  triángu¬ 
los  ABC  y  ADC  són  tangentes  a  AC  en  M. 

Hallar  AD  si:  AB  =  6;  BC  =  4;  CD  =  8 

Resolución: 


Sea:  AN  =  a  y  DN  =  b 
Siendo:  x  =  a  +  b 
Como:  AN  =  AM  =  AS  =  a 
Entonces:  BS  =  BQ  =  6  -  a 
Como:  DN  =  DP  =  b 
Entonces:  PC  =  CM  =  CQ  =  8  -  b 
Del  gráfico:  BC  =  BQ  +  QC 
Reemplazando:  4  =  (6  -  a)  +  (8  -  b) 
De  donde:  x  =  a  +  b  =  10  .*.  x  =  10 


40.  Calcular  el  volumen  dél  octaedro  regular  de  dia¬ 
gonal  D 


Resolución: 

Grafiquemos  de  acuerdo  a  los 
lados  dél  probléma,  veamos 
Sabemos  que  el  volumen  dél 
/2 

octaedro  regular  es:  V  =  a3-^- 
pero:  D  =  a/2 

Entonces:  a  =  -pl 


D 


Por  lo  tanto  el  volumen  será:  V  = 


P! 

6 
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41.  Calcular  el  volumen  dél  cubo  en  el  cual,  se  ha  to¬ 
rnádó  un  punto  interior,  de  modo  que  la  suma  de 
sus  distancias  a  las  6  caras  es  12  cm. 

Resolución: 

Grafiquemos  de  acuerdo  a  los  datos  dél  probléma, 
veamos: 

"O"  es  el  punto  interior  al  cubo 
Del  gráfico  observamos  que: 
x  4-  y  =  a 
v  +  w  =  a 
t  +  z  =  a 

Sumemos  como  indica  el  dato: 
x  +  y  +  v  +  w  +  t  +  z  =  3a  a 

12 

12  =  3a;  de  donde:  a  =  4 

El  volumen  dél  cubo  seré:  V  =  a3  =  43  =  64  cm3 


42.  Er^un  tetraedro  regular  P-ABC,  se  traza  la  altura 
PH,  en  la  cual  se  ubica  el  punto  Q  tál  que  QB  =  QP, 
AB  =  12.  Halle:  QC-QH. 

Resolución: 

Piden:  QC  =  QH 

Como  QB  =  QP  =>  Q  es  el  centro 

dél  tetraedro  regular 
=*  QC  =  QP  =  QB  =  QA 
y  PQ  =  3(QH)  c 

PH  =  12^  =,  PH  =4V6 

Ahora:  QH  =  V6  y  PQ  =  3V6 

=>  QC  -  QH  =  3/6  -  </6 
QC  -  QH  =  2/6 


43.  En  un  hexaedro  regular  ABCD  -  EFGH,  se  ubican 
los  puntos  medios  M  y  N  de  las  aristas  AD  y  FG 
respectivamente.  Halle  la  medida  dél  ángulo  que 
determinan  MN  y  EF. 

Resolución: 


Nos  piden: 

Ángulo  entre  MN  y  EF 

Como  ÁF// MN 
=>  x:  Ángulo  entre  MN  y  EF 
x  =  45° 


44.  Si  ABCD-EFGH  es  un  cubo  de  arista  L,  entonces 
la  longitud  de  menor  camino  para  ir  de  A  a  G  reco- 
rriendo  la  superficie  cúbica  es: 

Resolución: 


Recorrido  de  A  a  G 
por  la  superficie 


x  =  L/5 


45.  En  el  cubo  que  se  muestra,  calcule  la  medida  dél 
ángulo  que  formán  CH  y  EG. 


H  E 


Resolución: 

Piden  la  medida  dél  ángulo 
formado  por  CH  y  EG 
(segmentos  alabeados) 

=>  se  traza  EB  //  HC 
x:  medida  dél  ángulo  pedido 
Como  GE  =  EB  =  GB  =  a/2 


=>  AGBE  (equilátero)  .*.  x  =  60° 


46.  Se  desea  construir  un  objeto  de  la  forma  de  un  po- 
liedro  cuyas  caras  serían  regiones  cuadrangulares  y 
regiones  triangulares.  ^Con  cuántas  regiones  trian- 
gulares  se  debe  construir  este  objeto  para  que  su 
número  de  vértices  sea  igual  al  número  de  caras? 


Resolución: 

Por  condición  dél  probléma:  A  = 


Donde  m  es  el  n.°  de  regiones  cuadrangulares,  n 
es  el  número  de  regiones  triangulares. 

Luego,  el  número  de  caras  es:  C  =  m  +  n 
Por  dato:  V  =  C, 

Por  el  T.  de  Euler:  C  4-  V  =  A  4-  2 


m+n+m+n= 


4m  +  3n 
2 


4-  2 


4m  4-  4n  =  4m  +  3n  +  4  .*.  n  =  4 


47.  Un  poliedro  que  tiene  12  vértices  y  21  aristas  está 
formado  por  2  p  triángulos,  c  cuadriláteros  y  p  pen- 
tágonos,  todos  convexos,  entonces  p  y  c  són  res¬ 
pectivamente. 

Resolución: 

Datos 

El  poliedro  tiene  12  vértices  y  21  aristas 
El  poliedro  está  formado  por  2p  triángulos,  c  cuadri¬ 
láteros  y  p  pentágonos,  entonces  tiene  3p  +  c  caras. 


Teorema  de  Euler 

n.°  de  caras  +  n°  de  vértices  =  n.°  aristas  +  2 


E 


H 


Reemplazando 

(3p  +  c)  +  (12)  =  (21)  +  2 
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Por  propiedad 

(2P)(3)  +  (c)(4)  +  (p)(5) 
2 

De  (I)  y  (II)  p  =  2;  c  =  5 


48.  En  un  tetraedro  S_^  ABC  se  trazan  un  piano  para- 
lelo  a  las  aristas  SA  y  BC,  el  cual  corta  en  M  a  SB. 
Calcular  BM  para  que  la  sección  obtenida  sea  un 
rombo,  siendo:  SA  =  2BC,  SB  =  6 

Resolución: 


S 


En  el  triángulo  equilátero  SMN  es  equivalente  al 
triángulo  equilátero. 


SBC:  £ 


6 

6  -  x 


En  el  triángulo  equilátero  BMQ  es  equivalente  al 
triángulo  equilátero. 


ASB: 


2a  _  6 
L  "  x 


De(2)y(3)seobtiene:2(FÍ7)  =  | 


.-.  x  =  2 


49.  En  un  tetraedro  O-ABC;  el  triedro  O  es  trirrectán- 
gulo.  Halle  la  distancia  trazada  dél  vértice  O  a  la 


cara  ABC,  si: 


1 


1 


1 


(OA)  (OB)  (OC)2 


1 

4a2 


Resolución: 


t^MOC:  ^  =  ^  +  p  -.(2) 


(1)  en  (2):  ±  =  ±  +  ±  +  ±  =  _L 
h2  x  y2  z2  4a2 


1  .  1 
h2  4a2 


.-.  h  =  2a 


50.  Halle  el  volumen  dél  tetraedro  regular  ABCD,  sa- 
biendo  que  la  distancia  dél  baricentro  de  la  cara 
ABC,  a  la  altura  dél  tetraedro  que  parte  de  B  es 

Pá¬ 
dé  ^  cm. 


Resolución: 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  201 1  - 1) 


En  un  hexaedro  regular  los  puntos  de  sus  aristas  són 
los  vértices  de  un  poliedro. 

volumen  dél  poliedro 
volumen  dél  hexaedro 


Determine  la  reláción: 


=  (2a)3  =  8a3 

Vpoiiedro  =  ^hexaedro  “  8VA_BCD=  8a  —  8^  — -^-a  j 

W  _  Ofl3  _  8  3  _  40  3  _  20  3 

v poliedro  “  °d  g  d - g"  d  d 


A)i  B)|  C)|  D)|  E)  2 


Clave:  D 


PROBLÉMA  2  (UNI  201 1  - 1) 

La  arista  de  un  octaedro  regular  midé  6  m.  Calcule  la 
distancia  (en  m)  dél  centro  dél  octaedro  a  una  cara. 


C)  V7 


A)  /5 
D)  V8 


B)  16 
E)  3 
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Resolución: 

OM  =  3 
EO  =  3/2 
EM  =  3/3 

L.EOM  por  relaciones 
métricas 
3/3x  =  3/2(3) 
x  =  /6  m 


PROBLÉMA  3  (UN1  2012  - 1) 


Si  en  un  hexaedro  regular,  la  distancia  de  un  vértice  a 
una  de  las  diagonales  que  no  contenga  a  este  vértice 
es  /2m,  entonces  la  longitud  de  esta  diagonal  es: 


A)  /5  B)  /6  C)/7 

Resolución: 

Piden  a/3 
Teorema: 

AABC:  a(a/2)  =  a/3(/2) 
a  =  /3 

a/3  =  /9  m 


D)  /8  E)  /9 


Clave:  E 


PROBLÉMA  4  (UNI  2012  -  II) 

Calcule  la  medida  de  un  ángulo  formado  entre  una  aris- 
ta  lateral  y  la  base  de  un  tetraedro  regular. 

A)  arctan (/2)  B)  arcsen(/2)  C)  arccos(/3) 

D)  arccos(/2)  E)  arccot(/3) 


AO  = 


Resolución: 

Piden:  x 

Se  sabe  que  en  el  tetraedro  regular  se  cumple: 
a/3 
3 

BO=^f 

3  a/6 

=>  LAOB:  tanx  =  =  /2 

a/3 
3 

x  =  arctan  (/2) 


PROBLÉMA  5  (UNI  2013  - 1) 

En  un  tetraedro  regular  de  arista  a,  la  distancia  desde 
el  entro  de  una  de  sus  caras  a  cada  una  de  las  caras 
restantes  es: 


A>#“  B)i 

Dí  7?  E>  s/Z 3 

Resolución: 

Piden:  x 

O:  Baricentro  dél  AABC 


ABON:  relaciones  métricas 
a/6  /a/3  x  _  a/3  w 
3  1  6  2 

x-3-/fa 


c>Jf 
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PROBLÉMÁS  PROPUESTOS 


1 .  Se  tiene  un  poliedro  convexo  formado  por  1 0  regio- 
nes  cuadrangular.  Calcular  el  número  de  aristas  de 
dicho  poliedro. 

A) 12  B) 14  C) 16 

D)  18  E)  20 

2.  Calcular  el  número  de  aristas  de  aquel  poliedro, 
cuyo  número  de  caras  y  el  número  de  aristas  estén 
en  la  reláción  de  2  a  3.  Además,  la  suma  de  las  me- 
didas  de  los  ángulos  internos  de  todas  sus  caras 
es  igual  a  3600°. 

A) 20  B) 24  C)  28 

D) 30  E)  32 

3.  Un  poliedro  convexo  esté  formado  por  n  regiones 
triangulares  y  m  regiones  cuadrangulares.  Ade¬ 
más,  el  número  de  caras  y  el  número  de  vértices 
de  dicho  poliedro  són  14  y  19,  respectivamente. 
Calcular  (n  -  m). 

A)  1  B)  2  C)  3 

D) 4  E) 5 

4.  ^Cuál  de  las  siguientes  preposiciones  es  falsa? 

A)  En  todo  triedro,  pueden  existir  2  caras  iguales. 

B)  En  todo  triedro,  pueden  existir  3  caras  iguales. 

C)  En  todo  poliedro,  la  suma  de  los  diedros  es  me- 
nor  que  6  rectos  y  mayor  que  2  rectos. 

D)  En  un  tetraedro,  la  suma  de  los  diedros  es  me- 
nor  que  12  rectos  y  mayor  que  4  rectos. 

E)  La  suma  de  las  caras  de  un  dodecaedro  regu- 
lar,  es  6480°. 

5.  Respecto  a  un  tetraedro  cualquiera,  si  s,  en  la 
suma  de  todos  los  ángulos  diedros,  senalar  la  afir- 
mación  correcta: 

A)  2  rectos  <  s  <  6  rectos 

B)  4  rectos  <  s  <  12  rectos 

C)  S  puede  formar  cualquier  valor 

D)  3  rectos  <  s  <  9  rectos 

E)  2  rectos  <  s  <  8  rectos 

6.  Se  da  un  cubo  de  aristas  a.  Tomando  como  refe¬ 
rencia  un  vértice,  construya  un  tetraedro  regular, 
uniendo  vértices  no  adyacentes  con  rectas  conte- 
nidas  en  las  caras. 

Construya  un  octaedro  regular,  uniendo  los  centros 
de  cada  cara  dél  cubo.  La  razón  entre  el  área  totál 
dél  tetraedro  y  el  área  totál  dél  octaedro,  es: 

A)  1  B)  1  C)  1 

D)  2  E)  3 


7.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH  de  aristas 
laterales  AE,  BF,  CG  y  DH,  los  puntos  M  y  N  són 
puntos  medios  de  las  aristas  EH  y  HG.  El  punto  T 
es  el  centro  de  la  cara  BCGF,  si  la  arista  dél  hexae¬ 
dro  midé  L  cm. 

Hallar  el  área  de  la  sección  determinada  en  el  in- 
terior  dél  hexaedro  por  el  piano  que  pasa  por  los 
puntos  M,  N  y  T. 


D)MCm2  Ej^cm2 


8.  La  suma  de  todos  los  ángulos  diedros  de  un  tetrae¬ 
dro  cualquiera  esté  comprendido  entre: 

A)  4  rectos  y  1 2  rectos 

B)  4  rectos  y  24  rectos 

C)  6  rectos  y  1 6  rectos 

D)  6  rectos  y  24  rectos 

E)  2  rectos  y  6  rectos 

9.  Considerando  como  vértices  los  puntos  donde 
se  cortan  las  dós  diagonales  de  cada  cara  de  un 
hexaedro  regular,  se  obtiene  un  octaedro,  también 
regular.  Si  las  aristas  dél  hexaedro  midé  a  cm,  ha¬ 
llar  la  medida  de  las  caras  dél  octaedro. 

A)  ^V3cm2  B)  ^  cm2  C)  Z  cm2 
o  4  o 

D)  cm2  E)  ^Z  cm2 
o  4 

1 0.  En  un  cubo,  las  caras  opuestas  són  ABCD  y  EFGH, 
siendo  las  aristas  que  las  conectan  AE,  BF,  CG  y 
DH.  El  ángulo  que  forma  BE  con  AH  midé: 

A)  30°  B)  45°  C)  60° 

D)  75°  E)  90° 

11.  En  un  tetraedro  OABC,  se  cumple:  mZCOB  =  60°, 
mZAOB  =  45°,  mZAOC  =  45°.  Hallar  el  valor  dél 
ángulo  diedro  correspondiente  a  la  arista  OA. 

A)  45°  B)  60°  C)  75° 

D)  90°  E) 120° 
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12.  Un  poliedro  que  tiene  12  vértices  y  21  aristas  esté 
formado  por  2p  triángulos,  c  cuadriláteros  y  p  pen- 
tágonos,  todos  convexos.  Entonces,  p  y  c  són,  res- 
pectivamente: 

A)  1  y  8  B)  3  y  2  C)  2  y  5 

D)  3  y  4  E)  4  y  1 

13.  Un  paralelepípedo  rectángulo  cuyas  dimensiones 
són  a,  b,  c  (siendo  c  la  altura).  Sea:  a  =  c  =  4  cm. 
Suponiendo  que  el  área  totál  es  igual  a  4  veces  el 
área  de  unó  de  los  rectángulos  diagonales  vertica- 
les,  entonces,  dicha  área  totál,  en  cm2,  es: 

A)  76  B)  78  C)  80 

D) 82  E)  84 

14.  ^Cuántas  diagonales  tiene  aquel  poliedro  convexo 
que  esté  limitado  por  6  regiones  cuadrangulares  y 
8  regiones  triangulares. 

A)  38  B)  36  C)  34 

D)  32  E)  30 

15.  <j,Cuál  de  las  siguientes  proposiciones  es  o  són  co- 
rrectas? 

I.  Si  dós  rectas  són  paralelas  al  piano  E,  enton¬ 
ces,  el  piano  determinado  por  dicha  rectas  es 
paralela  a  E. 

II.  Si  un  triedro  tiene  dós  caras  de  90°,  necesaria- 
mente  es  un  triedro  trirrectángulo. 

III.  Para  calcular  el  área  de  un  poliedro  regular, 
basta  hallar  el  área  de  una  de  sus  caras  y  mul- 
tiplicarla  por  el  número  de  ellas. 


19.  En  un  triedro  trirectángulo  O-ABC  se  sabe  que: 
OA  =  1  cm;  OB  =  2  cm  y  OC  =  3  cm.  Hallar  la 
distancia  de  O  a  la  sección  plana  ABC. 

A)  5/7  B)  6/7  C)  1 

D)  4/7  E)  5/8 


20.  Se  tiene  un  tetraedro  regular  de  arista  a  Hallar  el 
volumen  dél  tetraedro  regular  que  se  forma  al  unir 
los  baricentros  de  las  caras: 


A) 


a3/2 

27 


B) 


3/2 


81 


C) 


a3/2 

162 


D) 


a3/2 

216 


E) 


a3  72 

324 


21 .  En  el  triedro  isósceles: 

O-ABC:  b  =  c  =  60°  y  a  =  90°. 

Sobre  ÖA.ÖB  y  ÖCse  ubican  los  puntos  M,  N 
y  L,  respectivamente  tál  que:  ON  +  OL  =  8/2  y 
mZLMN  =  90°.  Calcular  la  longitud  de  OM. 

A)  8/2  cm  B)  8  cm  C)16cm 

D)  4/2  cm  E)  4  cm 


A)  Solo  I  B)  Solo  II  OSololll 

D)  I  y  II  E)  II  y  III 

16.  En  un  tetraedro  regular,  si  el  segmento  que  une  los 
puntos  medios  de  dós  aristas  opuestas  es  MN.  El 
lado  dél  tetraedro,  será: 

A)  MN/3  B)MN^  C)MN/2 

D)  MN-y-  E)  |MN 

17.  Dado  el  hexaedro  regular  ABCD-EFGH  de  aristas  la- 
teras  AE,  BF,  CG  y  PH.  Los  puntos  M  y  N  són  puntos 
medios  de  las  aristas  EH  y  HG.  Hallar  la  medida  dél 
ángulo  diedro  entre  el  piano  MNB  y  el  piano  EFGH. 


22.  O  es  el  centro  de  un  hexaedro  regular 
ABCD-EFGH;  M  y  N  són  los  puntos  medios  de 
CD  y  CG,  respectivamente.  Si  el  área  de  la  ré¬ 
gión  triangular  OMN  es  S,  calcular  el  área  totál  dél 
hexaedro  regular. 

A)8S/3  B)  16S/3  C)24S/3 

D)12S/3  E)9S 

23.  En  un  tetraedro  ABCD,  se  tiene  que: 

AC  =  AD  y  BC  =  BD.  HallaMa  medida  dél  ángulo 
que  formán  las  aristas  AB  y  CD 

A)  45°  B)  60°  C)  90° 

D)  30°  E)  120° 


A)  arctan^-^j  B)  arctan^ppj 

C)  árctan(ppj  D)  arccos|-^=j 


18.  Se  tiene  un  cubo  de  arista  a,  hallar  el  área  dél  trián- 
gulo  PQR,  si  P  es  centro  dél  cubo  Q  y  R  són  puntos 
medios  en  la  aristas. 


24.  Se_ tiene  un  triedro  trirectángulo  O-ABC,  se  traza 
OH  perpendicular  a  la  sección  plana  ABC.  Hallar  el 
área  de  la  cara  BOC,  si  las  áreas  de  las  caras  ABC 
y  BHC  miden  20  y  10  cm2,  respectivamente. 

A)  10/2  cm2  B)  5  cm2  C)  5/2  cm2 

D)  15/2  cm2  E)  10  cm2 

25.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  de  volu¬ 
men  64,  en  CH  se  ubica  el  punto  M,  de  modo  que: 
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MH  =  3MC.  Si:  AM  interseca  en  N  al  piano  que 
contiene  a  la  cara  EFGH,  calcular  MN. 

A)  3/37  B)  2/7  C)7/Í9 

D)  3/26  E)5/11 

26.  En  el  gráfico,  se  muestra  un  dodecaedro  regular, 
siendo  P,  Q,  M  y  N  puntos  medios  de  las  aristas 
respectivas.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  entre 
PQ  y  MN. 


27.  En  un  tetraedro  regular  ABCD,  M  y  N  són  puntos 
medios  de  AD  y  BC,  respectivamente.  Si  la  dis¬ 
tancia  entre  MN  y  AC  es  3/2 ,  calcular  el  área  de 
la  superficie  dél  poliedro  conjugado  dél  tetraedro 
inscrito  en  él. 

A)  4/3  B)  2/3  C)16/3 

D)  6/3  E)  5/3 


28. 


Se  tiene  un  hexágono  regular  ABCDEF  de  lado  a 
en  un  piano  P,  CDL  es  un  triángulo  equilátero  per- 
pendicular  a  dicho  piano.  El  área  dél  triángulo  ALF 
equivalente  al  área  totál  de  un  tetraedro  regular  de 
arista: 


AlSlfl 


29.  En  un  tetraedro  regular  A-BCD,  se  traza  la  altura 
AA’  y  sobre  dicha  altura  se  torna  AM  =  ^AA’.  M  se 
une  con  los  vértices  B,  C  y  D.  Determinar  la  suma 
de  las  caras  dél  triedro. 

A)3arccos-^r  B)3arccosT4- 

34  zb 

7  1 

C)3arcsen-~  D)3arccos-^ 

E)  Sarccos— 


30.  En  el  octaedro  regular  E-ABCD-F,  M  es  pun- 
to  medio  de  EC.  Calcular  el  ángulo  formado  por 
AM  y  5F. 

A)arccos-^  B)arccos-^  C)arccos^ 
b  b  1U 

D)  arccos-^  E)  arccos-^ 


31.  Dar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  proposi- 
ciones: 

I.  En  los  vértices  de  todo  poliedro  regular  se  for¬ 
mán  ángulos  diedros. 

II.  El  icosaedro  regular  tiene  100  diagonales. 

III.  En  un  dodecaedro  hay  20  vértices. 

IV.  Las  diagonales  de  un  octaedro  regular  són  per- 
pendiculares. 

A)  FVFV  B)  VVW  C)  FFFV 

D)  VFVF  E) FFFF 


32.  Dado  el  cubo  ABCD-EFGH  de  arista  a,  M  y  N  són 
puntos  medios  de  AE  y  CG.  Siendo  O  el  centro  de 
la  cara  CDHGJiallar  la  distancia  dél  punto  de  inter- 
sección  entre  OF  y  el  piano  que  contiene  a  MBNH, 
a  la  cara  EFGH. 

A)  ^  B)  ^  C)  § 

5  5  4 

D)f  E)§ 

33.  ABCD  es  un  tetraedro  regular,  cuya  altura  es  AH. 
Calcular  el  ángulo  que  formán  las  rectas  HM  y  DQ. 

A 


34.  La  longitud  dél  segmento  que  une  los  puntos  me¬ 
dios  de  dós  aristas  opuestas  de  un  tetraedro  regu¬ 
lar  es  de  /2  cm.  <j,Cuál  es  la  longitud  de  la  arista? 

A)  1  cm  B)  2  cm  C)  3  cm 

D)  V2  cm  E)  cm 

35.  Se  tiene  un  cubo  ABCD-EFGH  y  un  punto  interior 
P.  Si:  (PA)2  +  (PC)2  -  (PB)2  =  a2,  hadar  PD. 

A)  a  B)  2a  C)  | 

D)  ^  E)  3a 

36.  Calcular  el  rádió  de  la  esfera  inscrita  en  un  octae¬ 
dro  regular,  cuyo  volumen  es  igual  a  4/3  cm3 

A)  /3  B)  3  C)/6 

D)  /2  E)  1 


37.  En  un  tetraedro  P-ABC  trirectángulo  en  P, 
PA  =  PB  =  PC  =  3/2 .  Calcular  la  diagonal  de  cubo 
inscrito  en  el  tetraedro,  donde  unó  de  los  ángulos 
sólidos  dél  cubo  es  P. 
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A)  3  B)  /6  C)  4 

D)  2/3  E)  6 

38.  Se  tiene  el  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  cuyas 
aristas  midé  7.  Calcular  la  menor  distancia  entre 
las  rectas  AC  y  MG,  siendo  M  punto  medio  de  la 
arista  AD. 

A)  /9  B)  /3  C)3 

D)  I  E)  72 

39.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  diedro  formado  por 
dós  caras  adyacentes  de  un  tetraedro  regular. 

A)arctan(^)  B)  90° 

0  60°  D)arcsen(^) 

E)  arcsen|-j=J 

40.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  P  es  el  cen- 
tro  de  la  cara  ABCD,  M  es  punto  medio  de  la  arista 
FG;  de  modo  que: 

(EP)2  +  (BH)2  +  (DG)2  +  (AM)2  =  140  cm2 
Calcular  el  área  de  la  sección  diagonal  ubicada  en 
dicho  hexaedro. 

A)  1 6  cm2  B)  1 6  /2  cm2  C)  24  cm2 
D)  12/3  cm2  E)18cm2 

41.  En  un  hexaedro  ABCD-EFGH,  O  es  el  centro  de  la 
cara  ABCD,  P  de  AG;  de  tál  manera  que: 
mZOPA  =  90°  y  OF  =  2/5  . 

Calcular:  (PG)2  -  (AP)2 

A)  200  B)  180  0160 

D) 140  E) 120 

42.  En  un  octaedro  regular,  la  distancia  de  un  vértice  al 
baricentro  de  la  cara  opuesta  a  dicho  vértice  midé 
2/3  .  Calcular  el  área  de  la  sección  diagonal  ubica¬ 
da  en  dicho  octaedro. 

A)  12  B)  6/6  C)  16 

D)  8/3  E)  18 

43.  Se  tiene  un  tetraedro  regular  E-ABC,  la  mayor  dis¬ 
tancia  de  E  a  la  circunferencia  exinscrita  al  triángu- 
lo  ABC  relativa  al  lado  BC  es  igual  a  6/19  .  Calcular 
el  volumen  de  dicho  tetraedro. 

A)  180  B)  144/2  C)36/6 

D) 200  E) 120/5 

44.  En  un  tetraedro  P-ABC,  trirectángulo  en  P,  se  tra- 
zan  las  alturas  PL,  PM  y  PN  de  las  caras  APB,  BPC 
y  APC,  respectivamente,  de  tál  manera  que: 

_L_+_L_+_±_  =  1 

(PL)2  (PM)2  (PN)2  2 


Calcular  la  distancia  de  P  a  la  cara  ABC. 

A)  1  B)  72  C)f 

D)  2  E)| 

45.  El  volumen  de  un  tetraedro  regular  es  igual  a  -|/2 . 
Calcular  la  longitud  de  la  altura  de  dicho  tetraedro. 

A)  372  B)  3  C)  2/3 

D)  76  E) 2 

46.  Se  tiene  un  octaedro  regular  E-ABCD-F,  cuya  aris¬ 
ta  midé  6.  Calcular  la  mínima  distancia  entre  las 
rectas  BC  y  EM,  siendo  M  punto  medio  de  la  arista 
AD. 

A)  276  B)  6  C)  373 

D)  3  E)  273 

47.  Se  da  un  cubo  de  arista  a,  tomando  como  referen¬ 
cia  un  vértice,  construya  un  tetraedro  regular  de 
arista  igual  al  cubo  y  construya  un  octaedro  regu¬ 
lar,  uniendo  los  centros  de  cada  cara  dél  cubo.  La 
razón  entre  los  volúmenes  dél  tetraedro  y  el  oc¬ 
taedro  es: 

A)  1  B)  C)§ 

D)  |  E) ^ 

48.  <j,En  qué  reláción  se  encuentran  los  volúmenes  de 
un  octaedro  regular  y  el  de  su  poliedro  conjugado? 


A)! 

b>t 

C)  2 

D)^ 

E)§ 

49.  El  área  totál  de  un  tetraedro  regular  es  igual  a 
8/3  cm2.  Calcular  la  mínima  distancia  entre  dós 
aristas  opuestas  de  dicho  tetraedro. 

A)  /3  B)  /2  C)3 

D)  2  E) ^ 

50.  El  volumen  de  un  octaedro  regular  es  igual  a 

/6  cm2.  Calcular  la  distancia  dél  centro  dél  octae¬ 
dro  a  una  de  sus  caras. 

A)  72  B)  ^  C)1 

D>f  E)í 

51.  La  distancia  dél  centro  de  un  tetraedro  regular  a 
una  de  sus  caras  es  igual  a  2  cm.  Calcular  el  volu¬ 
men  dél  tetraedro. 

A)  36  76  cm3  B)  48  73  cm3  C)  72  72  cm3 

D)  64  73  cm3  E)  80  72  cm3 
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52.  La  distancia  dél  centro  de  un  icosaedro  regular  a 
una  de  sus  caras  es  igual  a  h  +  3/5  .  Calcular  el 
volumen  dél  icosaedro. 

A)  40 V21  +  9/5  B)  36/l8+  16/5 

C)  96  D)  24/35  +  21/6 

E)  48/42  +  18/5 

53.  Hallar  en  qué  reláción  se  encuentran  las  áreas  de 
un  hexaedro  y  un  icosaedro  regulares,  sabiendo 
que  la  arista  dél  primero  es  la  triple  de  la  dél  se- 
gundo. 

A)  9  B) 18  C)/5 

D)  9/3  E)|/3 

54.  Un  tetraedro  regular  de  400  m2  de  superficie  to¬ 
tál,  se  secciona  mediante  un  piano  paralelo  a  una 
cara,  de  modo  que  se  obtiene  un  tetraedro  cuyas 
aristas  són  la  mitad  de  los  dél  tetraedro  original  y 
un  tronco  de  pirámide  de  cuya  superficie  totál  será: 

A)  200  B)  300  C)  350 

D) 325  E)  250 

55.  Un  poliedro  convexo  está  limitado  por  4  regiones 
triangulares,  2  regiones  cuadrangulares  y  x  regio¬ 
nes  pentagonales.  Calcular  x,  si  la  suma  dél  núme- 
ro  de  aristas  con  el  número  de  diagonales  de  dicho 
poliedro  es  igual  a  44. 

A)  8  B)  7  C)6  D)  5  E)4 

56.  El  área,  de  la  sección  diagonal,  de  un  cubo  es  igual 
a  16/2  .  Calcular  la  diagonal  dél  cubo. 

A)  8  B)  4/2  C)  6  D)  4/3  E)  3/6 

57.  Hallar  el  área  totál  de  un  tetraedro  regular,  siendo 
la  suma  de  las  longitudes  de  sus  aristas  36  cm. 

A)  36  cm2  B)  6/3  cm2  C)  24  cm2 

D)  36/3  cm2  E)  24/3  cm2 

58.  En  un  tetraedro  regular  ABCD  con  diámetro  en  AC 
se  traza  un  semicírculo  tangente  a  AD  y  DC.  Si  el 
área  dél  semicírculo  es  3ti/2,  calcular  el  área  de  la 
superficie  dél  tetraedro. 

A)  18/2  B)16/2  C)36 

D)18/3  E)16/3 

59.  Se  muestra  un  tetraedro  regular.  Si  PL  =  6/3  ,  cal- 
cule  el  área  de  la  superficie  de  dicho  sólido. 

A)  725/3 

B)  900/3 

C)  225/3 

D)  426/3 

E)  672/3 


60.  En  un  tetraedro  regular  de  arista  a,  calcular  el  área 
de  la  región  determinada  por  un  punto  piano  que 
contiene  al  punto  de  intersección  de  las  alturas  dél 
tetraedro  y  es  paralelo  a  una  de  las  caras. 


A>5aw 


c) 


E) 


4a2 /3 

25 

9a2  /3 

64 


B)9.’§ 


D) 


5a2 /3 

32 


61.  En  el  hexaedro  regular  mostrada,  O  es  centro  de 
la  región  ABCD.  Si  el  área  de  la  región  sombreada 
es  9/2,  calcular  el  volumen  dél  hexaedro. 


A) 145  B) 190  C)216 

D)  192  E) 220 

62.  Se  muestra  un  hexaedro  regular,  en  el  cual  O  es 
centro  de  la  cara  ABCD.  Calcular  la  medida  dél  án- 
gulo  que  determinan  L,  y  C2. 


A)  45°  B)  75°  C)  60° 

D)  90°  E)  80° 

63.  En  un  poliedro  regular  de  30  aristas,  cuya  longitud 
es  L,  calcular  el  área  de  la  superficie  poliédrica  si 
tiene  el  menor  número  de  vértices. 

A)4L2/3  B)2L2/3  C)6L2/5 

D)2L2/2  E)5L2/3 

64.  Se  tiene  un  octaedro  regular  P-ABCD-Q  cuya  aris¬ 
ta  midé  2/3.  Calcular  la  distancia  entre  ÁB  y  la 
recta  que  contiene  a  los  baricentros  de  las  caras 
DPCyABQ. 

A)  /3  B)  1  C)/2 

D)  2  E) 2/3 
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65.  En  el  gráfico  se  muestra  un  icosaedro  regular.  Cal- 
cular  la  medida  dél  ángulo  entre  ÁB  y  CD. 


66.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  se  ubican 
los  centros  O  y  P  de  las  caras  EFGH  y  FGCB,  lue- 
go  se  traza  el  cubo  ORGL-ISMP.  Si  TO  =  3(AT), 
calcular  la  razón  de  áreas  de  las  regiones  proyec- 
tadas  por  AOLB  sobre  las  caras  AFHG  y  HGCD. 

A)  1/2  B)  1/4  C)  2/3 

D)  1/3  E)  3/4 


67.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones. 

I.  Si  un  poliedro  regular  tiene  A  aristas,  su  conju- 
gado  tendrá  A  vértices. 

II.  Un  poliedro  y  su  conjugado  tienen  igual  número 
de  vértices. 

III.  El  área  de  la  superficie  de  un  poliedro  puede 
ser  menor  que  la  de  su  conjugado. 

A)  FVF  B)  FFV  C)  FFF 

D)  WF  E)  VFV 

68.  En  un  tetraedro  regular  ABCD,  M  es  punto  de  me- 
dio  de _AC,  calcular  la  tangente  dél  ángulo  entre  la 
altura  AP  y  MD. 

A)f  b)M  c)<£ 

D)ir  E)í 

69.  En  el  gráfico  O-ABC  tetraedro  regular  de  altura 
OH,  si  OM  =  MH  y  BC  =  a.  Calcular  el  área  de  la 
región  triangular  AMB. 


D)  a2  (2 


70.  En  el  gráfico  OABC  es  un  tetraedro  regular  G  y  J 
són  baricentros  de  las  caras  ABC  y  OBC  respecti- 
vamente.  Si  GM  =  5,  calcular  AG. 


71 .  Calcular  el  número  de  caras  de  un  poliedro  sabien- 
do  que  la  suma  de  los  ángulos  internos  de  todas 
sus  caras  es  10  800°  y  la  suma  entre  el  número  de 
caras,  de  vértices  y  de  aristas  es  90. 

A) 14  B) 16  C) 18 

D) 20  E)  24 


72.  En  un  octaedro  regular  P-ABCD-Q  calcular  la  dis¬ 
tancia  de  P  hacia  el  piano  que  contiene  al  triángulo 
ABQ  si  la  distancia  dél  punto  P  hacia  la  circunfe- 
rencia  inscrita  en  el  triángulo  AQC  es  7Í7 . 

A)  2/3  B) /3  C)2/2 

d)  ^  e)  m 

73.  Se  tiene  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  de 
modo  que  P,  Q,  R,y  S  són  centros  de  las  caras 
ABFE,  ADFE,  DCGF  y  DCGH  respectivamente. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  diedro  formado  por 
los  planos  PQH  y  RSH. 

A)  arccos  |  ^  J  B)  arccos  (  J 

C)  arccos D)  arccos 
E)  arccos 


74.  En  el  cubo  mostrado  con  una  arista  de  longitud 
6  m.  Hallar  la  mínima  distancia  entre  y  T2- 


D)  3/3  m  E)  /2  m 
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75.  Analizar  las  siguientes  proposiciones: 

I.  El  tetraedro,  hexaedro  y  dodecaedro  poseen 
ángulos  triedros. 

II.  Si  en  un  poliedro  todas  las  caras  estén  limita- 
das  por  polígonos  regulares  congruentes,  en- 
tonces  dicho  poliedro  es  regular. 

III.  El  poliedro  conjugado  dél  dodecaedro  es  un 
icosaedro. 

IV.  El  dodecaedro  es  el  poliedro  regular  que  tiene 
mayor  cantidad  de  diagonales. 

A)  VFVF  B)  VFW  C)  FVFV 

D)  VFFF  E)  FVW 

76.  Determinar  el  valor  dél  ángulo  diedro  de  un  tetrae¬ 
dro  regular. 

A)  60°  B)  90°  C)arccos(|) 

D)  arcsen(^p)  E)  arcsenjy ) 

77.  El  área  de  un  tetraedro  es  4/3m2.  Calcular  su  al¬ 
tura. 

A)  B)  y  m  C)  |i6  m 

D)  y  m  E)  2/6  m 

r\  Jrj 

78.  El  volumen  de  un  tetraedro  es  -=^=-  m3. 

Calcular  su  arista. 

A)  1  m  B)  2  m  C)  6  m  D)  3  m  E)  4  m 

79.  Calcular  la  arista  de  un  tetraedro  cuya  altura  midé  1  m. 

A)  y  m  B)  /6  m  C)  ^  m 

D)  2/6  m  E)|/6m 

80.  La  suma  de  las  medidas  de  las  caras  de  un  po¬ 
liedro  convexo,  es  3600°.  Si  el  número  de  aristas 
excede  en  2  al  doble  dél  número  de  caras.  Calcular 
el  número  de  caras. 

A)  6  B)  7  C)8 

D)  9  E) 10 

81.  Hallar  en  que  reláción  se  encuentran  las  áreas  de 
un  octaedro  y  un  icosaedro  regulares,  sabiendo 
que  la  arista  dél  primero  es  el  triple  dél  segundo. 

A)  15/7  B)  20/3  C)18/5 

D)  10/7  E)  12/5 

82.  Hallar  la  reláción  de  áreas  entre  el  octaedro  regular 
y  el  icoasedro  regular  donde  el  inradio  de  una  de 
las  caras  dél  octaedro  es  el  circunradio  de  una  de 
las  caras  dél  icosaedro  regular. 


A)§ 

B)§ 

c)t 

D)§ 

E)r 

83.  Calcular  el  área  de  la  proyección  de  un  tetraedro 
regular,  de  arista  cuya  longitud  es  2  m,  sobre  un 
piano  perpendicular  a  una  arista. 

A)  /2m2  B)  Í3m2  C)  2  m2 

D)  4  m2  E)  3  m2 


84.  Dado  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  en  BE  se 
ubica  el  punto  Q,  tál  que  3(BQ)  =  2(QE).  Calcular 
la  distancia  entre  QD  y  HG,  si  la  arista  dél  cubo 
midé  10  cm. 


A)  25  ^9 
A  ^  29 

D)8oM 


B)  50 


/29 

29 


C)  100 


V29 

29 


E)150M 


85.  En  un  octaedro  regular,  la  distancia  dél  centro  a 
una  casa  es  x.  Entonces  la  longitud  de  la  arista  es: 

A)x/2  B)x/3  C)  x/5  D)x/6  E)  2x 

86.  Calcular  la  razón  de  áreas  de  un  octaedro  regular  y 
dél  sólido  que  tiene  por  vértices  los  puntos  medios 
de  sus  aristas. 

A)4(/3-1)  B)6(/3-1)  C)3(/3+1) 

D)2(/3-1)  E)5(/3+1) 

87.  La  proyección  de  un  tetraedro  regular  sobre  un  pia¬ 
no  es  una  región  cuadrangular.  Calcular  el  área  de 
su  proyección  (a:  arista  dél  tetraedro) 

A)  a2  B)  2a2  C)  |2 

D)  -y  E)  M 


88.  V-ABC  es  un  tetraedro,  se  dibuja  otro  poliedro 
uniendo  los  puntos  medios  de  sus  aristas.  Si  nue- 
vamente  se  dibuja  otro  poliedro,  uniendo  los  pun¬ 
tos  medios  dél  segundo  poliedro  entonces  el  nú¬ 
mero  de  las  aristas  para  éste  poliedro  será: 

A)  22  B)  24  C)  26  D)  28  E)  30 

89.  En  un  tetraedro  regular  ABCD,  la  arista  midé 
/35  cm.  Si  M  y  N  són  puntos  medios  de  BD  y  DC 
respectivamente.  Calcular  la  distancia  entre  las 
rectas.  CN  y  AM. 

A)  f2  cm  B)  Í3  cm  C)  y  cm 
D)  cm  E)  y  cm 


90.  En  el  cubo  mostrado,  calcular  el  ángulo  formado 
por  el  piano  ACF  y  la  recta  BH. 


A)  60° 

B)  75° 
0  90° 

D)  50° 

E)  45° 


E 


H 
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91.  La  arista  de  un  octaedro  midé  /2  m.  Calcular  el 
rádió  de  la  esfera  circunscrita  a  dicho  octaedro. 

A)  2  m  B)  1  m  C)l2m 

D)  3  m  E)  0,5  m 

92.  Hallar  la  medida  dél  ángulo  formado  por  dós  aris- 
tas  opuestas  dél  tetraedro  regular. 

A)  arcsen/^)  B)  90°  C)  60° 

D) 45°  E)  75° 

93.  La  diagonal  de  un  octaedro  midé  /2  m.  Calcular 
su  volumen. 

A)  ^  m3  B)  —  m3  C)  &  m3 

D)  ^  m3  E)-J  m3 

94.  En  un  octaedro  regular  de  arista  a.  Calcular  la  dis¬ 
tancia  entre  los  centros  de  2  caras  opuestas. 

A)  B)  ^  C)i£ 

p\\  a  /3  p\  a  /6^ 

'  3  '  12 

95.  En  un  poliedro  convexo  la  suma  de  las  medidas 
de  los  ángulos  internos  de  todas  sus  caras  es 
3240°.  Si  su  número  de  caras  es  igual  a  su  núme- 
ro  de  vértices,  entonces  su  número  de  aristas  es: 

A)  15  B)  16  C)  20  D)  24  E)  30 

96.  Hallar  el  área  totál  de  un  tetraedro  regular.  Si  la 
menor  distancia  entre  dós  aristas  opuestas  es  2  m. 

A)3/2m2  B)4i3m2  C)6/6m2 

D)8/3m2  E)  5/3  m2 

97.  En  un  tetraedro  regular  ABCD,  M  es  punto  medio 
de  CD,  N  es  un  punto  de  BM  y  2(BN)  =  MN.  Si  la 

-  -  Iqn 

distancia  entre  CD  y  AN  es  calcular  el  área 
de  la  superficie  de  dicho  sólido. 

A)  26/3  B)  29/3  C)  12/10 

D)30/3  E)  36/3 

98.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  C^  y  02  són 
centros  de  las  caras  AEHD  y  DCGH  respectiva- 
mente.  Si  la  distancia  entre  BO^  y  FŐ^  es  /3 ,  cal¬ 
cular  el  volumen  dél  sólido. 

A)  21  B)  25  C)  27  D)  29  E)  33 

99.  En  un  octaedro  regular  P-ABCD-Q,  se  ubica  el 
baricentro  G  de  la  cara  PDC.  Si  la  distancia  de  A 
hacia  QG  es  /3 ,  calcular  el  volumen  dél  octaedro. 

A)  9/3  B)^  c)§í 

D)^ÍI  E)  10/2 


100. Se  muestra  un  dodecaedro  regular.  Calcular  la  me¬ 
dida  dél  ángulo  entre  AB  y  CD. 


A)  45°  B)  40°  C)  75° 

D)  60°  E)  36° 

lOI.En  el  gráfico,  la  proyección  de  AB  sobre  AL  midé  a 
y  PB  =  b.  Si  ab  =  9,  calcular  el  área  de  la  superficie 
lateral  dél  icosaedro  regular  mostrado. 


A)  23/2  B)  12/6  C)45/3 

D)  18/6  E)20/3 

102. En  un  icosaedro  regular  dós  de  sus  caras  són  las 
regiones  triangulares  APQ  y  PBQ.  Si  AB  y  PQ  dis- 
tan  1,  calcular  BQ. 

A)  cm  B)  cm  C) 

D)2^1iÜCm  E)  cm 

103. En  el  gráfico  se  muestra  un  dodecaedro  regular. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  entre  MN  y  AB. 


D)  50°  E)  36° 
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104. En  un  octaedro  regular  M-ABCD-N,  el  baricentro 
de  la  cara  MCD  dista  /33  cm  de  AM.  Calcular  el 
área  de  la  superficie  totál  de  dicho  sólido. 

A)  1 60  /3  cm2  B)  1 98  /3  cm2  C)  208  /3  cm2 

D)  180/3 cm2  E)  216/3 cm2 

1 05.  En  un  tetraedro  regular  V-ABC  se  traza  BQ  y  AP  (P  y  Q 
incentro  de  las  caras  VAB  y  ABC  respectivamente). 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  entre  AP  y  BQ. 

A)  arcsen  ( ^  j  B)  arcsen  ( ^  j 

C)  arcsen(^)  D)  arcsen^) 

E)  arcsen 

106. Se  tienen  los  hexaedros  regulares  ABCD-EFGH  y 
PQRS-LIJK,  siendo  P  y  J  los  centros  de  las  caras 
ABCD  y  EFGH  respectivamente,  tál  que  el  área 
de  la  sección  determinada  al  proyectar  el  hexae- 
dro  PQRS-LIJK  en  el  piano  que  contiene  a  la  cara 
EFGH  es  36/3  cm2,  además  la  proyección  de  IS 
en  dicha  cara  es  MN  (MN  c  FH).  Calcular  MC. 

A)  /Í85  B)  /133  C)  /186 

D)  /147  E)  10 


107. Calcular  E  =  donde  M  es  la  suma  de  las  medi- 
N 

das  de  los  ángulos  internos  de  todas  las  caras  dél 
icosaedro  regular  y  N  es  la  suma  de  las  medidas 
de  los  ángulos  internos  de  todas  las  caras  dél  do- 
decaedro  regular. 


A)  |  B)  C)  | 

0  0  ( 

D)f  E)  | 


108. Se  tiene  el  tetraedro  regular  V-ABC,  en  la  cara 
BVC  se  inseribe  una  semicircunferencia,  cuyo 
diámetro  está  contenido  en  BC.  Si  la  distancia  dél 
punto  de  la  semicircunferencia  más  alejado  de  BC 
al  punto  medio  de  A V  es  2/3  .  Calcular  la  distancia 
entre  VC  y  AB. 

A)  4/2  B)  2/2  07/3 

D)  2/3  E)  4/3 

109.En  un  tetraedro  regular,  se  traza  su  poliedro  con- 
jugado  inserito.  Calcular  la  medida  dél  diedro  de- 
terminado  por  una  cara  dél  tetraedro  y  una  cara 
dél  poliedro  conjugado  sabiendo  que  éstas  no  són 
paralelas. 

A)arcsen(^)  B)  arcsec|^j  C)  arctan(2) 

D)arccos|^j  E)  arctan(2/2 ) 


IIO.En  un  octaedro  regular  M-ABCD-N  de  arista 
a(/2  +  1)  _se  inseribe  un  hexaedro  regular 
EFGH-IJKL  (EF  //AB;  KJ  //  BC)  tál  que  estos  vérti- 
ces  pertenecen  a  las  aristas  dél  octaedro.  Calcular 
el  área  de  la  sección  determinada  en  el  octaedro 
por  un  piano  que  pasa  por  EFKL. 

A)a2(2/2+1)  B)  a2(2/2  +  2)  C)a2(/2+2) 

D)  a2(2  -/2 )  E)a2(2/2  -  1) 


111 .  En  un  hexaedro  regular  ABCD- EFGH,  se  ubica  los 
puntos  medios  P  y  Q  de  AE  y  HG  respectivamente. 
Si  AB  =  2  /5  ,  calcular  la  distancia  entre  PD  y  CQ . 


A)  12/26 

N  13 


B) 


5/13 

11 


c)3|6 


1. 

E 

15. 

C  i 

29. 
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106.  C  J 

107.  E  i 
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110.  A  | 
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Prisma  y 
tronco  de 
prisma 


Demócrito  (Abdera,  Tracia,  460 
a.  C.-370  a.  C.)  fue  un  filósofo 
griego  presocrático  y  matemá- 
tico  que  vivió  entre  los  siglos 
V-IV  a.  C.,  discípulo  de  Leucipo. 

Demócrito  fue  conocido  en  su 
época  por  su  carácter  extrava- 
gante.  Se  le  adjudican  numero- 
sas  Ieyendas.  Realizó  muchos 
viajes  por  Egipto,  Persia  y  Meso- 
potamia,  donde  habría  aprendi- 
do  de  magos  persas,  sacerdotes 
egipcios  y  caldeos.  Una  leyenda 
dice  que  se  arrancó  los  ojos  en 
un  jardín  para  que  no  estorbara 
en  sus  meditaciones  la  contem- 
plación  dél  mundo  externo.  Se 
dice  que  viajó  por  Egipto,  donde 
vivió  cinco  anos  y  adquirió  es- 
pecialmente  conocimientos  de 
geometria. 

Demócrito  fue  un  excelente  geó- 
metra,  ciencia  que  ensenaba  a  sus  discípulos.  Escribió  numerosas  obras,  pero  solo  perduran  es- 
casos  fragmentos.  Escribió  varios  tratados  de  Geometria  y  de  Astronomía,  que  se  han  perdido. 
Se  cree  que  escribió  sobre  Teória  de  los  números,  y  que  encontró  la  formula  que  expresa  el  vo¬ 
lumen  de  una  pirámide.  Asimismo,  demostró  que  se  puede  aplicar  esta  formula  para  calcular 
el  volumen  de  un  cono.  Se  le  atribuyen  dós  teoremas: 

— «E1  volumen  de  un  cono  es  igual  a  un  tercio  dél  volumen  de  un  cilindro  de  igual  base  y  aítura». 
— «E1  volumen  de  una  pirámide  es  un  tercio  dél  volumen  dél  prisma  de  igual  base  y  altura». 

Fuente:  Wikipedia 


^ec\a,ABQ  a.C-Grecia,  370  a.C 


/ 


J 


capítulo 
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<4  SlIPERFICIE  PRISMÁTICA 

Se  llama  superficie  prismática  a  aquella  que  genera 
una  recta  (generatriz)  al  deslizarse  paralelamente  a  su 
posición  inicial,  a  lo  largo  de  una  poligonal  o  polígono 
(directriz). 

Si  la  directriz  es  una  poligonal,  la  superficie  prismática 
es  abierta.  Si  es  un  polígono,  la  superficie  es  cerrada. 


Superficie  prismática  abierta 
V :  generatriz 
ABCD:  directriz 


Superficie  prismática  cerrada 
7T :  generatriz 
PQRST:  directriz 

<4  PRISMA 


Un  prisma  es  el  poliedro  determinado  al  intersecar  una 
superficie  prismática  cerrada,  mediante  dós  planos  pa- 
ralelos  entre  sí. 

La  figura  adjunta  muestra  un  prisma.  Las  regiones  poli- 
gonales  ABCDE  y  A’B’C’D’E’  són  paralelas  y  correspon- 
den  a  polígonos  congruentes.  Estas  dós  caras  són  las 
bases  dél  prisma  y  la  distancia  entre  ellas  es  la  altura 
dél  sólido.  Las  demás  caras  són  regiones  paralelográ- 
micas,  llamadas  caras  laterales;  sus  intersecciones  se 
llaman  aristas  laterales.  Todas  las  aristas  laterales  són 
paralelas  y  congruentes. 


Clasificación  de  los  prismas 


Se  clasifican  en:  recto,  oblicuo  y  regular. 

Prisma  recto.  Es  aquel  cuyas  aristas  laterales  són 
perpendiculares  a  las  bases.  Las  caras  laterales  són 
regiones  rectangulares  y  las  aristas  laterales  són  con¬ 
gruentes  a  la  altura. 

Prisma  oblicuo.  Tiene  sus  aristas  laterales  oblicuas  a 
las  bases. 

Según  sus  bases  sean  regiones  triangulares,  cuadran- 
gulares,  pentagonales,  etc.,  los  prismas  se  llaman  trian¬ 
gulares,  cuadrangulares,  pentagonales,  etc.  Por  ejem- 
plo,  la  figura  (a)  muestra  un  prisma  recto  triangular. 

Prisma  regular.  Aquel  prisma  recto,  cuyas  bases  co- 
rresponden  a  polígonos  regulares.  En  cualquier  otro 
caso,  el  prisma  no  es  regular. 

Seccíones  de  un  prisma 

•  Una  sección  de  un  prisma,  es  la  región  determina- 
da  por  la  intersección  dél  prisma  con  un  piano. 

•  Una  sección  transversal  de  un  prisma,  es  la  sec¬ 
ción  dél  prisma  con  un  piano  paralelo  a  la  base. 

•  Una  sección  recta  de  un  prisma,  es  la  sección  dél 
prisma  con  un  piano  perpendicular  a  las  aristas  la¬ 
terales.  Por  ejemplo,  la  sección  PQR  en  la  siguien- 
te  figura. 


Si  B  y  SR,  són  las  áreas  de  la  base  dél  prisma  y 
de  la  sección  recta,  respectivamente,  entonces: 
SR  =  Bcosp,  donde  p  es  la  medida  dél  ángulo  diedro 
que  formán  los  planos  que  contienen  a  la  base  dél  pris¬ 
ma  y  a  la  sección  recta. 

v, _ _ _ 

<4  PARALELEPÍ  PEDO 

Aquel  prisma  cuyas  bases  són  regiones  paralelográ- 

micas. 
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Clasificación  de  paralelepípedos 

Se  clasifican  en: 

Paralelepípedo  recto.  Sus  aristas  laterales  són  per- 
pendiculares  a  las  bases.  Las  caras  laterales  són  regio- 
nes  rectangulares. 

Paralelepípedo  oblicuo.  Tiene  sus  aristas  laterales 
oblicuas  a  las  bases.  Las  seis  caras  són  regiones  pa- 
ralelográmicas. 

Paralelepípedo  rectangular.  Aquel  paralelepípedo 
recto  cuyas  bases  són  regiones  rectangulares.  Llama- 
do  también  rectoedro. 

Cubo.  Paralelepípedo  rectangular  que  tiene  todas  sus 
aristas  congruentes. 

Romboedro.  Paralelepípedo  que  tiene  por  bases  re¬ 
giones  romboédricas. 


Paralelepípedo  oblicuo 


Paralelepípedo  rectangular  (rectoedro) 
d:  longitud  de  la  diagonal 

d2  =  a2  +  b2  +  c2 

<4  FÓRMIILAS 

Superficies  lateral  y  totál  de  un  prisma 

La  superficie  lateral  de  un  prisma  es  la  suma  de  las 
superficies  de  todas  sus  caras  laterales.  La  superficie 
totál  dél  prisma  es  la  suma  de  la  superficie  lateral  y  de 
las  dós  bases.  A  dichas  superficies  se  refieren  las  áreas 
laterales  y  totales. 

Área  de  un  prisma 

El  área  lateral  de  un  prisma  oblicuo  es  el  producto  dél  pe- 
rímetro  de  una  sección  recta  por  la  longitud  de  una  arista 
lateral.  Así,  para  el  prisma  de  la  figura: 
a:  longitud  de  la  arista  lateral. 

P:  perímetro  de  la  sección  recta. 


El  área  lateral:  SL  =  Pa 

Área  totál:  Donde  B  es  el  área  de  cada  base  totál 
será:  S,  =  SL  +  2B 


Volumen  de  un  prisma 

El  volumen  de  un  prisma  es  el  producto  dél  área  de 
una  base  por  su  altura.  Si  h  es  la  longitud  de  la  altura 
dél  prisma: 

V  =  Bh 

También,  el  volumen  de  un  prisma  es  el  producto  dél 
área  de  una  sección  recta  por  una  arista  lateral.  Así, 
llamando  SR  al  área  de  una  sección  recta: 

V  =  (SR)a 

ÉBEA 

En  la  figura  anterior,  a  es  la  medida  dél  ángulo  que 

formán  las  aristas  laterales  con  las  bases. 

•  Es  evidente  que  en  un  prisma  oblicuo,  a  <  90°;  h  <  a 
y  SR  <  B. 

•  En  un  prisma  recto:  a  =  90°;  h  =  a;  SR  =  B 

•  De  lo  anterior,  se  deduce  que  el  área  lateral  de  un 
prisma  recto,  es  el  producto  dél  perímetro  de  una 
base  por  una  arista  lateral.  Asimismo,  el  volumen 
es  igual  al  producto  dél  área  de  una  base  por  la 
arista  lateral. 

•  Si  a,  b  y  c,  són  longitudes  de  trés  aristas  concu- 
rrentes  de  un  paralelepípedo  rectangular,  enton- 
ces  su  volumen  será: 

V  =  abc 

•  Si  se  extiende  (se  desarrolla)  la  superficie  lateral 
de  un  prisma,  a  partir  de  una  arista  lateral,  (por 
ejemplo:  PQ),  de  modo  que  todas  las  caras  late¬ 
rales  quedan  coplanares,  se  dice  que  se  ha  desa- 
rrollado  dicha  superficie. 

PR  M  P’ 

-O 

Q  F  N  Q* 


<4  TRONCO  DE  PRISMA 

Se  obtiene  al  intersecar  la  superficie  lateral  de  un  pris¬ 
ma  con  un  piano  no  paralelo  a  las  bases. 

Las  caras  laterales  són  trapecios. 


El  volumen  es  igual  al  producto  dél  área  de  una 
sección  recta  y  la  longitud  dél  segmento  que  une 
los  centros  de  gravedad  de  las  bases  dél  tronco. 
(CG’).  (Las  secciones  rectas  dél  tronco  són  las 
mismas  que  el  prisma  original). 
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Existen  fórmulas  sencillas  para  evaluar  el  volu¬ 
men  de  un  tronco  de  prisma  de  base  triangular. 
Así,  para  el  tronco  de  la  figura  2;  el  volumen  V  se 
evalúa: 

V  =  (área  AAEC)(hl  +  ^  + 

También,  para  la  misma  fig.  2: 


V  =  (área  de  una  sección  recta)|A^  -  j 

•  Si  el  tronco  de  prisma  es  recto  (originado  de  un 
prisma  recto)  y  de  base  triangular,  las  caras  latera- 
les  resultan  trapecios  rectángulos  (fig.  3). 


a,  b,  c:  longitudes  de  las  aristas  laterales. 

B:  área  de  la  base  dél  prisma  recto  original. 

•  También,  se  pueden  presentar  gráficos  como  en  la 
figura  4  donde  B  es  el  área  de  la  base  dél  tronco  de 
prisma  recto. 


V  =  B(^)  V=B§ 


b  =  0  b  =  0;  c  =  0 

•  A  veces,  es  frecuente  tener  troncos  originados  al 
intersecar  la  superficie  lateral  de  un  prisma  con  dós 
planos,  como  en  la  figura  5;  donde  AB,  CD  y  EF 
són  aristas  dél  tronco. 


Ejemplos: 

1 .  La  base  de  un  prisma  recto  es  base  de  un  tetrae- 
dro  regular  de  altura  2/6  cm  y  el  área  lateral  dél 
prisma  es  igual  al  área  totál  dél  tetraedro.  Hallar  el 
volumen  dél  prisma. 


Resolución: 

Sea  la  figura: 


Entonces:  2/6  =  =>  a  =  6 

De  otro  lado,  según  dato: 

Área  lateral  dél  prisma  =  área  totál  dél  tetraedro 

~  3aH  =  4a2^  =»  H  =  2ÍZ 
4 

Por  lo  tanto,  el  volumen  dél  prisma  es: 

V  =  a2-^(H)  =  62^(2/3)  .-.  V  =  54  cm3 

2 .  Hallar  el  área  lateral  de  un  prisma  oblicuo,  cuya  sec¬ 
ción  recta  es  un  hexágono  regular  de  área  24  /3  cm2. 
La  altura  dél  prisma  es  3  /3  cm  y  las  aristas  latera¬ 
les  formán  ángulos  de  60°  con  la  base. 

Resolución: 


El  triángulo  rectángulo  AHB  es  de  30°  y  60°. 

El  cateto  AH  =  3/5  por  dato,  luego  la  hipotenusa 
AB  =  6 
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3. 


4. 


Para  hallar  a,  longitud  dél  lado  de  la  sección  recta: 

por  dato:  área  =  24/3 

es  decir:  -|a2/3  =24/3  =>  a  =  4 

El  área  lateral:  SL  =  6(AB)(a)  =  6(6)(4)  =  144  cm2 

Hallar  el  volumen  de  un  prisma  oblicuo  triangular, 
sabiendo  que  el  área  de  una  cara  lateral  es  5  cm2  y 
la  distancia  de  la  arista  opuesta  a  esta  es  10  cm. 

Resoiución: 


Consideremos  el  prisma  de  la  figura,  donde  la  cara 
lateral  ABCD  tiene  área  5  cm2,  según  enunciado. 
PQ  =  10  cm,  es  la  distancia  de  la  arista  EF  al  piano 
ABCD.  PQ  se  encuentra  en  una  sección  recta  dél 
prisma,  tál  como  MPR. 

Se  tiene:  SABCD  =  5  A  (AB)(MR)  =  5  ...(1) 

El  volumen  dél  prisma: 

V  =  (Smpr)(AB)  -  v  =  (MR)2(PQIab 

V=  1(AB)(MR)PQ  =»  v=  I(Sabcd)PQ  (fórmula) 
Con  los  datos:  V  =  1(5)(10)  V  =  25  cm3 

Hallar  el  volumen  dél  prisma  regular  hexagonal  de 
la  figura.  El  piano  que  pasa  por  las  aristas  EF  y  GH, 
forma  diedros  de  45°  con  las  bases  y  la  sección 
determinada  tiene  de  área  6/6  cm2 

Resoiución: 


Como  EJ  1  P  y  JH  1  HG;  entonces,  por  el  teorema 
de  las  trés  perpendiculares: 

EH  1  HG.  Luego,  EHJ  es  un  ángulo  piano  dél  die- 
dro  que  formán  la  base  y  el  piano  diagonal.  Si  h  es 
longitud  de  la  altura  dél  prisma  y  a  es  longitud  dél 
lado  de  la  base,  se  tendrán: 


(Fig.  1)  (Fig.2) 


En  el  prisma,  MN  midé  igual  que  la  diagonal  mayor 
de  la  base:  MN  =  2a. 


De  la  figura  1 :  EH  =  h  /2  y  de  la  figura  2: 


EQ  =  ^ 


EQ  = 


h/2 


El  área  de  la  sección  EFNGHM  es: 
2(Sefnm)  =  6/6 

Luego:  SEFNM  =  3  /6 ;  es  decir: 


(EF  +  MN)^p  =  3/6 

Esto  es:  (a  +  2a)  ^  =3/6;  ah  =  4/3  ...(1) 

Pero  de  la  figura  1 :  h  =  a  /3 
Entonces  sustituyendo  en  (1): 
a(a/3)  =  4/3  =>a  =  2=>h  =  2/3 
Finalmente,  el  volumen: 
v  =  Bh  =  (§a2/3)h  =  (|(22)/3)2/3 

De  donde:  V  =  36  cm3 


5.  La  base  de  un  tronco  de  prisma  oblicuo  triangu¬ 
lar  tiene  área  12  cm2.  Hallar  el  volumen  dél  sólido, 
sabiendo  que  las  aristas  laterales  están  inclinadas 
60°  respecto  a  la  base  y  tienen  longitudes  de  3  cm; 
4  cm  y  5  cm  respectivamente. 

Resoiución: 


Del  gráfico,  donde  h1t  h2  y  h3  són  alturas  dél  sólido: 
h,  =  |/3;h2  =  2/3  yh3=  |/3 

Cálculo  dél  volumen: 

V  =  |hl  +  |b;  (B  es  el  área  de  la  base) 

Pero  B  =  12;  luego: 

v= -1(1/3 +2/3+ |/3)l2  V  =  24/3  cm3 


6.  Hallar  el  volumen  de  un  tronco  de  prisma  recto,  cu- 
yas  bases  són  un  triángulo  equilátero  FED  y  un  trián- 
gulo  rectángulo  isósceles  ABC.  Además  una  cara 
lateral  es  un  rectángulo  de  lados  3/2  cm  y  6  cm; 
siendo  los  mayores  lados  las  aristas  laterales. 

Resoiución: 
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El  sólido  es  como  indica  la  figura:  el  AABC  es  isós- 
celes,  recto  en  B.  El  triángulo  EFD  es  equilátero. 
Luego:  EF  =  FD  =  3/2  y  AB  =  BC  =  3 
Para  hallar  EB,  se  traza  FH  1  BE. 

Entonces:  BH  =  AF  =  6;  FH  =  AB  =  3 
En  el  AEHF:  HE  =  3.  Por  lo  tanto:  EB  =  9 


El  volumen:  V  =  |EB  +  AF  +  CD 


-  v  =  (£±|±6)M 


V  =  31,5cm3 


Factorizando  SEFG  se  tiene: 
w  _  /  AE  -  BE\0  v,  _  (AB)(Sefg) 

Vx  -  (  3  j^EFG  ^  Vx  -  - 3 - 

Con  los  datos:  Vx  =  •  vx  =  80  cm3 

8.  AA\  BB’  y  CC’  són  aristas  laterales  de  un  prisma, 
M  es  punto  medio  de  AA’  y  E  es  un  punto  de  CC’. 
Hallar  CE  para  que  los  volúmenes  AMB’BCE  y 
EMA’C’B’  sean  entre  sí  como  5  a  3,  si  BB’  =  12. 

Resolución: 


7.  En  un  tetraedro  ABCD,  AB  =  1 0  cm.  El  área  de  la  pro- 
yección  de  este  sólido  sobre  un  piano  perpendicular 
a  AB,  es  24  cm2.  Hallar  el  volumen  dél  tetraedro. 

Resolución: 

A 


Consideremos  el  gráfico  que  sigue,  donde  el  trián¬ 
gulo  EFG  es  la  proyección  dél  tetraedro  sobre  el 
piano  P;  el  volumen  Vx  pedido,  es: 

Vx  =  VAEFGDC  —  VBEFGDC 

Vx  =  (—  +-c3f  -+  DG)sefg  -  (be  +  C3F  +  DG)sEFe 


CE  SS  X 

Se  tiene  por  dato: 


V* 


VEMA’C’B’  ° 

Que  es  lo  mismo  que: 

fAM  +  CE  +  BB’ 


(sección  recta)|- 


(sección  recta)| 


A’M  +  C’E  +  0  \ 


Luego: 


6  +  x  +  12 


6  +  12-x  +  O 
De  donde:  x  =  CE  =  4,5 


5 

3 


1 .  En  un  tronco  de  prisma  triangular  recto,  la  base  ABC 
es  un  triángulo  equilátero  de  lado  6  cm  y  las  aristas 
laterales  són:  AA^  8  cm;  BB,  =  5  cm  y  CC,  =  4  cm. 
Hallar  el  volumen  dél  tetraedro  de  base  A^^  y  el 
vértice  B. 


2.  El  prisma  ABCA’B’C’  se  corta  por  un  piano  determi- 
nando  los  puntos  M,  N  y  P  sobre  las  aristas  latera¬ 
les  AA’,  BB’  y  CC’,  respectivamente,  de  modo  que 
AM  =  2MA’  y  BN  =  PC’.  Si  el  volumen  dél  prisma 
es  V,  hallar  el  volumen  dél  tronco  ABCMNP. 


Resolución: 


Pero:  SABC  =  (6)2/3/4 

Luego:  ci  “  VbWi  =  12/3  cm2 


Resolución: 


Si  se  llama  S  el  área  de  la  sección  recta  dél  prisma 
y  también:  Vtolal=  V 

3(aS)  =  V  =»  aS  =  ^  ...(1) 

á  i 

Por  otro  lado:  VABCMNP  =  ^(AM  +  BN  +  CP)S 
Vabcmnp  =  g'í23  +  ni  +  3a  —  m)S 
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=>  VABCMNp  =  |a(S);  reemplazando  en  (1): 


3.  Las  bases  de  un  paralelepípedo  recto  són  rombos 
cuyas  regiones  tienen  áreas  Sv  Las  áreas  de  las 
secciones  que  determinan  los  planos  diagonales, 
són  S2  y  S3.  Hallar  el  volumen  dél  romboedro. 

Resolución: 


Se  disena  el  gráfico: 

El  volumen,  es:  V  =  S^G  ...(1) 

Los  datos  S2  y  S3:  (AG)(GH)  =  S2  A  (ED)(EF)  =  S3 
Multiplicando: 

(AG)(ED)(GH)(EF)  =  (S2)(S3) 

Pero:  ED  =  AG  y  <GHHEF>  =  s,; 

Luego:  (AG)22S,  =  S2S3  -  AG  =  ...(2) 

Finalmente,  reemplazando  (2)  en  (1): 

4.  Hallar  el  volumen  de  un  prisma  regular  hexagonal, 
circunscrito  a  una  esfera  de  rádió  r. 

Resolución: 


La  superficie  esférica  es  tangente  a  las  caras  dél 
prisma  en  sus  centros. 

Volumen  dél  prisma:  V  =  Bh  ...(1) 

Del  gráfico:  h  =  2r  ...(2) 

2r/3 

Cálculo  de  B:  para  la  sección  mostrada:  L  =  ^ 

Área  de  la  base:  B  =  -|l2/3;  (fórmula  para  un 
hexágono  regular) 

=»  B  =  |(^p)2V 3  =»  B  =  2r2^  ...(3) 

Sustituyendo  (2)  y  (3)  en  (1): 

V  =  (2H2  V3  )(2r)  V  =  4r3l3 


5.  Se  tiene  un  prisma  triangular  recto  cuya  base  es 
el  triángulo  ABC.  Se  traza  un  piano  paralelo  a  BC, 
que  pasa  por  el  incentro  de  la  base  ABC  y  corta  en 
Ma  AC,  en  N  a  AB  y  en  P  y  Q  a  las  aristas  opues- 
tas  a  AB  y  AC.  Hallar  el  volumen  dél  prisma,  si 
CM  =  3  cm;  BN  =  5  cm;  AM  =  6  cm  y  la  arista 
lateral  midé  10  cm. 

Resolución: 


Para  hallar  el  volumen,  falta  calcular  el  área  de  la 
base:  V  =  (SABC)h  ...(1) 


Como:  MN  //  BC: 

AN  _  AM  AN  6 
NB  ”  MC  **  5  3 


=>  AN  =  10 


Los  triángulos  BNI  y  CMI  són  isósceles. 

Luego:  NI  =  BN  y  CM  =  Ml 
NI  =  5  y  Ml  =  3.  Entonces: 

MN  =  8.  Se  concluye  que  el  triángulo  AMN  es  recto 
en  M.  También:  mZACB  =  90°. 

En  el  LACB: 

(BC)2  =  (AB)2  -  (AC)2  =  (15)2  -  (9)2  =>  BC  =  12 
Luego: 

o  _  (ACXBC)  (9X12)  r) 

°ABC - 2 -  “  2  °ABC  ■ 


Sustituyendo  el  dato  h  y  (2)  en  (1): 
V  =  10(54)  V  =  540  cm2 


6.  Hallar  el  número  de  caras  C,  número  de  vórtices 
V  y  totál  de  aristas  A,  de  un  prisma,  en  función  dél 
número  de  lados  n  en  una  base. 

Resolución: 

Para  el  número  totál  de  caras,  se  cuentan  n  caras 

laterales  más  las  bases:  C  =  n  +  2 

Hay  n  vértices  en  cada  base,  en  totál:  V  =  2n 

Se  tienen  n  aristas  laterales  y  n  aristas  en  cada 

base,  en  totál:  A  =  3n 
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7.  Hallar  el  volumen  dél  poliedro  de  la  figura: 


B  C 


Triángulos:  BNC  y  ENF  equiláteros  y  contenidos  en 
planos  perpendiculares  entre  sí. 

Cuadriláteros:  ABNF  y  ENCD,  paralelogramos; 
BC  =  4  y  EF  =  2 

Resolución: 


De  los  datos:  piano  AFED  //  piano  BNC 
piano  ABCD  //  piano  ENF 

Luego:  piano  ABCD  perpendicular  a  los  planos 
AFED  y  BNC. 

Si  por  C  se  traza  CP  //  NF,  CP  estará  contenido  en 
el  piano  ABCD.  El  volumen  totál  es  la  suma  de  los 
volúmenes  de  los  prismas  ABCPFN  y  FNCPDE. 
Como  CH  es  la  altura  dél  prisma  ABCPFN  y  dél 
triángulo  equilátero  CPD. 

Entonces:  CH  =  ^73  =»  CH  =  V3 

De  igual  manera  como:  FR  es  la  altura  dél  prisma 
FNCPDE  y  dél  triángulo  equilátero  AFP: 

Entonces:  FR=4p/3=>FR  =  2/3 
Finalmente,  como  ya  se  dijo: 

Vt  =  VABCPFN  +  VFNCPDE 
V  =  (área  AAFP)(CH)  +  (área  ACPD)(FR) 

v=  (42-^)/3  +(22^)2V3  V=18 

8.  Hallar  el  volumen  de  un  prisma  recto  de  base  trian- 
gular,  sabiendo  que  una  arista  básica  midé  4  y  el 
área  de  la  proyección  dél  sólido  sobre  un  piano 
perpendicular  a  dicha  arista  es  10. 

Resolución: 


Considerando  la  figura,  donde  AB  =_4  y  P  es  un 
piano  de  proyección  perpendicular  a  AB;  se  tiene: 
QR  =  CD  y  RN  =  CH. 

Donde  CH  =  altura  dél  triángulo  ABC. 

Cálculo  dél  volumen:  V  =  (área  AABC)(CD) 

V  =  1(AB)(CH)(CD)  o  V=  1(AB)(RN)(QR) 

Es  decir:  V  =  |(AB)(área  RQMN) 

Con  los  datos:  V  =  V  =  20 

9.  Hallar  el  volumen  de  un  rectoedro,  sabiendo  que 
las  diagonales  de  las  caras  miden  /34;  758  y  /74, 
respectivamente. 

Resolución: 


Se  tienen: 

a2  +  c2  =  34 

~.(D 

a2  +  b2  =  58 

...(2) 

b2  +  c2  =  74 

-(3) 

Sumando  (1),  (2)  y  (3): 

2(a2  +  b2  +  c2)  =  166 

=>  a2  +  b2  +  c2  =  83 

...(4) 

Sustituyendo  (1)  en  (4):  b 

=  7 

Luego:  a  =  3  y  c  =  5 

El  volumen:  V  =  abc 

V=  105 

10.  Dado  un  cuadrado  ABCD,  de  lado  6,  se  elevan  AE 
y  CF,  perpendiculares  al  piano  que  los  contiene.  Si 
AE  =  4  y  CF  =  5,  hallar  el  volumen  dél  tetraedro 
FEDB. 

Resolución: 


El  volumen  pedido: 

V  =  VFEDB 

V  =  Vtota,  —  VFCDB  —  VEBDA  -  •  •  (1 ) 

Además,  si  se  traza  AC: 

Vtotal  =  VACBFE  +  VACDFE 

Sustituyendo  en  (1): 

V  =  YfVCBFE  +  VACDFE  “  VFCDB  —  VEBDA  ...(2) 
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(Todos  són  troncos  de  prisma),  donde: 

Vacbfe  =  (g— -3E-)sabc  =  (^)l8  =  54 

V  —  /  +  AE  +  0\o  _| 

VACDFE  —  1  3  l°ACD  ~  | 

;5  +  4)l8  =  54 

w  _  /  CF  +  0  +  0  \q  _  /5 
VEBDA  ^  3  pBCD-^3 

o 

co 

II 

00 

V  _/AE  +  0  +  0\q  _ 

Vebda  ^  3  J^bda-^3 

CM 

II 

00 

Reemplazando  en  (2): 

V  =  54  4-  54  —  30  -  24  .*.  V 

=  54 

11.  En  la  figura  se  tienen  dós  troncos  de  prisma  trian- 
gulares  regulares.  Hallar  la  reláción  entre  sus 
áreas  laterales  si  F,  MyG  són  los  puntos  medios 
de  ÁB,  BCyAC. 


Resolución: 


Analizando  el  mayor  tronco  de  prisma.  Área  laté- 

ALi  =  L(a  +  b  +  c)  ...(1) 

En  forma  análoga,  en  el  tronco  de  prisma  menőn 

aL2  =  h3)  •••(2) 

Peroih^^;  h2=b  +  Cyh3  =  ^ 

=>  h1  +  h2  +  h3  =  a  +  b-i-c 

Entonces  de  (1)  y  (2): 

Au  _  L(a  +  b  +  c)  .  Aí  _  2 

t(a  +  b  +  c)  Az  1 


12.  Se  tiene  un  tronco  de  prisma  cuadrangular  regular 
cuyo  perímetro  de  la  base  es  20  m  y  cuya  suma  de 
aristas  laterales  es  16  m.  Calcular  su  área  lateral. 


Resolución: 


Dado:  a  +  b  +  c  +  d  =  16 
El  área  lateral  es: 

A  _  (a  +  b)5  (b  +  c)5  (c  +  d)5  (a  +  d)5 
A-  2  +  2  +  2  +  2 

A  =  |(2a  +  2b  +  2c  +  2d)  =  5(a  +  b  +  c  +  d) 

A  =5(16)  =  80  m2 

13.  El  área  totál  de  un  prisma  regular  hexagonal  es  el 
triple  de  su  área  lateral.  Hallar  el  volumen  dél  pris¬ 
ma  si  el  lado  de  la  base  es  L. 

Resolución: 


Dato:  A,ota|  =  3Alaleral 
Aj-otal  =  2 

Entonces  =  3L2V3  +  6HL  =  3(6HL) 

3L2/3  =  12  HL  =»  H  =  ^ 

4 

Volumen  =  V  =  (área  base)  H  =  6^— 

•  v=^ 

8 

14.  Dos  caras  opuestas  de  un  paralelepípedo  truncado 
miden  30  cm2  y  36'  cm2.  Calcular  el  volumen  dél 
sólido  sabiendo  que  la  distancia  entre  dichas  caras 
es  10  cm. 

Resolución: 


Dato:  A.j  —  aL  —  30  A  A2  =  bL  =  36 
Sumando:  (a  +  b)L  =  66 
El  volumen  =  V 

v  =  (A v  =  10L(^ib)  = 

.-.  V  =  330  cm2 

15.  La  altura  de  un  prisma  triangular  es  75  cm,  las  dis- 
tancias  de  un  punto  de  una  arista  lateral  a  los  vérti- 
ces  opuestos  a  esta  arista,  y  en  la  misma  cara,  mi¬ 
den  65  cm  y  20  cm.  Calcular  el  volumen  dél  prisma 
sabiendo  que  la  distancia  de  la  cara  considerada  a 
su  arista  opuesta  midé  30  cm. 
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Resolución: 


Se  observa  que  en  el  paralelogramo  ABCD  se  en- 
cuentra  el  triángulo  BFC,  cuya  área  es: 

Aabfc  =  Vp  (p  -  a)(p  —  b)  (p  —  c) 
p _  20  ~f  65  -+•  75  _ qq 

A4BFC  =  ^80  (60)  (15)  (5)  =  600 
Entonces:  Aabcd  =  2(600)  =  1200 
Volumen  dél  prisma: 

V  =  (Aabcd)(^) 

V  =  (1200)^)  =  18  000  cm2 

16.  La  altura  de  un  prisma  regular  es  h  y  la  diagonal  dél 
rectángulo  que  resulta  al  desarrollar  su  área  lateral 
midé  d,  si  la  base  dél  prisma  es  una  región  hexago- 
nal.  Calcular  su  volumen. 

Resolución: 

Desarrollo  lateral  dél  prisma  hexagonal  regular: 


Perímetro  de  la  base:  6a 

=*  36a2  =  í-hUa1=  ...(I) 

Volumen  dél  prisma:  V  =  6|a  ^  jh  ...(II) 

(I)  en  (II):  .-.  V  =  g(d2  -  h2)h 

17.  Se  tiene  un  prisma  recto  cuyas  bases  són  trapecios 
rectangulares  cuyas  diagonales  són  perpendicula- 
res,  los  lados  paralelos  miden  a  y  b  donde  (a  <  b) 
2  11 

además  se  cumple:  =■  =  -  +  ^ .  Si  h  es  la  altura  dél 
K  h  a  b 

prisma.  Hallar  el  volumen  dél  prisma. 

Resolución: 


kQBD:  x2  =  ab  =>  x  =  -/ib 
El  volumen  dél  prisma  será: 

V=(a  +  b)^b(h)  ...(1) 

Pordato:l  =  i  +  íU*±b  =  f  ...(2) 

(2)  en  (1):  V  =  (^jVab(h)=>  V  =  abüb 
V2  =  (ab)2(ab)  =  (ab)3  .-.  V  =  (ab)3'2 


18.  En  un  prisma  triangular  oblicuo,  el  área  de  una 
cara  lateral  es  A,  la  distancia  de  la  arista  opuesta  a 
dicha  cara  es  a.  Hallar  el  volumen. 

Resolución: 


Pordato:mn=A  ...(1) 

Por  teória:  V=  ...(2) 

(1)en(2): .-.  V  =  tS. 


19.  Una  piscina  de  10  m  de  ancho  tiene  una  sección  lon- 
gitudinal  que  se  muestra  en  la  figura.  Hallar  la  can- 
tidad  de  agua  que  se  necesita  para  llenarla  en  m3. 


10  10 


El  ancho  de  la  piscina  es  10;  veamos: 
V,  =  (1±2)10(10)  =>  v,  =  150 

V2  =  (2)(10)(10)  =*  V2  =  200 
V3  =  (^^)4(10)  =»  V3  =  300 


El  volumen  totál  es: 

V=  150  +  200  +  300  V  =  650m3 


Resolución: 
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20.  En  la  figura  el  sólido  esté  constituida  por  dós  pris- 
mas  rectos  con  bases  cuadradas  y  triangulares, 
con  la  particularidad  de  que  la  base  triangular  es 
un  triángulo  rectángulo  isósceles.  Si  el  perímetro 
de  la  cara  ABCD  es  24.  <j,Cuál  debe  ser  el  lado  dél 
cuadrado  para  que  el  volumen  sea  máximo? 


Por  dato:  2a  +  2b  =  24  =>  a  +  b  =  12 
=>  b  =  12  -  a 
El  volumen  dél  sólido  es: 

V  =  a2b  +  4-b  =*  V  =  f  a2b  =>  V  =  %a2(12  -  a) 

4  4  4 

V  =  |(12  a2  -  a3)  =>  V’  =  -|(24a  -  3a2) 

0 

=>  3a2  =  24a  =>  3a  =  24  a  =  8 

21.  En  un  prisma  oblicuo  cuyo  número  de  aristas  es 
A.  Hallar  la  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos 
diedros. 

Resolución: 

La  sección  recta  dél  prisma  oblicuo,  está  limitado 
por  un  polígono  convexo  de  n  lados. 

Luego: 

n.°  aristas  de  la  base  inferior:  n 
n.°  aristas  de  la  base  superior:  n 
n.°  aristas  laterales:  n 

Por  dato:  3n  =  A  =>  n  =  y 

Por  propiedad;  la  suma  de  las  medidas  de  los  án¬ 
gulos  diedros  será: 

S  =  360(n  -  1)  =>  S  =  360(  J  -  l) 

S  =  120  (A  -  3) 

22.  Las  áreas  de  trés  caras  de  un  paralelepípedo  rec¬ 
tángulo  són:  A,  B,  C.  Demostrar  que  el  volumen  se 
expresa:  VABC 


Í 

.'c; 

;a; 

a 


De  la  fig.:  A  =  ab;  B  =  ac;  C  =  be.  Multiplicando: 
(abc)2  =  ABC  =>  abc  =  /ABC  .-.  V  =  /ABC 


23.  En  un  prisma  oblicuo  ABCDE-EFGH,  la  mZABE  =  90°, 
lajnZBAD  =  mZADC  =  60°,  2BC=  AB  =  6, 
AD  //  BC,  mzEAB  =  mZEAD  =  60°,  calcular  su 
volumen. 

Resolución: 


Vx  =  Bh  =>  kABE(30  y  60):  AE  =  12; 
t^ABT(30  y  60):  AT  =  4/3  ;  kATE:  h  =  4/6 

B  =  (£±1)3/3  =»  B  =  18/3 
Vx=  18/3(4/6)  Vx  =  216/2 


24.  En  un  cubo  ABCD-EFGH  de  arista  a,  si  N  es  punto 
medio  de  AE  y  M  e  CG  tál  que  GM  =  ^BC,  en- 
tonces  el  volumen  dél  tronco  de  prisma  triangular: 
NBM-EFG  es: 

Resolución: 


25.  En  un  prisma  triangular  recto  ABC-A’B’C*  se  ubican 
los  puntos  M,  N  y  P  sobre  AA’,  BB’  y  CC’  respecti- 
vamente  de  manera  que  AM  =  2MA’  y  BN  =  PC’. 
Si  el  volumen  dél  prisma  es  9  m3,  entonces  el  volu¬ 
men  dél  prisma  ABCMNP  (en  m3)  es: 

Resolución: 


natrr  \/  —  Q  —  R^n\ 
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26.  ABCD-EFGH  es  un  prisma  de  base  rectangu- 
lar,  se  traza  un  piano  secante  que  interseca  a 
las  aristas  DH,  AE  y  BF  en  los  puntos  P,  Q  y  R 

np  i  rr 

respectivamente.  Si  AQ  =  QE;  =  ^  =  Hp.  y 

2(EH)  =  EA  =  4  m;  entonces  determinar  el  área 
lateral  dél  menor  tronco  de  prisma  (en  m2). 


Resolución: 


.*.  Sx  =  8  m2 


27.  Dado  un  tetraedro  regular  de  arista  a,  determinar  el 
área  totál  dél  poliedro  que  se  forma  al  unir  los  pun¬ 
tos  medios  de  los  lados  dé  cada  cara  dél  poliedro 
dado.  Área  dél  tetraedro  es  St. 

Resolución: 


De  la  figura;  el  sólido  interior  es  un  octaedro  regu¬ 
lar  de  arista  a/2. 

=>  S  =  (a/2)2/f  =»  S  = 

4  1b 

El  área  totál  seré:  8S  =  -  ^ 

Pero:  S,=  4^5  =»  a2/3  =  S, 

3 

El  área  totál  dél  octaedro  es:  8S  =  -j- 

28.  Er^un  cubo  ABCD-EFGH,  Q  es  punto  medio  de 
HG;  L,  M  y  N  són  los  centros  de  las  caras  BCGF, 
ADHE,  EFGH  respectivamente,  calcular  la  medida 
dél  ángulo  que  formán  LQ  y  MN. 

Resolución: 

AGOE  equilátero: 

MN//DG^ 
kDJHG:  RQ//  DG 
=>  RQ//MN 

AQRL:  (RL)2=(RQ)2+(QL)2 
.-.  x  =  90° 


29.  Em  un  octaedro  regular  ABCDEF  de_  diagonales 
AC,  BD  y  EF,  M  es  punto  medio  de  DF,  calcular  la 
medida  dél  ángulo  formado  por  las  rectas  EM  y  AF. 

Resolución: 


FN  //  ME  =>  0  es  la  medida  dél  ángulo,  cuyo  valor 
se  quiere  hallar. 

En  el  ANFA,  por  ley  de  cosenos: 

3  =  4  +  5-  2(2)( /5  )cos0  =>  4/5cos0  =  9  -  3  =  6 

cos0  =  9  =  arccos[-^n 

2/5  10  l  10  ] 

30.  En  un  prisma  oblicuo  la  base  es  una  región  trian- 
gular  equilátera,  sus  aristas  miden  a.  Si  unó  de  los 
ángulos  poliedros  tiene  caras  congruentes  cuyas 
medidas  són  60°,  hallar  el  volumen  dél  sólido  li- 
mitado  por  el  prisma. 

Resolución: 


Área  de  la  sección  recta  (SR): 

Asr=  5<a)(^-)  -  Asr=^/2 
Volumen  dél  prisma  es:  V  =  ASR.a 
-  V  =  ^/2(a)  .-.  v  =  ^/2 

31.  En  un  prisma  cuyo  número  de  aristas  es  A,  hallar 
la  suma  de  las  medidas  de  todos  sus  ángulos  die- 
dros. 

Resolución: 


En  la  base  superior:  n  aristas 
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En  la  base  inferior:  n  aristas 

El  polígono  de  n  lados  cuya  región  poligonal  es  la 

sección  recta  y  cuyos  vértices  estén  contenidos  en 

n  aristas  laterales. 

n.°  totál  de  aristas:  3n 

Por  dato:  3n  =  A  =*  n  =  A/3  ...(1) 

La  suma  de  las  medidas  de  los  ángulos  diedros 
seré: 

n  (p  +  0)  +  a.,  +  a2  +  ...  +  an  =  ImZd 
Imzd  =  180°n  +  180°(n-  2) 

Imzd  =  360°(n  -1)  ...(2) 

Reemplazando  (1)en  (2):  ImZd  =  360°  í-j-  íj 


32.  En  las  aristas  laterales  AA'  y  C C'  de  un  prisma  trian- 
gular  recto  ABC-A'B'C'  se  ubican  los  puntos  D  y  E, 


respectivamente  de  modo  que 


.  da; 

•  DA 


EC 

EC' 


M  es  el  punto  medio  de  AB  y  el  volumen  dél  prisma 
es  V,  hallar  qué  fracción  dél  volumen  dél  sólido  limi- 
tado  por  el  prisma  esté  comprendido  entre  el  piano 
ABC  y  el  piano  DEM. 


Resolución: 


A'  C’ 


Dato: 


PA’ 

DA 


EC 

EC’ 


1 

2 


^DA]_=  EC  =  n  y  DA  =  EC'  =  2n 
AC  n  DE  =  F 

kDAF:  EC  es  base  média  =>  AC  =  CF 
MF  n  BC  =  T 

El  piano  buscado  es  MDET 
En  el  AABF:  T  es  su  baricentro  =>  BT  =  2TC  =  2a 
Por  dato,  el  volumen  dél  prisma  triangular  recto 
ABC-A'B'C'  es: 

V  =  6S(3n)  =>  V=  18Sn  ...(1) 

El  volumen  pedido  seré: 

Vx  =  VDME_AMC  +  VE_MTC 

vx  =  3s(^+3Q  +  n)  + 

Vx  =  1 0S  n/3  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  .*.  Vx  =  5V/27 


33.  En  un  prisma  triangular  recto  ABC-A'B'C'  donde 
AC  7 

-7-TT  =  -TTj.  Hallar  en  qué  razón  divide  el  volumen 
AA  24  M 

de  un  prisma  el  piano  trazado  poréi  vérticeAy  que 
interseca  a  las  aristas  laterales  BB'  y  CC'  por  los 
puntos  D  y  E,  respectivamente.  Además  BD  =  3DB' 
y  AE  es  la  bisectriz  dél  ángulo  CAC'. 


Resolución: 


Volumen  dél  tronco  de  prisma  recto  ADE-ABC: 
=>  V,  =  s|°+  18n3+21n/4|  „  V,  =  S(93n)/12 


Volumen  dél  tronco  de  prisma  recto  ADE-A'B'C':  V2 
=>  V2  =  s|24n  +  6^+75n/^J  =>  V2  =  S(195n)/12 


■  vi 

Luego:  ^ 


93 

195 


•  ^._31 

*  ’  V2  65 


34.  Los  lados  de  la  base  de  un  prisma  recto  ABC-DEF 
miden:  AB_=  6;  BC  =  7  y  CA  =  8.  Se  traza  las  bi- 
sectrices  AN  dél  ZBAC  y  DM  dél  ZEDF.  ^En  qué 
reláción  de  volúmenes  divide  el  piano  ANMD  al  só¬ 
lido  limitado  por  el  prisma? 


Resolución: 


En  la  base  (por  teorema): 

|  =>  EM  =  3k  A  MF  =  4k 

8  MF 


Pero:  3k  +  4k  =  7 

7k  =  7  =*  k  =  1 


=*  EM  =  3  y  MF  =  4 

Luego:  Aaedm  =  3S  A  Aamdf  =  4S 


Nos  piden: 


3S(h) 

4S(h) 


3 

4 


35.  La  base  de  un  tronco  de  prisma  regular  es  un  cua- 
drado  de  lado  3.  Las  bases  formán  45°  entre  sí  y  2 
aristas  laterales  opuestas  miden  8  cada  una.  Cal- 
cular  el  volumen  dél  tronco  de  prisma. 

Resolución: 
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El  volumen  dél  tronco  de  prisma  será: 

V  =  VEFH_ABD  4-  VHFG.DBC 

v=  9|8  +  2a  +  3/2\  [  9|8  +  2a  +  3/2  | 

V  =  3(8  +  2a  +  3/2)  ...(1) 

En  el  trapecio  rectángulo  BFHD  (por  teorema): 
q  a  +  a  4*  3  /2 
8 - 2 - 

^  2a +  3/2  =16  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

V  =  3(8  +  16) 

V  =  3(24)  V  =  72 


30n  =  72  =>  n  =  12/5 

kPQD:  h2  =  42  -(^)2  =>  h  =  16/5 

El  volumen  dél  prisma  oblicuo  será:  V  =  ASRa 

v=  i(t)(10)(15)  ■•v  =  24° 

38.  En  un  prisma  regular  triangular  se  determina  una 
sección  paralela  a  una  cara  lateral  y  que  dista  5 
de  la  arista  opuesta.  Calcular  el  área  de  la  sección 
paralela  sabiendo  que:  El  volumen  dél  prisma  es 
108  y  el  lado  de  la  base  midé  6. 

Resolución: 


36.  En  un  prisma  regular  ABCDEF-A'B'C'D'E'F'  cuyas 
aristas  tienen  todas  una  longitud  a,  se  traza  por  los 
puntos  A',  B'  y  D'  un  piano,  calcular  el  volumen 
dél  mayor  sólido  que  determina  este  piano  en  el 
prisma. 

Resolución: 


Área  de  la  SR  dél  tronco  de  prisma  oblicuo  CC'D'-BBA': 
ASR  =  l(a/3/2)(a)  »  ASR  =  Ja2 
Volumen  dél  tronco  de  prisma  oblicuo  CC'D'-BB'A': 
V=  Ja2(a  +  2a  +  a)  =>  V=  J  a3 

El  volumen  dél  mayor  sólido  determinado  en  el 
prisma  por  el  piano  A'BCD'  será: 

V,  =  6(a2)  J(a)  -  V  =»  V„  =  §V3a3  -  -Ja3 

•••  V,=  Za’T3 
6 

37.  Sea  el_prisma  oblicuo  ABC-DEF  en  cuya  arista  la¬ 
teral  BE  se  ubica  el  punto  P,  calcular  el  volumen  dél 
prisma  si  se  sabe  que:  AD  =  1 5;  DP  =  4,  AP  =  1 3  y 
la  distancia  de  CF  a  la  cara  ABED  es  10. 

Resolución: 


ADAP  (por  el  teorema  de  Euclides): 
1 32  =  42  +  152  -  2n(15) 


Vprt8™=62  Jh  =  108  •  h  =  4V3 

APB'Q:  PQ  =  JV3 

Luego:  S  =  JV3(4/3)  .-.  S  =  40 


39.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  Si  en  un  prisma  triangular  se  traza  un  piano 
paralelo  a  una  de  las  caras  laterales,  las  áreas 
de  dicha  cara  y  el  piano  sección  són  propor- 
cionales  a  sus  distancias  respectivas  a  la  arista 
opuesta. 

II.  La  suma  de  los  cuadrados  de  las  proyecciones 
de  una  diagonal  de  un  rectoedro  sobre  trés  pla- 
nos  rectangulares  dós  a  dós  es  igual  al  doble 
dél  cuadrado  de  esta  diagonal. 

III.  El  cubo  es  un  prisma  cuyas  caras  són  rectángulos. 


Resolución: 

I.  Verdadero 

II.  Verdadero 

De  la  figura: 

a2  =  y2  +  z2  ...(1) 
b2  =  x2  +  y2  ...(2) 
c2  =  x2  +  z2  ...(3) 
Sumando  (1),  (2)  y  (3): 


\L 


\ 
C 


a2  +  b2  +  c2  =  2(x2  +  y2  +  z2) 
a2  +  b2  +  c2  =  2d2 


El  cubo  es  un  prisma  cuyas 

/ 

7 

caras  són  regiones  cuadra- 

das.  , 

.-.  WF 

/  . 

/ 
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®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  201 1  -  II) 

El  volumen  y  el  área  lateral  de  un  prisma  recto  de  base 
triangular  són  50  m3  y  200  m2  respectivamente.  Calcule 
el  rádió  (en  m)  de  la  circunferencia  inscrita  en  la  base 
dél  prisma. 

A)  0,25  B)  0,5  C)1  D)  2  E)  3 


Resolución: 

V  =  50 

=*  SEh  =  50  =>  (pr)h  =  50 1 
SL  =  200  =*  2ph  =  200  J  ' 

L  -  1 
2  4 

r  =  0,5  m 


Clave:  B 


PROBLÉMA  2  (UNI  2012  - 1) 

Un  prisma  oblicuo  de  volumen  150  m3  tiene  área  de 
superficie  lateral  50  m2.  Determine  el  área  dél  círculo 
inscrito  a  la  sección  recta  en  m2. 

A)  97i  B)  4ti  C)25ti  D)  30ti  E)  36ti 


Resolución: 


Datos: 

V  =  150m3  =>  AsrL  =  150 
Al  =  50  m2  =*  (2Psr)L  =  50 


Piden:  Aq 

Se  sabe:  ASR  =  PSRr 


r  =  6 
Aq  =  7i(6)2  =  36n  m 


Clave:  E 


PROBLÉMA  3  (UNI  2012  -11) 


La  figura  representa  un  recipiente  regular,  en  donde  a  y 
L  són  dados  en  cm  y  el  ángulo  0  es  variable.  Determine 
el  volumen  máximo  de  dicho  recipiente  en  cm3. 


A)  /2a2L 
D)  ±a2L 


E)  ^-a\ 


Resolución: 

a2 

Piden  Vmax:  V  =  Ly  sen0 

Si  sen0  es  máximo  enton- 
ces  el  volumen  es  máximo. 


0  =  go0  V  =  |a2L 


Clave:  D 


PROBLÉMÁS  4  (UNI  2012  -  II) 


Se  tiene  un  prisma  hexagonal  regular  ABCDEF- 
A’B’C’D’E’F’  cuyos  lados  de  la  base  y  la  altura  miden 
2a  (a  >  0).  Sobre  el  piano  de  la  base  se  construye  ex- 
teriormente  un  cuadrado  de  lados  E’D’D”E”,  luego  por 
las  aristas  AB  y  D”E”  pasa  un  piano  formando  un  sólido 
ABD”E”A’B’.  Calcule  el  volumen  de  la  parte  dél  sólido 
exteriőr  al  prisma  hexagonal. 


A)  3(V3  +  1)a3  B)  3((3  -  1  )a3  C)2(V3+1)a3 

D)2(V3-1)a3  E)|(V3-1)a3 

Resolución: 

Piden:  VNEE.  _MDD.  b  C 

kAA’E”  a  LJME’EE” 

L  2a 
2a  2a(/3  +  1) 

l=-JS- 
13  +  1 

L  =  a(V3  -  1) 

„  _  a(V3  -  1)(2a) 


(2a) 


V  =  2a3(  -  1) 


PROBLÉMA  5  (UNI  2013  - 1) 

Se  quiere  formar  la  létra  V  con  dós  troncos  iguales  de 
prisma  oblicuo  de  base  triangular,  con  un  ángulo  de 
abertura  de  60°,  tál  como  se  muestra  en  la  gráfica.  El 
área  de  la  base  común  es  de  30  m2  y  la  suma  de  las 
aristas  laterales  de  unó  de  los  troncos  es  36  m.  Cal¬ 
cule  el  volumen  (en  m3)  dél  matéria!  necesario  para  su 
construcción. 

A)  60 

B)  120 

C)  360 

D)  360/3 

E)  720 


Resolución: 

Piden:  VsrtliHft 


nco 

/a  +  b  +  c\ 
;l  3  ) 


Dato:  a  +  b  +  c  =  36 
VtóM0  =  2(30)cos60°(^) 


V5«,„  =  360  m3 


L 


Clave:  C 
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PROBLÉMÁS  pRQpuESTOS 


1.  En  un  prisma  regular  ABCDEF  -  A’B’C’D’E’F’  en  las 
aristas  CD,  FF’  y  AA’  se  ubican  los  puntos  G,  K  y  L 
respectivamente  tál  que  CG  =  GD;  FF’  =  KE;  LK//AF; 
KF  =  1  cm  y  el  perímetro  de  una  de  las  bases  dél 
prisma  es  18  cm.  Calcular  el  volumen  dél  prisma 
ABCG-LMNP. 

A)  111/3  cm2  B)  18/3  cm2  C)  17/2  cm2 

D)  111/2  cm2  E)  113/3  cm3 


2. 


Se  tiene  el  prisma  recto  de  base  pentagonal  ABCDE 
en  el  cual  ABDE  y  BCD  són  trapecios  isósceles  y 
triángulo  equilátero  (AE//BD),  AE=  2  y  BD=  6  y 
siendo  V1tV2  volúmenes  de  los  cilindros  que  tienen 
como  bases  círculos  inscritos  en  ABDE  y  BCD  res¬ 
pectivamente  y  V3  es  el  volumen  dél  prisma.  Cal¬ 


cular: 


V, 


V1  +  V2 


A) 

D) 


17/3 

6 

15/3 


B) 

E) 


18/3 

25 

14/3  . 


C) 


17/3 

3 


3.  En  un  cubo  ABCD-EFGH,  de  volumen  21 6,  se  ubican 
los  puntos  L;  K  y  N  en  CD,  CG_y  FH  respectivamente 
tál  que  CL  =  LD;  FN  =  NH;  BL  n  AC  =  {M}.  Si  MK  + 
NK  es  mínimo,  calcular  la  longitud  dél  menor  reco- 
rrido  para  ir  de  K  hacia  A  por  la  superficie  dél  cubo. 


A)2/1Ö  B)4/ÍÖ  C)  5/5 

D)3/TÖ  E)  10/5 


4.  En  un  prisma  recto  ABCD-A’B’C’D’,  donde  sus 
bases  són  regiones  rectangulares,  se  ubica  en 
la  arista  DD’  el  punto  L,  luego  con  centro  en  C’  y 
rádió  LC’  se  traza  un  arco  de  circunferencia  que 
interseca  a  CC’  en  K.  Si  ^  ^  ^ 

y  CK  =  (1 0  -  2  /5 ).  Calcular  el  volumen  dél  tronco 
de  prisma  ABCDLK. 

A)  48  B)8(8-/5)  C)  96 

D)8(4-/5)  E)  6(8  —  /5 ) 


5.  En  un  prisma  regular  ABC-DEF,  se  ubican  los  pun¬ 
tos  medios  N  y  Lde  CB  y  FG  respectivamente,  lue¬ 
go  se  ubica  S  de  ND,  tál  que  DS  =  SL  y  la  distancia 
de  S  a  la  arista  DF  es  /Í9  cm .  Calcular  el  área  de  la 
superficie  lateral,  si  una  cara  lateral  es  una  región 
cuadrada. 

A)  182  cm2  B)  192  cm2  C)  210  cm2 

D)  200  cm2  E)  220  cm2 

6.  En  la  figura  mostrada  se  tiene  un  tronco  de  prisma 
recto  que  tiene  por  base  un  triángulo  isósceles, 
AB  =  BC  =  a  y  mZABC  =  120°.  Las  aristas  la- 
terales  miden  AD  =  CF  =  a/2  y  la  tercera  BE 
es  mayor.  Si  mZDEF  =  90°  y  DF  //  AC,  hallar  el 
volumen  dél  tronco  de  prisma. 


7.  En  un  prisma  cuadrangular  regular  ABCD-EFGH 
se  ubican  los  puntos  medios  M,  N,  P  y  Q  de  las 
aristas  AB,  BC  AE  y  EH,  respectivamente.  Si  la  me- 
dida  dél  ángulo  entre  MN  y  PQ  es  60°  y  el  área  de 
la  superficie  totál  es  216,  calcular,  el  volumen  dél 
prisma. 

A) 36  B) 72  C)108 

D)  144  E) 216 

8.  En  un  prisma  triangular  regular  ABC  -  DEF,  la  me- 
dida  dél  ángulo  entre  AE  y  BF  es  60°  y  AB  =  4. 
Calcular  el  volumen  dél  prisma. 

A)  16/3  B)  16/2  C)8/3 

D)  8/2  E)  32/2 

9.  En  un  prisma  oblicuo  la  altura  es  igual  al  doble  dél 
diámetro  de  la  circunferencia  inscrita  en  la  base 
dél  prisma.  Si  la  base  es  un  polígono  regular  cuyo 
perímetro  es  12  y  la  suma  de  las  medidas  de  los 
ángulos  diedros  dél  prisma  es  1800,  calcular  el  vo¬ 
lumen  dél  prisma. 

A)  18  B)  18/3  C)36 

D)  36/3  E)  72 

10.  Se  tiene  un  cuadrado  PQRS  cuyo  lado  midé  /6 , 
PA,  RB  són  perpendiculares  al  piano  dél  cuadrado 
ubicados  en  el  mismo  semiespacio.  Si:  PA  =  9  y 
RB  =  12,  calcular  el  volumen  dél  sólido  AQSB. 

A)  18  B)  21  C)24  D)  32  E)  42 

11.  En  un  prisma  hexagonal  regular  ABCDEF- 
A’B’C’D’E’F  (AA’;  BB’;  CC’;  ...,  són  aristas  latera- 
les),  la  diagonal  mayor  midé  d  y  mZA’DF’  =  0.  Ha¬ 
llar  el  volumen  dél  prisma. 

A)  ZL  d3  /I  -  4sen29  sen20 

B)  Z^  d3  /I  -  4sen20  sen0 

C)  ZI  d3  /i  +  4sen20  sen20 
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D)  d3  Vl  +  4sen20  sen0 

E)  d3  7l  +  4sen20  sen20 

12.  En  un  prisma  oblicuo  ABC-DEF  la  proyección  de  A 
sobre  DEF  es  su  incentro.  Calcular  el  volumen  dél 
prisma,  si  el  área  de  la  cara  lateral  ACFD  es  40  y 
la  medida  dél  diedro  que  forma  dicha  cara  con  la 
base  DEF  es  60°.  AC  =  10  y  mZABC  =  90°. 

A)  1673  B)  4873  0)3273 

D)  3276  E)  6473 

13.  En  un  hexágono  regular  ABCDEF  cuyo  perímetro 
es  12,  se  levanta  AO  perpendicular  al  piano  dél 
hexágono,  tál  que  OE  =  773  .  Calcular  el  volumen 
dél  sólido  O-ABCDEF. 

A)  18  B)  1872  0)  1873 

D)  1875  E)  1877 

14.  En  un  tronco  de  prisma  cuadrangular  regular 
ABCD-EFGH:  BF  =  3  y  AE  =  CG,  la  distancia  en- 
tre  BF  y  DH  es  2.  Si  la  base  superior  EFGH  forma 
con  la  otra  base  un  diedro  que  midé  45,  calcular  el 
volumen  dél  tronco  de  prisma. 

A)  4  B)  6  C)  9 

D) 12  E) 16 

15.  Es  un  prisma  regular  ABCDEF-A’B’C’D’E’F’  de  vo¬ 
lumen  V.  Calcular  el  volumen  dél  sólido  BEF’D’. 

A)  |v  B)  |v  C)  fv 

D)  ^_V  E)  |V 

16.  En  un  prisma  regular  hexagonal  se  encuentra  ins- 
crito  un  cilindro  de  revolución;  donde  sus  bases  es- 
tán  inscritas  en  caras  laterales  dél  prisma.  Calcular 
la  razón  de  volúmenes  de  dichos  sólidos. 


A)f 

B)f 

C)f 

D)i 

E)  — 

'  12 

17.  En  un  prisma  triangular  de  base  regular  cuyo  lado 
midé  a 73,  la  arista  lateral  forma  con  la  base  un 
ángulo  de  medida  a  y  la  proyección  de  unó  de  los 
vértices  coincide  con  el  centro  de  la  base.  Calcular 
el  volumen  dél  prisma. 

A)  -|T3  a3tana 

O 

C)  |/3a3tan2a 
4 

E)  -|72a3tana 
4 

1 8.  Se  tiene  un  prisma  ABCDEF-A’B’C’D’E’F’  de  bases 
regulares  tál  que  la  región  rombal  ADD’A’  es  per¬ 
pendicular  a  las  bases.  Si  mZADD’  =  60°  y  AB  =  a, 
calcular  el  volumen  dél  prisma. 


A)  4,5a3  B)  1,5a3  C)  2a3 

D)  2,5a3  E)  3a3 

19.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH  se  ubica  el 
punto  M  en  CG  y  DM  interseca  a  CH  en  L  tál  que 
HL  =  3(LC).  Calcular  el  volumen  dél  prisma  HLMG- 
EL’M’F’,  si  el  volumen  dél  hexaedro  es  V. 

A)  1 3V/24  B)  1 1  V/26  C)  9V/20 

D)  11  V/24  E)  15  V/28 

20.  Dado  un  prisma  recto  ABC-DEF  de  base  triangular 
recto  en  B.  Si  AB  =  BC  =  BE  =  4  y  M  es  punto 
medio  de  BA,  calcular  la  distancia  entre  CM  y  EA. 

A)  4/5  B)  4/3  C)  5/3 

D)  6/5  E)  7/3 

21.  En  un  prisma  recto  ABCD-EFGH  (BC//  EH)  dél 
punto  medio  de  AB  se  traza  un  piano  perpendicu¬ 
lar  a  CD  y  se  determina  en  el  prisma  una  región 
cuadrada  de  área  A  que  es  equivalente  a  la  cara 
CDHG.  Calcular  el  volumen  dél  prisma. 

A)jy  B)2^  C)@- 

D)  ítf  E) 

b 

22.  La  diagonal  de  un  paralelepípedo  rectangular  midé 
770  y  la  suma  de  las  longitudes  de  todas  las  aris- 
tas  es  56,  además  el  área  de  una  cara  es  30.  Cal¬ 
cular  el  volumen  dél  paralelepípedo. 

A)  85  B)  87  C)  89 

D) 86  E)  90 

23.  En  un  prisma  rectö  ABCD-EFGH,  se  ubica  el  punto 
P  en  la  prolongación  de  EG.  Si  AP  =  10,  calcular 
la  distancia  entre  los  puntos  medios  de  EG  y  CP. 

A)  10  B)  8  C)  6 

D)  5  E) 4 

24.  Se  tiene  un  tronco  de  prisma  triangular,  si  la  sec- 
ción  recta  tiene  por  área  40  cm2  y  la  longitud  dél 
segmento  que  une  los  baricentros  de  las  bases  es 
de  9  cm.  Calcular  el  volumen  dél  tronco  de  prisma. 

A)  360  cm3  B)  1 80  cm3  C)  1 20  cm3 

D)  270  cm3  E)  720  cm3 

25.  La  diagonal  dél  desarrollo  de  la  superficie  lateral 
de  un  prisma  triangular  regular  y  su  altura  tiene  por 
longitudes  8  y  473  respectivamente.  Calcular  el 
área  de  la  superficie  totál  dél  prisma. 

A)  12573  B)  16173  c)  15473 

9  9  9 

n)  15273  F)  14873 

'  9  '  9 

26.  En  un  prisma  cuadrangular  regular  la  región  limita- 
da  por  trés  diagonales  de  sus  caras  tiene  un  área 
igual  a  36  m2.  Determinar  con  la  base  dél  prisma 


B)  |/2a3tana 

D)  ^V3a3tana 
4 
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un  diedro  que  midé  60°  y  calcular  el  volumen  de 
dicho  prisma. 

A)  108/6  m3  B)  106/3  m3  C)  108/2  m3 

D)  112/6  m3  E)  114/3  m3 

27.  En  un  prisma  recto  ABCD-A’B’C’D’,  tál  que 
mZBAD  =  90°;  BC  =  CD;  mZBCD  =  90°  y  el  área 
de  la  región  cuadrada  ACC’A’  es  32.  Calcular  el  vo¬ 
lumen  dél  prisma. 

A)  64/3  B)  46/2  C)32/2 

D)  64/2  E)  32/3 

28.  Se  tienen  dós  prismas  rectos  ABC-DEF  y  MNL-PQR, 
tál  que  AB  =  BC  =  5yAD=AC  =  MN  =  NL  =  ML=  6.  Si 
el  área  de  la  superficie  totál  dél  prisma  MNL-PQR 
es  mayor  que  la  dél  prisma  ABC-DEF,  calcular  el 
menor  valor  entero  de  MP. 

A)  4  B)  5  C)6 

D)  7  E) 8 

29.  En  un  prisma  cuadrangular  regular  se  traza  un  pia¬ 
no  que  interseca  a  sus  aristas  laterales.  Calcular 
la  medida  dél  ángulo  diedro  determinado  por  dicho 
piano  y  el  piano  de  la  base,  si  el  piano  determina 
en  el  prisma  una  sección  rombal  cuyo  ángulo  inte- 
rior  midé  60°. 

A)  arcos(-^|  B)  arcsen(^j 

C) arctan|^j  D)arctan(/3) 

E)  arcsen|^-J 

30.  En  un  prisma  ABC-A’B’C’  se  ubican  los  puntos  M 
y  N  centros  de  las  caras  ACC’A’  y  A’B’C’  tál  que: 
MN  =  2/2  y  la  medida  dél  ángulo  entre  AL  y  la 
base  es  30°.  Calcular  el  volumen  de  dicha  prisma. 

A)  3/6  B)  9/6  C)18/6 

D)  82/6  E)27/6 

31.  Dado  un  prisma  regular  ABCDEF-A’B’C’D’E’F’.  Si 
se  ubica  el  punto  medio  K  de  DE;  AD  n  BK  =  {L} 
y  el  volumen  dél  prisma  es  144  m3,  calcular  el  vo¬ 
lumen  dél  prisma  ABL-A”B”L”  (A”  es  punto  medio 
de  ÁA’). 

A)  14  m3  B)  16  m3  C)18m3 

D) 24  m3  E) 36  m3 

32.  Se  tiene  el  prisma  regular  ABCD-PQRS.  El  mínimo 
recorrido  para  ir  de  A  hacia  P  tocando  a  la  región 
QSDB  y  el  mínimo  recorrido  para  ir  de  A  hacia  C 
tocando  a  la  base  PQRS  se  intersecan  en  T.  Si 
TS  =  4  y  TR  =  5,  calcular  TP. 

A)  5/3  B)4/2  C)6/6 

D)  2/5  E) /7 


33.  En  un  prisma  regular  ABCD-EFGH  con  centro  en 
E  y  H  se  trazan  los  arcos  de  rádiós  EB  y  HC  que 
intersecan  a  HC  y  EB  en  Q  y  P  respectivamente. 
Si  QC  =  2  y  BC  =  4,  calcular  el  volumen  dél  sólido 
EPF-HQG. 

A)  12  B)  8,4  014,4 

D)  16  E)  16,4 

34.  Dado  un  prisma  hexagonal  regular  ABCDEF- 
GHIJKL  en  AG  se  ubica  el  punto  Q,  tál  que 
AQ  =  2(QG)  =  6/3  y  CF  =  8/3 .  Si  el  punto  que 
contiene  a  D,E  y  Q  interseca  en  P  a  FL,  calcular  la 
medida  dél  ángulo  entre  EP  y  IH. 

A)arctan(~^j  B)  arctan 

C)  arctan|-§^pj  D)  arctan 

E)  arcsen|-|J 

35.  En  un  prisma  cuadrangular  regular  el  ángulo  entre 
la  diagonal  y  una  cara  lateral  midé  30°  y  el  área  de 
la  base  es  4  cm2.  Calcular  la  longitud  dél  menor 
recorrido  para  ir  de  un  extremo  de  dicha  diagonal  al 
otro  sobre  la  superficie  lateral  dél  prisma. 

A)  /6  cm  B)  /3  cm  C)  /6  cm 

D)  3/6  cm  E)  3/2  cm 


36.  En  la  prisma  regular  ABCD-EFGH,  MN  =  a, 
MQ  =  b,  NP  =  c,  la  altura  dél  prisma  es  numé- 
ricamente  igual  al  coseno  dél  ángulo  entre  NP  y 
MQ.  Calcular  el  volumen  dél  prisma  es  numérica- 
mente  igual  al  coseno  dél  ángulo  entre  NP  y  MQ. 
Calcular  el  volumen  dél  prisma. 


A)  a2 

B)  a 


(b2  +  c2  -  2a2) 


sen20 


2bc 

'2  +  %  ~  2a^  sen29 

2bc 

2(b2  +  c2-2a2)_2Q 
2bc 


2  (2b2  +  c2  -  2a2) 

D) a- - 253 - 'sene 

E)  a2  (2fa2  +J?2  ~  2a^  sen2e 

2bc 


37.  Se  tiene  el  prisma  triangular  regular  ABC-DEF,  si 
/2  (AB)  =  BE,  calcular  la  medida  dél  ángulo  entre 
AE  y  BF. 

A)  30°  B)  80°  C)  60° 

D) 150°  E) 100° 


38.  Del  gráfico,  AB  =  BC  =  a,  mZABC  =  120°  y 
mz  DEF  =  90°,  ademásAD  =  CF  =  a/2 ,  BE  >  AD, 
calcular  el  volumen  dél  sólido  DEF-ABC. 


A)  ^-76  a3  B)  A/6  a3  C)  ^76  a3 

D)^i6a3  E)|j6a! 

39.  Se  tiene  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH  luego 
se  ubican  los  puntos  medios  de  AB,  BC,  CD  y  DA 
que  són  M,  N,  P  y  Q  respectivamente  si  AB  =  4, 
calcular  el  volumen  dél  sólido  EMQ-GNP. 

A)  64/3  B)  32/3  C)  16/3 

D)  8/3  E)  128/3 

40.  Se  tiene  paralelepípedo  rectangular  ABCD-EFGH, 
la  sección  plana  determinada  por  EH  y  el  centro  de 
la  cara  BCGF  tiene  de  área  40,  si  el  diedro  entre  el 
piano  secante  y  EFGH  midé  37°,  CG  =  6  y  GH  =  4, 
calcular  la  razón  de  volúmenes  de  los  sólidos  de- 
terminados. 

A)  1/3  B)  2/3  C)2/5 

D)  3/4  E)  1/6 

41.  Se  tiene  un  prisma  hexagonal  regular  ABCDEF- 
A’B’C’D’E’F’.  el  ángulo  entre  BE  y  A’B’  midé  12772 
si,  A’D=  2/5 ,  calcular  el  volumen  dél  prisma. 

A)  12/3  B)  8/3  C)10/3 

D)  15/3  E)  18/3 

42.  Se  tiene  el  cuadrado  ABCD,  cuyo  lado  es  de  lon- 
gitud  /2  cm.  Los  segmentos  AE  y  CF  són  perpen- 
diculares  al  piano  dél  cuadrado  y  se  ubican  en  un 
mismo  semiespacio.  Si  AE  =  6  cm  y  CF  =  9  cm. 
Calcular  el  volumen  dél  sólido  EBDF. 

A)  5  cm  B)10cm  C)4cm 

D)  6  cm  E)  8  cm 


43.  Un  prisma  recto  tiene  su  base  limitada  por  un  trape- 
cio  isósceles  cuyos  laterales  són  de  longitud  13  cm 
y  las  bases  són  de  10  cm  y  20  cm  de  longitud. 
Por  la  base  mayor  dél  trapecio  se  traza  un  piano 
secante  al  prisma,  que  determina  con  la  base  de 
dicho  prisma  un  ángulo  diedro  cuya  medida  es  53° 
y  la  altura  dél  prisma  midé  30  cm.  Calcular  la  razón 
entre  los  volúmenes  de  los  sólidos  determinados. 


A)^_ 

A;  103 

0-32- 

'  115 


B)  -32_ 
B)  105 

E) -22- 

'  135 


_32 

11 


44.  Calcular  el  volumen  de  un  prisma  recto  si  el  desa- 
rrollo  de  su  superficie  lateral  es  una  región  cuadra- 
da  de  64  m2  de  área  y  además  en  el  polígono  que 


_  Geometria  ■  575 

limita  a  sus  bases  se  puede  inscribir  una  circunfe- 
rencia  de  1  m  de  rádió. 

A)  8  m3  B)  16  m3  C)  24  m3 

D) 36  m3  E) 32  m3 

45.  Se  tiene  un  prisma  triangular  regular  ABC-A’B’C’, 
en  la  cual  la  medida  dél  ángulo  entre  la  recta  que 
contiene  al  baricentro  de  una  base  y  al  centro  de 
una  cara  lateral  y  dicha  base  es  igual  a  60°,  tál  que 
el  área  de  la  región  triangular  B’A’C  es  12/7  .  Cal¬ 
cular  el  volumen  dél  cilindro. 

A)  248  B)  240  C)  144 

D) 140  E) 200 

46.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones. 

I.  Todo  poliedro  tiene  diagonales. 

II.  Si  un  poliedro  tiene  sus  caras  regulares  y  con- 
gruentes  entre  sí,  entonces  es  regular. 

III.  Si  un  poliedro  tiene  dós  caras  paralelas  y  con- 
gruentes  y  las  demás  caras  regiones  paralelo- 
grámicas,  entonces  es  un  prisma. 

IV.  El  número  de  aristas  de  un  prisma  puede  ser 
21. 

A)  WFF  B)  FFVF  C)  FFFV 

D)  WW  E)  FVFV 

47.  En  un  rectoedro  ABCD-EFGH,  los  centros  de  sus 
bases  ABCD  y  EFGH  són  los  puntos  O  y  Q,  si  el 
volumen  dél  sólido  ABO-EFQ  cuyas  caras  són  cua- 
dradas,  es  16/3  cm3;  calcular  el  área  de  la  super¬ 
ficie  lateral  de  dicho  paralelepípedo. 

A)  32(/3  -  1)  cm3  B)32(/2  +  1)  cm3 

C)  32^73 --i)  cm3  D)  32(73  -72)  cm3 

E)  32(73  +  1)  cm3 

48.  Se  tiene  un  paralelepípedo  rectangular  ABCD-EFGH. 
Calcular  la  suma  de  las  medidas  de  las  caras  dél 
triedro  E-BDG. 

A)  90°  B)  120°  0180° 

D)  270°  E) 135° 

49.  Según  el  gráfico,  la  región  triangular  ABT  de  área  S 
es  tangente  a  la  superficie  semiesférica  en  T.  Cal¬ 
cular  el  volumen  dél  prisma  regular  ABCD-EFGH 
en  función  de  S  y  r. 
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A)  8  Sr  B)  4  Sr  C) 

d)!t7  e)Et 

50.  Se  tiene  un  prisma  hexagonal  regular  ABCDEF- 
A’B’C’D’E’F’  si  AB  =  BB’  =  m,  calcular  el  área  de 
la  sección  plana  determlnada  en  el  prisma  por  el 
piano  que  pasa  por  C,  D  y  A’. 

A)  6  m2  B)  2  m2  C)  3  m2 

D)  4  m2  E)  5  m2 

51.  En  el  gráfico,  se  tiene  un  prisma  hexagonal  y  una 
pirámide.  Si  las  bases  de  dichos  sólidos  són  para- 
lelas  y  la  razón  de  volúmenes  dél  prisma  y  pirámi¬ 
de  es  igual  a  K,  calcular  VPA/Q. 


B  C 


52.  En  un  prisma  regular  ABCD-EFGH,  M  y  N  són  pun- 
tos  medios  de  FB  y  DC  respectivamente;  tál  que 
NG  =  a  y  mZAMN  =  mZMNG.  Calcular  el  volumen 
dél  prisma. 

A)  8al/5  B)  4aiÍ5  c)  3^5 

5  5  5 

D)a2/5 

5 

53.  En  un  hexaedro  regular  ABD-EFGH,  O  es  centro 
de  la  cara  CDHG  y  M  es  un  punto  de  HD.  Calcular 
la  medida  dél  ángulo  entre  FM  y  AG. 

A)  75°  B)  45°  C)  82° 

D)  72°  E)  90° 

54.  En  un  tetraedro  regular  ABCD,  M  y  N  són  puntos 

medios  de  AC  y  DC  respectivamente,  luego  se  tra- 
za  la  altura  DH  dél  tetraedro;  en  AH  y  DB  se  ubi- 
can  los  puntos  de  P  y  Q  respectivamente,  tál  que 
AP  =  3(PH)  y_BQ  =_3(DQ).  Calcular  la  medida  dél 
ángulo  entre  MP  y  NQ. 

A)  30°  B)  37°  C)  45° 

D)  53°  E)  60° 

55.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  en  EL  y  FB 
se  ubican  los  puntos  M  y  L  respectivamente,  tál 
que  FL  =  3(BL)  y  MC  es  secante  con  FH  en  un 
punto  T;  AB  =  a.  Calcular  la  razón  entre  los  volú¬ 
menes  dél  hexaedro. 

A)  1  B)  2/3  C)  3/4 

D)  5/8  E)  /2//3 


56.  En  un  tetraedro  regular  ABCD,  cuya  arista  midé  6, 
la  altura  AM  dél  tetraedro  se  ubica  en  el  punto  P,  tál 
que  AP  =  3(PH)  y  G  es  baricentro  de  la  cara  ACD. 
Calcular  la  distancia  entre  PG  y  CD. 

a)  n  b)-^  02/3 

D)  /3  E)  3/2 

57.  En  un  prisma  cuadrangular  regular,  el  segmento 
que  une  el  centro  de  una  base  y  el  punto  de  inter- 
sección  de  las  diagonales  de  una  cara  lateral  midé 
4  cm;  además  dicho  segmento  forma  con  la  dicha 
base  un  ángulo  que  midé  60°.  Calcular  el  volumen 
de  dicho  prisma. 

A)  16/3  cm3  B)  8/3  cm3  C)32/3cm3 

D)  24/3  cm3  E)  48/3  cm3 

58.  Se  tiene  un  prisma  triangular  oblicuo  ABC-A’B’C’ 
siendo  G  y  G’  los  baricentros  de  sus  bases.  La 
proyección  de  G  sobre  la  base  A’B’C’  es  el  punto 
medio  de  C’B\  calcular  el  volumen  de  dicho  prisma 
si  GG’  =  5  cm;  además  el  ángulo  formado  por  GG’ 
con  el  piano  de  su  base  midé  53°  y  dichas  bases 
són  regulares. 

A)  1 00  /3  cm3  B)  72  /3  cm3  C)  1 08  /3  cm3 

D)  54/3  cm3  E)  106/3  cm3 

59.  En  un  octaedro  regular  M-ABCD-N  sean  G,  y  G2 
baricentros  de  las  regiones  triangulares  MAD  y 
MBC,  calcular  la  razón  entre  los  volúmenes  dél  oc¬ 
taedro  y  dél  sólido  AG1D-GB2C. 

A)  9/2  B)  9/4  C)  9/8  D)  9/11  E)9/10 

60.  En  un  prisma  triangular  regular  ABC-A’B’C’,  el  pia¬ 
no  determinado  por  los  puntos  A,  C  y  G  determinan 
en  el  prisma  una  sección  de  área  S  (G  es  centro  de 
la  cara  AA’BB’),  calcular  el  volumen  de  dicho  sólido 
si  BB’  =  AB. 

A)  S3  B)  s2  C)  8/21  S2 

D)Z^S  E)  s/S 

61.  En  un  rectoedro  ABCD-EFGH,  los  centros  de  sus 
bases  ABCD  y  EFGH  són  los  puntos  O  y  Q.  Si  el 
volumen  dél  sólido  ABO-EFQ,  cuyas  caras  són  cua- 
drados,  es  16/3,  calcula  el  área  de  la  superficie 
lateral  de  dicho  paralelepípedo. 

A)  12(/2  -  1)  B)  24(/2  —  1)  C)8(/3  +  1) 

D)16(/3  +  1)  E)  32(/3  +  1) 

62.  En  un  tronco  de  prisma  triangular  recto,  la  base 
ABC  es  una  región  equilátera  y  las  aristas  laterales 
miden  8;  5  y  4.  Si  el  volumen  dél  tetraedro  determi¬ 
nado  por  la  base  superior  y  el  vértice  B  es  de  1 2  /3 , 
calcular  el  área  de  la  base. 

A)  5/3  B)  6/3  C)7/3  D)  8/3  E)9/3 


Geometria  ■  577 


63.  Un  sólido  esté  limitado  por  una  región  rectangular 
cuyas  dimensiones  miden  30  y  20  y  por  cuatro  pla- 
nos  inclinados  a  45°  sobre  el  piano  dél  rectángulo, 
calcular  el  volumen  de  dicho  sólido. 

A)  4000  B)  4000/3  C)3000 

D)  7000/3  E)  8000/3 

64.  En  un  prisma  regular  triangular  ABC-A'B'C'  se  traza 
un  piano  secante  que  pasa  por  A;  E  y  F.  Si  E  y  F  per- 
tenecen  a  las  aristas  BB'  y  CC\  tál  que  BE  =  EB'  =  3 
y  CF  =  2FC'  =  4,  las  rectas  AE  y  AF  intersectan 
al  piano  A'B'C'  en  P  y  S,  respectivamente,  AB  =  4, 
hallar  el  volumen  dél  sólido  EFC'B'-SP. 

A)  28/3/3  B)  27 ■131 A  C)  29/3/3 

D)  31/3/3  E)  32/3/3 

65.  En  un  prisma  oblicuo  triangular  el  área  de  una  cara 
lateral  ABCD  es  5,  el  área  de  la  base  es  12.  Sa- 
biendo  que  las  aristas  laterales  están  inclinados 
60°  respecto  a  la  base  y  tienen  longitud  4,  calcular 
la  distancia  de  la  arista  opuesta  a  la  cara  ABCD. 

A)  40/3/5  B)  41/3/5  C)  43/3/5 

D)  44/3/5  E)  48/3/5 

66.  En  un  prisma  oblicuo,  el  área  lateral,  el  área  de 
la  sección  recta  y  el  perímetro  de  la  sección  recta 
miden  S2  y  2p,  respectivamente.  Calcular  el  vo¬ 
lumen  dél  prisma. 

A)  S,S2/2p  B)  S,S2/p  C)  S?  S2/4p2 

D)(S,  +  S2)p  E)  ^--■p 

67.  Un  tronco  de  prisma  triangular  recto  tiene  por  aris¬ 
tas  básicas  segmentos  cuyas  longitudes  són  8;  12 
y  6.  Las  aristas  laterales  opuestas  a  estos  lados 
miden  15;  5  y  10,  respectivamente,  calcular  el  área 
de  la  superficie  lateral  dél  tronco. 

A)  220  B)  250  C)270 

D) 300  E)  320 

68.  En  un  prisma  triangular  regular  cuya  altura  midé  8 
y  el  desarrollo  de  su  superficie  lateral  es  una  región 
rectangular  cuya  diagonal  midé  16,  hallar  el  volu¬ 
men  dél  sólido  limitado  por  el  prisma. 

A)  24/3  B)  25/3  C)125/3/3 

D)  128/3/3  E)  130/3/3 

69.  En  un  prisma  triangular  regular,  los  centros  de  sus 
caras  laterales  y  el  centro  de  una  base  són  los  vér- 
tices  de  un  tetraedro  regular  cuya  superficie  totál 
tiene  por  área  9/3  ,  hallar  el  volumen  dél  prisma. 

A)  50/2  B)  52/2  C)54/2 

D)  56/2  E)  58/2 

70.  En  un  prisma  oblicuo  de  bases  regulares  la  proyec- 
ción  dél  vértice  A  sobre  la  base  PQR  coincide  con 
el  centro  de  dicha  base.  Si  la  arista  básica  midé  L  y 


las  aristas  laterales  están  inclinadas  30°  respecto  a 
la  base  hallar  el  volumen  dél  prisma  hexagonal  de 
base  regular  inscrito  en  el  prisma  triangular. 

A)  L3 /3/18  B)L3/3/4  C)L3/2/18 

D)L3/2/3  E)L3/3 

71.  Dos  aristas  laterales  opuestas  de  un  tronco  de  pa- 
ralelepípedo  recto  miden  a  y  la  diferencia  de  las 
longitudes  de  las  otras  dós  aristas  opuestas  es 
5/3 ,  el  piano  que  contiene  a  la  base  superior  de- 
termina  con  el  piano  de  la  base  un  ángulo  que  midé 
30°.  Si  la  base  es  una  región  cuadrada,  calcular  el 
volumen  dél  sólido  limitado  por  el  tronco  de  para- 
lelepípedo. 

A)  2a2  B)  a2/2  C)225a/2 

D)225a  E)  225a/3 

72.  En  un  prisma  cuadrangular  regular  el  ángulo  entre 
la  diagonal  y  una  cara  lateral  midé  30°  y  el  área  de 
la  base  es  4.  Calcular  la  longitud  dél  menor  recorri- 
do  para  ir  de  un  extremo  de  dicha  diagonal  al  otro 
sobre  la  superficie  lateral  dél  prisma. 

A)/6  B)/7  C)2/6 

D)  2/7  E)  /Tí 

73.  Calcular  el  volumen  de  un  prisma  recto  si  el  desa¬ 
rrollo  de  su  superficie  lateral  es  una  región  cuadra¬ 
da  de  área  64  y  además  en  el  polígono  que  limita 
a  su  base  se  puede  inscribir  una  circunferencia  de 
rádió  1 . 

A)  6  B)  8  C)16 

D) 24  E) 32 

74.  Se  tiene  el  cuadrado  ABCD,  cuyo  lado  midé  /2 . 
Los  segmentos  AE  y  CF  són  perpendiculares  al 
piano  dél  cuadrado  y  se  ubican  en  un  mismo  se- 
miespacio.  Si  AE  =  6  y  CF  =  9,  calcular  el  volumen 
dél  sólido  EBDF. 

A)  5  B)  10  C)  15 

D)20  E) 25 

75.  Calcular  el  área  lateral  de  un  prisma  oblicuo,  cuya 
sección  recta  es  un  hexágono  regular  de  superficie 
30/3,  la  altura  dél  prisma  es  10/3  y  las  aristas 
están  inclinadas  60°  con  respecto  a  la  base. 

A)  120/5  B)  360  C)240 

D)  180  E)  240/5 

76.  Calcular  el  volumen  de  un  prisma  oblicuo  cuya  al¬ 
tura  es  igual  al  diámetro  de  la  circunferencia  ins- 
crita  a  la  base,  si  la  base  es  un  polígono  regular 
de  lado  2  y  la  suma  de  las  medidas  de  los  diedros 
básicos  es  1080°. 

A)  24/3  B)  36  C)48 

D)  32  E)  30/3 

77.  El  área  de  la  superficie  totál  de  un  paralelepípedo 
rectangular  cuya  altura  es  4,  es  4  veces  el  área  de 
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una  de  las  superficies  diagonales  (piano  diagonal) 
correspondiente  a  una  de  las  aristas  laterales  y  el 
área  de  esta  superficie  diagonal  es  los  5/6  de  la 
suma  de  las  áreas  de  las  bases.  Calcular  el  área 
de  la  superficie  dél  paralelepípedo,  si  el  períme- 
tro  de  su  base  es  28. 

A)  160  B)  180  C)200 

D)220  E)  240 

78.  En  un  prisma  regular  ABCDEF-GHI JKL,  se  ubica  el 
punto  medio  M  de  JD;  DL  n  FM  =  T  y  el  volumen 
dél  prisma  es  V.  Calcular  el  volumen  dél  prisma 


LJMT-GLSN. 

A)  5V/9 

B)  7V/9 

C)5V/18 

D)7V/18 

E)  1 1  V/1 5 

79.  Calcular  el  volumen  dél  prisma  oblicuo  ABCD- 
EFGH,  sabiendo  que  sus  bases  són  regiones  cua- 
dradas.  La  proyección  dél  punto  A  es  el  centro  de 
la  base  EFGH  y  AE  =  AB  =  4. 

A)16V5  B)  32/2  C)16V3 

D)  32  V3  E)  16^2 

80.  Las  bases  de  un  prisma  recto  són  los  romboides 
ABCD  y  EFGH,  en  la  arista  DH  se  ubica  el  punto 
medio  M;  en  la  arista  AE  se  ubica  el  punto  P.  Si  el 
volumen  dél  tronco  de  prisma  PBM-EFH  es  los  2/5 
dél  prisma  dado  y  AP  =  2,  calcular  PE. 

A) 12  B) 9  C) 18 

D)  6  E) 15 


1.  A  | 

11.  A 

21.  D 

31.  B 

41.  A 

51.  A 

1  61.  C 

71.  B 

: 

2.  A  ! 

12.  B 

22.  E 

32.  E 

42.  A 

52.  A 

I  62.  B 

72.  B 

ü$ 

3.  B  ! 

13.  D 

23.  D 

33.  C 

43.  A 

53.  E 

1  63.  C 

73.  B 

4.  A  1 

14.  A 

24.  A 

34.  B 

44.  E 

54.  A 

i  64.  D 

74.  D 

fi 

5.  B  { 

15.  A' 

25.  D 

35.  C 

45.  C 

55.  A 

!  65.  D 

75.  D 

\ 

6.  c  ; 

16.  B 

26.  A 

36.  A 

46.  C 

56.  D 

|  66.  D 

76.  B 

7.  e  ; 

17.  D 

27.  D 

37.  C 

47.  E 

57.  D 

|  67.  C 

77.  C 

i 

8.  C  ! 

18.  A 

28.  B 

38.  A 

48.  C 

58.  C 

;  68.  A 

78.  B 

i 

9.  E  ! 

19.  D 

29.  E 

39.  A 

49.  B 

59.  A 

:  69.  C 

79.  A 

P? 

10.  B  ; 

20.  B 

30.  E 

40.  A 

50.  C 

60.  E 

1  70.  E 

80.  A 

j 

Pirámide  y 
tronco  de 
pirámide 


Eudoxo  de  Cnido  (Cnido,  actual 
Turquía,  390  a.  C.-337  a.  C.)  fue  un 
filósofo,  astrónomo,  matemático 
y  médico  griego,  pupilo  de  Pla¬ 
tón.  Nada  de  su  obra  ha  Ilegado  a 
nuestros  días;  todas  las  referencias 
con  las  que  contamos  provienen 
de  fuentes  secundarias,  como  el 
poéma  de  Arató  sobre  astrono- 
mía.  Eudoxo  fue  el  primero  en 
plantear  un  modelo  planetario  ha¬ 
sadó  en  un  modelo  matemático. 
por  lo  que  se  le  considera  el  padre 
de  la  astronomía  matemática.  Su 
fama  en  astronomía  matemática 
se  debe  a  la  invención  de  la  esfera 
celeste  y  a  sus  precoces  aporta- 
ciones  para  comprender  el  movi- 
miento  de  los  planétás,  que  recreó 
construyendo  un  modelo  de  esfe- 
ras  homocéntricas  que  represen- 
taban  las  estrellas  fijas,  la  Tierra. 
los  planétás  conocidos,  el  Sol  y  la  Luna,  y  dividió  la  esfera  celeste  en  grados  de  latitud  y  longitud. 

Eudoxo  demostró  que  el  volumen  de  una  pirámide  es  la  tercera  parte  dél  de  un  prisma  de  su  mis¬ 
ma  base  y  altura;  y  que  el  volumen  de  un  cono  es  la  tercera  parte  dél  de  un  cilindro  de  su  misma 
base  y  altura,  teoremas  ya  intuidos  por  Demócrito.  Para  demostrarlo  elaboró  el  llamado  método 
de  exhausción.  antecedente  dél  cálculo  integrál,  para  calcular  áreas  y  volúmenes.  El  método  fue 
utilizado  magistralmente  por  Arquímedes.  El  trabajo  de  ambos  como  precursores  dél  cálculo  fue 
únicamente  superado  en  sofisticación  y  rigor  matemático  por  Newton  y  Leibniz. 

Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  PIRÁMIDE 


Es  el  poliedro  obtenido  al  intersecar  una  superficie  pira- 
midal  cerrada,  mediante  un  piano. 


•  La  figura  1  muestra  una  pirámide  de  vértice  O; 
base  ACDEF  y  caras  laterales  AOF,  OFE,  etc. 

•  h  es  la  longitud  de  la  altura  dél  sólido  (distancia  dél 
vértice  al  piano  de  la  base). 

•  Si  V  es  el  volumen  de  la  pirámide,  cuya  base  tiene 
área  B,  se  cumple: 

V=  §h 

_ _ 3 _ 

•  La  suma  de  las  áreas  de  las  caras  laterales  (todas, 
regiones  triangulares)  es  el  área  lateral  de  la  pirá¬ 
mide.  El  área  totál  dél  sólido  es  igual  al  área  lateral 
más  el  área  de  su  base. 

•  La  pirámide  se  llama  regular,  si  la  base  es  un  polí- 
gono  regular  y  la  altura  cae  en  el  centro  de  la  base. 
En  cualquier  otro  caso,  la  pirámide  es  irregular. 

O 


•  Una  pirámide  se  menciona  según  el  número  de 
lados  de  la  base,  indicando  primero  el  vértice.  La 
figura  1  muestra  una  pirámide  irregular  pentagonal 
O-ACDEF  y  la  figura  2,  una  pirámide  regular  cua- 
drangular  O-ACDE. 

•  En  la  figura  2:  ON  es  la  apotema  de  la  pirámide;  a 
es  la  medida  dél  diedro  que  forma  la  cara  lateral 
con  la  base;  <f>  es  la  medida  dél  ángulo  que  formán 
las  aristas  laterales  con  la  base.  (Se  cumple;  a  >  <|>). 


<4  PROPIEDADES 


1. 


Si  dós  pirámides  triangulares  tienen  un  mismo 
triedro  o  dós  triedros  congruentes,  unó  en  cada 
sólido,  entonces  los  volúmenes  són  entre  sí  como 
los  productos  de  las  longitudes  de  las  aristas  que 
determinan  dicho  triedro. 


Para  el  gráfico: 

Ya-cdq 


(AE)(AF)(AG) 

(AC)(AQ)(AD) 


(VA.EFG:  volumen  dél  sólido  A-EFG) 


2.  Si  se  interseca  la  superficie  lateral  de  cualquier  pi¬ 
rámide  con  un  piano  paralelo  a  la  base,  se  obtiene 
una  pirámide  parcial  semejante  a  la  original. 

Se  cumple: 

a.  Las  áreas  són  entre  sí,  como  los  cuadrados  de 
las  longitudes  de  las  alturas  o  de  cualquier  pár 
de  líneas  homólogas. 

Así,  llamando  S!  y  S2  las  áreas  de  las  superfi- 
cies  referidas  a  la  pirámide  parcial  y  totál,  res- 
pectivamente. 

(St  y  S2,  pueden  representar  áreas  totales, 
áreas  laterales,  áreas  de  las  bases  o  áreas  de 
caras  homólogas). 


b.  Los  volúmenes  són  entre  sí  como  los  cubos  de 
cualquier  pár  de  líneas  homólogas: 

V,  (h,)3  (OE)3  (EQ)3 
V2  (h2)3  (OA)3  (AM)3 


<4  DESARROLLO  DE  LA  SUPERFICIE  LATERAL 

Resulta  una  región  pdligonal. 

O  a 


<4  TRONCO  DE  PIRÁMIDE 

Un  tronco  de  pirámide  es  el  sólido  que  se  determina  al 
cortar  la  superficie  lateral  de  una  pirámide  con  un  piano, 
sea  o  no  paralelo  a  la  base. 

Se  llaman  bases  dél  tronco,  a  la  base  de  la  pirámide 
original  y  a  la  región  que  genera  el  piano  secante. 


Geometría  ■  581 


El  volumen  se  calcula  restando  al  volumen  de  la  pirámi- 
de  original  con  el  de  la  pirámide  deficiente. 


Tronco  de  pirámide  de  bases  paralelas 

En  este  caso,  las  regiones  poligonales  que  representan 
las  bases  dél  tronco,  están  contenidas  en  planos  para- 
lelos.  Estos  polígonos  són  semejantes. 

La  distancia  entre  dichos  planos  es  la  altura  dél  sólido. 
En  este  caso,  el  volumen  se  calcula  así: 


V  =  |(A  +  B  +  VAB) 


Donde: 

A  y  B  són  áreas  de  las  bases. 
h  es  la  longitud  de  la  altura. 

Tronco  de  pirámide  regular 

Es  el  tronco  de  pirámide  regular  de  bases  paralelas.  Las 
caras  laterales  són  trapecios  isósceles.  El  segmento 
que  une  los  puntos  medios  de  las  bases  de  cada  caraja- 
teral  representa  una  apotema  dél  tronco  (Ejemplo:  MN). 


El  volumen  se  calcula  con  la  formula  anterior. 

s>  pa  y  pb  són  los  perímetros  de  las  bases,  entonces  el 

área  lateral  (SL)  es: 


MN 


Ejemplos: 

1.  Hallar  el  área  lateral  y  el  volumen  de  una  pirámide 
regular  hexagonal,  sabiendo  que  las  caras  latera¬ 
les  formán  diedros  de  45°  con  la  base  y  las  aristas 
básica  tienen  longitudes  “a”. 

Resolución: 


2. 


OM  es  la  apotema  de  la  base 
En  el  kEOM  (isósceles): 

EM  =  (OM)V2 


OM=  |V3 


EM  =  |i6 


OM  =  EO  =  |V3 
Cálculo  dél  área  lateral: 
Sl  =  6(Saeb)  =  6 


...(1) 

...(2) 


SL  =  |a2V6 


=»  SL=  3(AB)(EM)  =  3(a)(|/6) 

Cálculo  dél  volumen: 

V  =  |A6ase(EO)  -  V  =  |(|)(a2V3)(|V3) 

V  =  Ta3 

4 

Hallar  la  formula  para  calcular  los  volúmenes  dél 
tetraedro  y  octaedro  regulares,  en  función  de  la 
longitud  a  de  la  arista. 

Resolución: 

•  Tetraedro  regular: 


Se  sabe  que  la  longitud  de  la  altura  dél  tetrae¬ 
dro  regular  es:  EH  =  -|/6 
Luego,  el  volumen  será: 

V=-1(A*aCD)(EH).  V  =  l(a2f)(§V3) 


V  =  —Í2 
12 


Octaedro  regular: 


=  2[^(Aacog)(EO)]=  2[-l(a2)^] 


V  =  — V2 

v  octaedro  3 


3. 


Hallar  el  volumen  dél  sólido  que  se  obtiene  al  unir 
los  centros  de  las  caras  de  un  cubo  de  volumen  V. 

Resolución: 

Sea  el  gráfico  dél  probléma:  al  unir  los  centros  de 
las  caras  dél  cubo  se  forma  una  doble  pirámide. 
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4. 


MN  =  -|,  altura  de  la  pirámide  M-OPQR 
Volumen  pedido:  Vx  =  2(VM.0PQR) 

v,  =  2[1(Sopqr)mn]  =  2(1)(^)(|) 

.  V  =  ai=  V 
'  x  6  6 

Hallar  el  volumen  dél  sólido  que  se  forma  al  unir  los 
puntos  medios  de  las  aristas  de  un  cubo  de  volumen  V. 

Resolución: 


En  el  gráfico,  el  volumen  Vx  pedido  equivale  al  dél 
cubo  menos  el  de  las  ocho  pirámides: 


v.  -  V,„  -  8(V„._)  =  v  -  8[i(S„J(EA) 

Kf)-v-í 


Pero:  a3  =  V,  luego: 

V  =  V  -  —  ■  v  =  -V 
vx  v  6  ..  vx  gv 


5.  Se  tiene  una  pirámide  E-ABCD,  cuya  base  es  un  tra- 
pecio,  siendo  BC  //AD;  BC  =  6  y  AD  =  10.  Hallar  el 
volumen,  sabiendo  que  el  área  de  la  proyección  de  la 
pirámide,  sobre  un  piano  perpendicular  a  BC  es  18. 

Resolución: 


En  el  gráfico,  P  es  un  piano  de  proyección  perpen¬ 
dicular  a  BC.  BC  y  AD  se  proyectan  como  puntos. 
La  altura  de  la  pirámide  se  proyecta  en  su  verda- 
dera  magnitud  (RH  =  EC).  MN  tiene  igual  longitud 
que  la  altura  dél  trapecio  ABCD. 


Para  el  volumen:  V  =  -|(SA8CD)(EF) 

v  =  |(BC2AD)<mnxef> 

Como:  EF  =  RH: 

v=|(bc  +  ad)[MÜ] 
Pero:M?H)=SMRN 
V=i(BC+AD)(SMRN) 

Con  los  datos:  V  =  -1(6  +  10)(18)  .-.  V  =  96 


6.  Hallar  el  volumen  de  una  pirámide  regular  cuadran- 
gular,  sabiendo  que  el  lado  de  la  base  tiene  longi¬ 
tud  “a”,  y  el  piano  que  pasa  por  una  arista  básica  y 
la  base  média  de  la  cara  opuesta,  forma  un  diedro 
de  45°con  la  base. 


Resolución: 


Sea  E-ABCD  la  pirámide  y  MNCD  el  piano  que 
forma  un  diedro  de  45°,  con  la  base  ABCD  (figura 
1).  Si  trazamos  EP1AB  y  EQlCD,  en  el  triángulo 
PEQ  se  puede  hallar  la  longitud  de  la  altura  EH  de 
la  pirámide  (figura  2). 

En  el  triángulo  PEQ:  G  es  el  baricentro 
=>  EH  =  3(GH) 

Siendo:  GH  =  HQ  =  |  =>  EH  =  ^ 

Luego,  el  volumen  de  la  pirámide  será: 
v  =  ^(Sabcd)(EH)  V  =  |(a2)(^)  •••  V  =  ^ 


7.  Hallar  el  volumen  de  una  pirámide  E-ABC,  cuyas 
caras  laterales  formán  diedros  de  45°  con  la  base 
ABC.  Si:  AB  =  13;  BC  =  15  y  AC  =  14. 

Resolución: 


AB  =  13,  BC  =  15;  AC  =  14 
Cálculo  de  la  altura  EH. 

En  el  gráfico:  mZEQH  =  mZEPH  =  mZENH  =  45° 
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Luego:  AEHQ  s  AEHP  =  AEHN  =>  HQ  =  HN  =  HP 
Es  decir,  H  equidista  de  los  lados  dél  triángulo 
ABC,  H  es  el  incentro  dél  triángulo  y  r  es  el  inradio. 
Luego:  EH  =  r 

Para  hallar  SABC  por  la  formula  de  Herén: 

p  =  13  +  ™  +  15  =21  =»  p  =  21 

SABC  =  V21  (21  -  13)  (21  -  1 4)  (2 1  -15)  =  84 

También:  SABC  =  pr:  sustituyendo  valores  resulta: 
r  =  4  =*  EH  =  4 
El  volumen  de  la  pirámide  será: 
v=  I(SABC)(EH)=  i(84)(4)  =  112 


8.  Las  áreas  de  las  bases  de  dós  pirámides  semejan- 
tes  són  entre  sí  como  4  es  a  9.  Hallar  la  reláción  de 
sus  volúmenes. 


Resolución: 

Siendo  las  áreas  S!  y  S2;  las  alturas  h,  y  h2;  se  sabe 
que  se  debe  cumplir: 

hl\2  _  4  _  ^  =  2 
i2  3 

Luego,  para  los  volúmenes: 

V,  _  /  M3  .  V  _  _8_ 

V2  \hj  ■'  V2  27 


Luego:  fe)=l 


9.  <j,En  qué  reláción  se  encuentran  los  volúmenes  de 
los  sólidos  parciales  que  determina  el  piano  media- 
triz  de  la  altura  de  una  pirámide? 

Resolución: 

Sea  la  figura: 


V  h3 

Se  sabe  que:  — —  = 

Motal  H 


V,  _  1 

"  Vtotal  H3  "  Vtotal  8 
Es  decir:  V,  =  |v,otal  =>  V2  =  |vtoUI 
,  V,  1 

Lueg0:  Í  =  7 

1 0.  El  volumen  de  un  tetraedro  A-BCD  es  30.  Sobre  AB, 
AC  y  AD  se  tornán  los  puntos  M,  N  y  R,  respectiva- 
mente.  Si:  AM  =  MB;  AN  =  2(NC)  y  2(AR)  =  3(RD), 
hallar  el  volumen  dél  sólido  BCD-RMN. 


Resolución: 


Incógnita:  VBCD_RNM 

Las  pirámides  A-MNR  y  A-BCD  tienen  en  común  el 
triedro  A.  Luego,  sustituyendo  datos  y  valores  asig- 
nados  por  el  enunciado: 

Va-mnr  (AM)(AN)(AR) 

Va.bcd  (AB)(AC)(AD) 

Pero:  VBCD.RNM  =  VABCD  —  VA.MNR  VBCD.RNM  =  24 

1 1 .  Hallar  el  volumen  de  una  pirámide  regular  hexagonal 
circunscrita  a  una  esfera  de  rádió  r,  sabiendo  que  las 
caras  laterales  formán  diedros  de  60°  con  la  base. 

Resolución: 


La  superficie  esférica  es  tangente  a  las  caras  dél 
poliedro. 

El  punto  de  tangencia  con  la  cara  EAC  se  ubica 
sobre  la  apotema  AM  y  con  la  base  en  el  centro  O. 
Por  dato:  mZAMO  =  60° 

Si  se  traza  MP,  en  el  AMOP  puede  hallarse: 
OM  =  r-IZ 

Luego,  con  este  valor,  en  la  base: 

CM  =  =>  CM  =  r  *  CE  =  2r 

En  el  kAOM:  AO  =  (OM)(  V3 )  =>  AO  =  3r 
Por  otro  lado,  el  área  de  la  base  es: 

B  =  |(CE)2(V3)  =>  B  =  |(2r)2(V3)  =>  B  =  6r2 V3 
Finalmente,  el  volumen  será: 

V  =  |(B)(AQ)  =  |(6r2)(V3)(3r)  V  =  6r3(/3) 


12.  Hallar  el  volumen  de  un  tetraedro  B-ACD,  en  el 
cual  AB  =  4;  CD  =  6.  La  mínima  distancia  entre  AB 
y  CD  es  5  y  además  estas  rectas  se  cruzan  con  un 
ángulo  de  medida  30°. 


Resolución: 


B 


Fig.  1 
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La  figura  1,  muestra  el  tetraedro  y  la  figura  2,  el 
procedimiento  de  solución. 

Para  graficar  la  mínima  distancia  entre  AB  y  CD,  se  pro- 
yecta  el  conjunto  sobre  el  piano  P,  perpendicular  a  CD: 
ST,  es  la  mínima  distancia  entre  dichas  rectas. 

Por  dato:  ST  =  5. 

Como  AR  //  CD,  entonces  el  ángulo  de  cruce  entre. 
AByCDeselmismoqueformaAByAR:  m  ZRAB  =  30° 
Además:  RM  =  BE,  donde  BE  1  AR. 

En  el  LAEB:  BE  =  =>  BE  =  2  =  RM  =  2 


Para  el  volumen: 

V  =  |awbh)  -  v  =  j.|(CpHAQ)  j(BH) 

Pero:  AQ  =  RS  y  BH  =  MN;  luego: 
v=l[(CDp)](MN) 

Es  decir:  V  =  i(CD)[(-FZHMN-)]  =  1(CD)(Aarms) 
Major:  V=i(CD)[M§I)] 

Sustituyendo  datos:  V  =  ^(6)|^~^j  V  =  10 


30  PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


1.  El  volumen  dél  tetraedro  A-BCD  es  V;  AP  =  2(PB); 
BR  =  RD  y  BQ  =  QC.  Hallar  el  volumen  dél  polie- 
dro  EF-CQRD. 


Resolución: 


Vx  —  Va-pef  Vap-qrdc  •■•(1) 

Llamando  h  la  altura  de  la  pirámide  A-BCD,  trazada 
desde  B;  como  por  dato:  AP  =  2(AB)/3,  entonces  la  al¬ 
tura  de  la  pirámide  A-PEF,  trazada  desde  P,  seré  2h/3. 
Para  hallar  el  VA.PEP  falta  relacionar  las  áreas  AEF  y 
ACD.  Para  ellő,  se  recurre  al  teorema  de  Menelao 
en  el  triángulo  ABC: 

=>  FA  =  2(CF) 

Análogamente:  EA  =  2(AD) 

Luego,  CD  es  base  média  dél  triángulo  EAF. 

SAEF  =  4(Sacd) 


v  <M?) 

Entonces:  =  \±1 

Va-BCD  (SACD)(h) 

Va-PEF  _  o  w  _  8w 

y  _  O  =*  VA-PEF  ~  3  V 

•(2) 

Ahora,  se  calcula  Vap-qrdc: 

Vap-qrdc  =  Va-bcd  —  ^p-bqr 

...(a) 

Como  las  pirámides  P-BQR  y  A-BCD  tienen  en  co- 

mún  el  triedro  B: 

VP.BQR  _  (BP)(BR)(BQ) 

Va.bcd"  (BA)(BC)(BD)’ded°nde 

w  (BP)(BR)(BQ)/xa 

Vp.bqr  =  (BA)(BC)(BD)  v  ’  sustltuyend0  en  (“) 

Sustituyendo  equivalentes: 

Vap-qrdc  -  V 

=*  Vap-qrdc  ~  ~2^  *"(3) 

Finalmente,  (2)  y  (3)  en  (1): 

V  =  *V  -  — V  •  V  =-V 

x  3  2  '  x  4 

2.  El  volumen  de  un  tronco  de  pirámide  cuadrangular  re- 
gular  es  74  cm3.  Si  su  altura  midé  6  cm  y  el  área  de  una 
de  las  bases  es  16  cm2,  hallar  el  área  de  la  otra  base. 

Resolución: 

Se  tiene  por  formula:  V  =  -|(A  +  B  +  /AB) 

Donde:  V  =  74;  A  =16;  h  =  6 

Luego:  74  =  |(16  +  B  +  flM)  B  =  9  cm2 

3.  Hallar  el  volumen  de  un  tronco  de  pirámide  regular 
cuadrangular,  de  áreas  básicas  16  m2  y  64  m2  cir- 
cunscrita  a  una  esfera. 

Resolución: 


Áreas  básicas:  A  =  16  m2;  B  =  64  m2 

=>  lados  de  las  bases:  4  y  8 

Para  hallar  h,  se  usa  la  sección  EFMN,  donde 

EF  =  MN  y  con  el  teorema  de  Pitot: 

EF  +  MN  =  4  +  8  =>  EF  =  MN  =  6 
Además:  EP  =  QN  =  2 


En  el  kEPF:  h2  =  (EF)2  -  (EP)2  =  62  -  22  =*h  =  4/2 
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Ahora,  recordando  la  fórmula  dél  volumen: 

V  =  |(A+B  +  VAB)  =>  ^2(16  +  64+  V16x24) 

V  =  448f  m3 

4.  Se  tiene  una  pirámide  regular  Q-ABCD  de  volumen 
V,  un  piano  que  contiene  a  CD,  interseca  a  la  cara 
opuesta  en  su  línea  média  MN.  Hallar  el  volumen 
dél  sólido  AMNB-CD. 


Resolución: 

Vamnb-cd 


o 


El  sólido  AMNB-CD  es  un  tronco  de  prisma  trian- 
gular,  de  aristas  laterales  AB,  MN  y  CD  y  bases 
AMD  y  BNC.  El  triángulo  PQE,  de  la  figura  2,  es 
una  sección  recta  dél  tronco. 

El  volumen  pedido  seré: 


.„sitiin) 

Donde:AAPQE  =  (PE)(§)  =  Y 


De  otro  lado,  se  tiene  por  dato  que: 

Vo-abcd  =  V,  es  decir:  |(a2)h  =  V;  a2h  =  3V 

C 

Reemplazando  en  (1):  Vx  =  -£V 

o 


5.  Demostrar  que  si  a  un  tronco  de  pirámide  de  bases 
paralelas  y  con  áreas  en  las  bases  B  y  b,  se  le  corta 
por  un  piano  paralelo  a  las  bases,  determinando  sobre 
la  altura  dél  tronco  segmentos  de  longitudes  myn, 
respectivamente,  el  área  de  la  sección  x  obtenida,  es: 


Resolución: 

Sea  el  gráfico  de  acuerdo  al  enunciado: 


Con  el  gráfico,  donde: 

Z7MNPQ//  Z7AECD//  £7AE’C’D’;  por  propiedad: 


B 


(OA)2  (OA')2  (OM)2 

Extrayendo  raíz  cuadrada  a  todo: 
VB  Vb  Vx 
OA  OA'  OM 

Qe  (i  y  -  OA 
Ue  1  '  Vx  OM 


■(1) 


Por  propiedad  de  proporciones: 

VB  -  Vx  OA  -  OM  VB  -  Vx  _  AM 
Vx  OM  **  Vx  OM 


De  donde: 


•  /B  -  Vx  _  Vx 


AM 


OM 


Otravezde(l):  |UgM 


...(2) 


Por  propiedad  de  proporciones: 

Vx  -  Vb  OM  -  OA'  Vx  -  Vb  _  A'M 
Vb  OA'  Vb  OA' 

•<31 

De  (1),  (2)  y  (3)  tenemos: 

Vb  -  Vx  .  am 
"  V7-Vb  A'M 

Pero,  en  la  figura,  por  Tales:  =  — 

AM  m 

Entonces  =  " 

Vx -Vb  m 

Efectuando  y  despejando:  x  =  ( m  ^  p  ^ ) 

Si  el  piano  pasa  por  el  punto  medio  de  las  aris¬ 
tas  laterales  dél  tronco,  a  la  sección  determinada 
se  llama  base  média  dél  tronco  y  su  área,  por  ser 

m  =  n,  queda:  x  =  |  ^  ^  j 

\ _ - — — — . 


x  _  /  mVB  +  nVb  \2 
\  m  +  n  / 

Donde  “m”  es  la  distancia  entre  las  regiones  de 
áreas  b  y  x. 


6.  E-ABCD  es  una  pirámide  regular  de  base  cuadran- 
gular.  MNQP  es  un  piano  secante  a  la  superficie 
lateral. 

Demostrar,  que:  ^  +  _L 
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Resolución: 


Una  forma  de  solucionar  este  probléma  es  relacio- 
nando  volúmenes  de  pirámides  triangulares  que 
tienen  un  mismo  triedro: 

Ve-mnq  =  (EM)(EN)(EQ) 

Ve -abc  (EA)(EB)(EC)  -W 

Ve-mpq  (EM)(EP)(EQ)  ' 

Ve-acd  (EA)(ED)(EC) 

Como  la  pirámide  E-ABCD  es  regular: 

EA  =  EB  =  EC  =  ED  =  a 
y:  VE.ABC  =  VE.ACD  =  V 

De  modo  que  al  sumar  miembro  a  miembro  (a)  con 
(b)  se  pueden  escribir  así: 

Ve-mnq +  VE-mpq  (EM)(EQ)(EN  +  EP) 

V  a3 

Ve-mnqp  _  (EM)(EQ)(EN  +  EP) 

**  V  "  o3 


De  donde: 

VEMN0P=  ^(EM)(EQ)(EN  +  EP) 

Análogamente: 

Ve-nqp  (EN)(EP)(EQ) 

Ve-bcd  (EB)(ED)(EC) 

Ve.mnp  (EM)(EN)(EP) 

Ve-abd  (EA)(EB)(ED) 

Siendo:  VE_BCD  =  VE.ABD  =  V;  al  sumar  las  expresio- 
nes  (c)  y  (d),  se  puede  escribir  así: 

Ve-nqp  ~  Ve.mnp  (EN)(EP)(EQ  +  EM) 

V  a3 

Feró.  +  VE_MNP  =  VE_MNQP 

Luego:  VE^NQP  =  -^(EN)(EP)(EQ  +  EM)  ...(2) 

3 

Así,  igualando  (1)  y  (2): 

(EM)(EQ)(EN  +  EP)  =  (EN)(EP)(EQ  +  EM) 

De  donde:  fácilmente  se  llega: 

_L  + J_  =  J_  +  _L 

EP  EN  EM  EQ 


.(c) 

...(d) 


7.  Sea  O-ABCD  una  pirámide  regular  de  base  cua- 
drada,  M  y  N  són  puntos  medios  de  OA  y  OB;  el 
volumen  de  O-ABCD  es  V.  Hallar  el  volumen  dél 
sólido  comprendido  entre  el  piano  de  la  base  y  el 
piano  que  contiene  a  M,  N  y  el  centro  de  la  base. 
Resolución: 


El  volumen  dél  sólido  es  el  volumen  dél  tronco  de 
prisma  oblicuo,  cuyo  SR  = 

Vx  =  x(3  +  23  +  2a)  -  V*  =  ^<a2)(h)  -(D 

Por  dato;  el  volumen  de  la  pirámide  es: 

V  =  |(2a)2h  -  a2h  =  ...(2) 

(2)en(1  ):Vx=^(f)  Vx  =  AV 

8.  En  una  pirámide  de  base  triangular  A-BCD  las  aris- 
tas  opuestas  BD  y  AC  són  perpendiculares  entre 
sí,  AB  =  4,  BC  =  3  y  AD  =  5.  Hallar  CD. 

Resolución: 


Se  traza  el  O CAN  1  £7BCD 
Pero  como  BD  y  AC  són  perpendiculares 
=>  BD  1  £7CAN 
De  la  figura: 

x2  -  n2  =  9  -  m2  ...(1) 

16  -  m2  =  25  -  n2  ...(2) 

Sumando  (1)  y  (2):  x2  +  16  =  25  +  9  x  =  3/2 

9.  La  base  de  una  pirámide  regular  es  una  región 
cuadrada  inscrita  en  una  circunferencia  de  rádió  R 
y  la  medida  de  los  diedros  determinados  por  las  ca- 
ras  laterales  y  la  base  es  45°;  hallar  el  área  lateral. 

Resolución: 


SL  =  4(1)(R/2)(R)  Sl  =  2V2R2 


Resolución: 
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10.  En  una  pirámide  O-ABC  de  volumen  V  sus  aristas 
OA,  OB  y  OC  miden  8,  10  y  13  respectivamente. 
En  la  arista  OA  se  ubican  M  y  R,  tál  que  OM  =  1  y 
OR  =  3.  En  OB  se  ubican  P  y  S,  tál  que  OP  =  3  y 
OS  =  4.  En  OC  se  ubican  Q  y  T,  tál  que  OQ  =  2  y 
OT  =  5.  Hallar  el  volumen  de  MPQ-RST. 


Resolución: 


Por  reláción  de  volúmenes: 

Vj  1(2X3)  v  =  y, 

V,  +  Vx  3(4X5)  1  9 

T  ...  V,  1(2)(3) 

Tamb,en:V  =800X13) 

(1)  =  (24=4öfi3V 


►V1  = 


40(13) 


•  v  =  ^Lv 

•  x  520 


•d) 

.••(2) 


11 .  En  la  figura  mostrada,  las  áreas  de  las  bases  de  un 
tronco  de  pirámide  són  St  y  S2  (S1  <  S2).  Entonces, 
el  área  de  la  sección  transversal  que  dista  “m”  de  la 
base  menor  y  las  “n”  de  la  base  mayor  es: 


Resolución: 

b  _  an  +  cm 
m  +  n 

Si_£  ül 

s*  b2"/s: 

Sr_cí  Ül 

sx  b2  K 

De  (2)  y  (3): 


a  =  VS^K;  b  =  ./S^K;  c= 


Piden:  V 
Dato:  VP.ABCD  =  V 


Como:  EF  //  £7DPC 

Por  Prop.:  =  ■ 

2 


=*  EF  //  HG 
a(b)(3n) 
2(a)(24n) 


v  PH  _  3n 
y  HD  “  n 

V  =  —  V 

VP-EFG  32  V 


Vp-emg  _  a(3L)(3n)  =  9V 

V  2a(4L)(4n)  P'EHG  64 
2 


V  =1§V 

VP-EFGH  ^ 


13.  En  un  cuadrado  ABD,  por  A  y  C  se  trazan  perpen- 
diculares  AE  y  CF  al  piano  dél  cuadrado  tál  que: 
AE  =  4,  CF  =  6  y  AD  =  3  72  .  Calcular  el  volumen 
dél  sólido  F-BED. 


Resolución: 


Vx  =  30 


14.  En  un  tronco  de  pirámide  regular  de  base  cuadran- 
gular  ABCD-EFGH,  la  mZFHD  =  45°.  Hallar  la  ra- 
zón  entre  el  área  de  la  región  trapecial  BDHF  y  el 
área  lateral  de  dicho  tronco. 


En  (1): 

_  /S^Kn  4-  /S^Km  ^  _  / n/S|  +  m/S7\ 

Vx_  m+n  x  \  m+n  / 

12.  Se  tiene  una  pirámide  P-ABCD  de  base  paralelo- 
grámica  de  modo  que  PD  es  perpendicular  al  piano 
(ABC).  Se  ubican  los  puntos  E,  F  y  G  en  las  aristas 
PA;  BP  y  PC  de  modo  que  PE  =  EA,  PF  =  FB  y 
PG  =  3(GC).  Si  el  volumen  de  la  pirámide  P-ABCD 
es  V,  hallar  el  volumen  de  la  pirámide  de  vértice  P 
y  limitada  por  la  pirámide  original  y  el  piano  EFG  . 


Resolución: 
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Piden:  R  =  ^ABDHF 

^SL  tronco 

[2(aj2_i..g)^ag|  g 

p  _  _ £ _  .  p  _  IQ 

[4(t  + a) +  4t](a/3)  6 

15.  En  una  pirámide  cuadrangular  regular  O-ABCD,  si 
el  lado  de  la  base  y  la  altura  miden  6  m  y  4  m 
respectivamente.  Hallar  la  distancia  de  vértice  A  al 
piano  OCD. 

Resolución: 


Piden:  d(A;  Z70CD)  =  x 

Como:  ÁB  //  £70CD  =>  d(A;  OCD)  =  d(T;  Z70CD)  =  x 

a  _  5x 6x4  w a  o 

matol 2  ~  — 2 —  '  ‘  x  ”  4,0 

16.  En  una  pirámide  O-ABC,  en  sus  aristas  laterales 
OA,  OB  y  OC  se  ubican  los  puntos  D,  L  y  M,  tál 
que,  OD  =  4,  DA  =  6,  OM  =  8,  MC  =  2,  OL  =  6  y 
LB=  3.  El  piano  DLM  interseca  a  las  recta  AB  y  AC 
en  E  y  F.  Hallar  la  reláción  entre  los  volúmenes  de 
las  pirámides  O-ABC  y  D-AEF. 


Resolución: 


Piden:  R  =  5>-ABC 
Vd-aef 

AAOC  (teorema  de  Menelao): 

6(8)(CF)  =  4(2)(AF)  =>  AF  =  6(CF) 

AAOB  (teorema  de  Menelao): 

6(6)(BE)  =  4(3)(AE)  =*  AE  =  3(BE) 

Vq^bc  =  l|(2a)2(5n)j(sen9)(5h)  =  ^(anh)(sen9) 
Vd.aef=  |[(3a)2(6n)](sen6)(3h)  =  9(anh)(sen9) 


17.  En  la  pirámide  O-ABCD  regular,  la  mZAOB  =  33,75° 
y  la  arista  OA  midé  8.  Calcular  el  mínimo  recorrido 
que  debe  ejecutar  una  hormiga  que  partiendo  de  A 
se  desplaza  sobre  la  superficie  lateral  hasta  llegar 
al  punto  medio  de  OA. 


Resolución: 

o 


Realizamos  el  desarrollo  de  la  superficie  lateral. 


x2  =  82  +  42  -  2(8)(4)(cos135°) 
x  =  4</5  +  2V2 


18.  Dado  un  tetraedro  regular  S-ABC  de  volumen  V, 
por  S  se  trazan  rectas  perpendiculares  a  las  caras 
dél  tetraedro  que  tienen  a  S  como  vértice  común, 
estas  rectas  intersectan  al  piano  ABC  en  A',  B'  y  C'. 
Hallar  el  volumen  dél  S-A'B'C'. 

Resolución: 

s 

C’ 


Dato:  VS_ABC  —  V  =>  V  —  (AAABC)(h) 

Piden:  VS,AB.C.  =  (A^.g.cXh) 

=  (ff)2  -  W  =  ISÍA^ee) 

^S-A'B'C'  =  ^(’16)(AiAB'C')(h)  ^S-A'B'C'  =  1 6V 


19.  La  altura  de  una  pirámide  triangular  regular  midé 
H.  El  ángulo  diedro  entre  dós  caras  laterales  midé 
120°.  Hallar  su  volumen. 


Resolución: 


kPQC  ~  kMDC 
^  H  ...  x/3/3 
x/3/6  xV6/3 


«x  =  2/6(H) 
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Luego  el  volumen  de  la  pirámide  seré: 


V 


V  =  ^(2/6  H)2 


V  =  2(H)(V3) 


20.  Dado  una  pirámide  triangular  de  volumen  V,  hallar 
el  volumen  dél  sólido  poliédrico  que  se  forma  al 
unir  los  puntos  medios  de  los  lados  de  cada  cara. 

Resolución: 


T 

h/2 


Volumen  de  la 

pirámide: 

V  = 

3<4S)(h) 

=>  Sh  =  -|v 

4 

•••(«) 

Vx  = 

|(S)(h)  - 

v,  = 

l(S)(h) 

•••(P) 

(a)en(p):  V, 

cnJco 

II 

< 

II 

ro|< 

21.  En  una  pirámide  O-ABC,  las  caras  laterales  for¬ 
mán  un  ángulo  diedro  de  60°  con  la  base  triangular 
ABC.  Si  AB  =  13,  BC  =  15  y  AC  =  14.  Hallar  el 
volumen  de  la  pirámide. 

Resolución: 


H:  incentro  dél  AABC;  Inradio:  r  =  4. 
kOHT:  h  =  4/3 

Volumen:  V  =  |(84)(4/3)  V  =  1 12/3 


22.  El  producto  de  las  diagonales  de  un  octaedro  regu- 
lar  es  K,  hallar  el  volumen  dél  sólido  limitado  por  el 
octoedro  regular. 

Resolución: 


Por  dato:  (a/2)3  =  K  =>  a  = 

Luego  el  volumen  de  la  pirámide  será: 


v-l 


23.  En  un  cubo  ABCD-EFGH  de  arista  “a”,  se  tra- 
za  ÁÁ^LEC.  Hallar  el  volumen  de  la  pirámide 
A'-ABCD. 


Resolución: 


RM  k: 


.  EA'  (AE)2 


A’C  (AC)2  (a/2)2  2 


Por^~:  J  =  -  h  =  §a  =»  V,  =  |(A£7ABCD)(h) 


Vx=l(a2)(fa)  Vx  =  f  (a3) 

24.  En  una  pirámide  V-ABC,  VA  determina  con  el  piano 
P  que  contiene  a  ABC  un  ángulo  de  45°  y  AB  =  AC, 
VB  =  VC,  el  ángulo  diedro  BC  midé  a,  si  el  cua- 
drado  de  la  distancia  de  V  a  P  multiplicado  por  la 
longitud  de  BC  es  60,  calcular  el  volumen  dél  sólido 
piramidal  cuyo  vértice  es  V  y  cuya  base  es  la  pro- 
yección  de  la  cara  VBC  sobre  P 

Resolución: 


v 


Piden.  Vv_qbc  —  Vx 
Dato:  h2L  =  60 


|(AA0Bc)(h)  =  ±L(^)(h)  =  ih2Lcota 


25.  Calcular  la  altura  de  una  pirámide  regular  cuadran- 
gular,  si  el  punto  medio  de  la  altura  dista  de  una  cara 
lateral  y  de  una  arista  lateral  3  y  4  respectivamente. 
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Resolución: 


Piden:  OH  =  h 

RM  kOMC:  4  =  4  +  — 7=-j  .(1) 

82  h2  (a/2)2 

RML0HL:^  =  4  +  A  .(2) 

6  a  h 
DE  (1)  y  (2):  h  =  12/2 

26.  En  un  tronco  de  pirámide  regular  ABCD-EFGH 
se  traza  un  piano  secante  que  contiene  los  punto 
miden  M  y  N  de  EH  y  HG  respectivamente,  y  al 
vértice  A;  determinando  una  sección  cuadrangular 
regular  de  lado  igual  a  4.  Hallar  el  volumen  dél  tron¬ 
co  de  pirámide. 

Resolución: 


LCQN:  CQ  =  h  =  2/3 

El  volumen  dél  tronco  de  pirámide  será: 

V  =  +  (4/2) 2  +  (2/2)  (4/2)] 

Simplificando:  V  = 

27.  Dado  un  tetraedro  regular  y  un  punto  interior  O,  de- 
mostrar  que  la  suma  de  las  distancias  de  O  a  las 
caras,  es  igual  a  la  altura  dél  tetraedro. 

Resolución: 


V 


Vv-ABC  V-p-ABC  +  VT_VAB  +  VT_VAB  + 

|sh  =lsd,  +  |sd2  +  lsd3+  |sd4 

h  =  Ót  4-  d2  +  d3  +  d4 


28.  Un  cartón  tiene  la  forma  de  un  triángulo  isósceles 
acutángulo  cuya  base  midé  2a  y  los  lados  con- 
gruentes  miden  2b  (2a  <  2b).  En  el  desarrollo  de 
una  pirámide  cuya  base  tiene  como  vértices  los 
puntos  medios  de  los  lados  dél  triángulo.  Demos- 
trar  que  su  volumen  es  igual  a: 

V=  JL/(4b2-a2)(4b2-2a2) 

Resolución: 


kMEF  ~  kMHP 
^  h  _  a 

y 


f? 


,..(i) 


fc.MEF:  y2  =  b2  —  ^ —  —■ 
4  4 


»-F? 

(2)en(1):h  = 


F? 


■(2) 

2  a2  h  n  /4b2  —  2a2 
~T  =>  h  =  aj- 


4b2  -  a2 


El  volumen  de  la  pirámide  es: 

v,  1/a  £ 2  a*]/*.  / 4b2-  2a 

V=  3(2 Vb  -T 


w  _  a2 /4b2  -  2a2 
12 


29.  En  la  figura  O-ABCD  es  una  pirámide  regular  cuya 
arista  lateral  midé  6.  OR  =  RC,  SB  =  OQ  =  2. 
Calcular  OP. 


O 


Resolución: 


Resolución: 
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Por  propiedad: 

1+1=1+! 

x  3  2  4 

Simplificando: 

.-.  x  =  2,4 


30.  En  una  pirámide  regular  P-ABCD,  mZAPC  =  90°  y 
AD  =  4.  Hallar  el  volumen  de  la  pirámide. 

Resolución: 

P 


El  volumen  de  la  pirámide  será: 

V=  1(16X2/2)  =»  M  =  ^Í2 


31.  En  una  pirámide  de  base  cuadrangular  regular  el 
lado  de  la  base  tiene  longitud  “a”  y  el  piano  que 
pasa  por  una  arista  básica  y  la  base  média  de  la 
cara  opuesta  formán  un  diedro  de  45°  con  la  base, 
entonces  su  volumen  es: 

Resolución: 


En  el  triángulo  sombreado,  por  el  teorema  de  Menelao: 
(n)(x)(|)  =  (n)(|)(a)  =  x  =  a 

Luego:  V=  I(a)2(a  +  |)  V  =  Z 


32.  Se  tiene  un  tronco  de  pirámide  de  bases  paralelas 
y  con  áreas  de  las  bases  St  y  S2,  se  le  interseca  las 
aristas  laterales  por  un  piano  paralelo  a  las  bases, 
determinando  sobre  la  altura  dél  tronco  segmentos 
de  longitudes  m  y  n.  Demostrar  que  el  área  de  la 
sección  S,  obtenida  es: 


m/S^  +  n^ 
m  +  n 


Por  semejanza  de  pirámides: 

Sí  _  h2  ^  h  _  K 
S  (h  +  mf^h  +  m  Vs 

- Vl  =  mTh  •(1) 


También:  |- =  <h +_m_>L 
S2  (h  +  m  +  n) 

JS_ 

"  isi 


(1)  +  (2): 


h  +  m 

isi  -  VS 

-  n 

h  +  m  +  n 

VS 

“m  +  h  ' 

vs  -  vs; 

m 

/S 

 m  +  h 

VS -iSl  m 

Vs7  -  Vs 

n 

isi- Vs  n 

Vs 

m  +  h 

=>  n  /S  —  n/S^  =  m/S^  -  m/S 

VS(m  +  n)  =  miSl  +  niSl  -  VS  =  m^L  +  ü^i 


g  _  í m/S^  +  n/S/ 
~  [  m  +  n 


m  +  n 


33.  En  una  pirámide  O-ABC,  las  caras  laterales  formán 
un  ángulo  diedro  cuya  medida  es  30°  con  la  base 
ABC.  Si  AB  =  1 3;  BC  =  1 5  y  AC  =  14,  entonces  el 
volumen  de  dicha  pirámide  es: 

Resolución: 


O 


Por  el  teorema  de  Herón: 

q  _ qa  1 3x  .  1 4x  , 

SABc  =  84  =>  —  +  —  + 


15x 

2 


=  84 


=*  f  (13  +  14  +  15)  =  84  =>  |(42)  =  (42)(2) 


x  =  4  =>  h/3  =  x  =  4 
Luego: 

¥) 


•  h  = 


V, 


-5<84»(; 


4j3_ 

3 

112/3 


34.  Las  bases  de  un  tronco  de  pirámide  regular  trian- 
gular  están  circunscritas  a  circunferencias  cuyos  rá¬ 
diós  miden  /3  y  2/3  .  Si  las  caras  laterales  són  cir- 
cunscriptibles,  calcule  el  área  lateral  de  este  sólido. 
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Resolución: 

Piden:  ASL 


AABC:  equilátero  =>  AB  =  BC  =  AC  =  6 
ADEF:  equilátero  =>  DE  =  EF  =  DF  =  12 


kBOE:  r2  =  3x6=>r  =  3/2 

Aoabeo  =  p^)ö/2  =  54/2  Asl  =  162/2 

35.  Calcule  la  longitud  de  la  altura  de  una  pirámide 
cuadrangular  regular,  si  el  lado  de  la  base  midé  “a” 
y  el  área  de  dicha  base  es  los  dél  área  totál. 

Resolución: 


Se  pide  h 

Reemplazando  en  el  dato: 
a2  =  |[(2a)(Ap)  +  a2]  -  AP  =  ^ 


fcA/OM  (Pitágoras): 


36.  En  una  pirámide  V-ABC,  VA  determina  con  el 
piano  P  que  contiene  a  ABC  un  ángulo  de  45°  y 
AB  =  AC,  VB  =  VC,  el  ángulo  diedro  BC  midé  a, 
si  el  cuadrado  de  la  distancia  de  V  a  P  multiplicado 
por  la  longitud  de  BC  es  60,  calcule  el  volumen  dél 
sólido  piramidal  cuyo  vértice  es  V  y  cuya  base  es  la 
proyección  de  la  cara  VBC  sobre  P 

Resolución: 


Piden:  Vv_OBC  =  Vx 

Dato:  (h2)(l)  =  60 

Vx  =  i  Bh  =  l(hl)(^“j(h)  •  ±(h2l)cota 

•  V  =  -I°- 

"  x  tana 


37.  El  lado  de  la  base  de  una  pirámide  triangular  regu¬ 
lar  midé  “a”.  La  longitud  de  la  altura  trazada  desde 
el  vértice  de  la  base  hasta  la  cara  lateral  opuesta 
es  “b”  unidades.  Entonces,  el  volumen  dél  sólido 
limitado  por  la  pirámide  triangular  regular  es: 


Resolución: 


V  =  1/a2/3\/  ab/3  \  .  v  a3b 

3'  4  '\3^3a2-  4b2  /  "  *  12/3a2-4b2 


38.  El  área  lateral  de  una  pirámide  regular  de  apote- 
ma  73  es  40.  Si  el  ángulo  formado  entre  la  base 
y  la  cara  lateral  es  60°,  calcular  el  volumen  de  la 
pirámide. 


Resolución: 


Construyamos  una  pirámide  cuya  base  sea  un  po- 
lígono  regular  de  n  lados,  veamos. 


Apotema  de 
la  pirámide  (Ap) 


Apotema  de 
la  base  (ap) 


El  volumen  de  la  pirámide  es 

V=  l(Ab)h=  i(pb)(apb)(h)  ...(a) 

Área  de  J  Semip.  dej  |_^  Apotema 
la  base  la  base  de  la  base 

Cálculo  dél  semiperímetro  de  la  base  (pb) 
Como:  Al  =  (pb)(ap)  entonces:  pb  =  -^2 
Cálculo  de  la  apotema  de  la  base  (ap) 
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—  73 

En  el  triángulo  rectángulo  SOM:  OM  =  ap  = 
Además:  h  =  73  (^-\  =  -| 

Sustituyendo  en  el  paso  (a): 

V  =  J-x  — x  — x—  =  10 

V  3X  yg  X  2  x2  1U 


39.  Si  el  volumen  de  una  pirámide  es  “V”,  calcular  el 
volumen  dél  tronco  originado  al  trazar  un  piano  pa- 
ralelo  a  la  base,  por  el  punto  medio  de  la  altura. 


Resolución: 

Graficando  de  acuerdo  a  los  datos,  tendremos  que: 


T 

í 

i 

i- 


VjRONCO  ~  ^  _  V1 

Como  los  volúmenes  de  las  2  pirámides  són  pro- 
porcionales,  tendremos  que: 

)L  —  •  no  HnnHo-  \/  =  )L 

Ml 

Sustituyendo  en  el  paso  (1): 

v  —  \/  _  )L  —  Zw 

"TRONCO  —  V  g  ~  8  V 

40.  Calcular  el  área  lateral  de  la  pirámide  hexagonal 
regular  de  8  de  altura  y  de  473  de  arista  básica. 


Resolución: 

El  área  lateral  es: 

AL  =  (pB)(ap)  =  (3  x  473)(ap)  =*  1273ap 
Calculamos  la  apotema  en  el  triángulo  equilátero  AOB: 

OM  =  (4V3)í^)  =>  ÖM  =  6 
En  el  triángulo  equilátero  COM: 
ap  =  782  +  62  =  10 
Sustituyendo  en  el  paso  (1): 

AL=  1273(10)  =  12073 

41.  En  una  pirámide  S-ABC,  el  pie  de  la  altura  coinci- 
de  con  el  centro  de  la  circunferencia  inscrita  en  la 
base  si  AB  =  14  cm,  AC  =  13  cm  y  BC  =  15  cm 
y  SA  =  2  722  cm.  Halle  el  volumen  limitado  por  la 
pirámide  (en  cm3). 


Resolución: 


B  =  ^21  (21  -  15)(21  -  14)(21  -  13)  =  84 

B  =  84  =  (p)(r)  =  21r  =>  r  =  4 

Propiedad:  AT  =  pMBC  -15  =  21  -15  =  6 

(ST)2  =  (2722  )2  -  62  =*  ST  =  752 

h2  =  7522  -  42  =*  h  =  6 

Vx=  1  Bh  =  -1(84  x  6)  .-.  Vx=  168 

42.  En  una  pirámide  V-ABCD  la  base  ABCD  es  un  tra- 
pecio  (AB  //  CD).  Si  éste  poliedro  se  proyecta  sobre 
el  piano  perpendicular  a  AB,  el  área  proyectada  es 
20,  si  AB  =  12,  CD  =  6,  hallar  el  volumen  de  la 
pirámide. 


Resolución: 


v,  =  |(Babcd)(H)  =  1(12  +  6 jhH  _  v>  =3(hH) 

20  =  ^  =»  hH  =  40  V*  =  120 

43.  El  área  totál  de  una  pirámide  cuadrangular  es  los 
3/2  de  su  área  lateral  si  su  arista  básica  midé  2. 
Calcule  el  volumen  de  la  pirámide. 

Resolución: 


Piden  Vx 

DatO  Ayota|  "2  ^lateral 

3  1 

Entonces:  A^,  +  A^  =  ^A,ateral  =>  Abase  —  2  ^lateral 
22  =  ^(Pb»J(aP)  =»  8  =  4(ap)  =»ap  =  2 
CxVOT:  h  =  73  =.  Vx  =  ^Bh  x  22  x  73 
,VX=|73 
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44.  En  una  pirámide  hexagonal  regular  el  área  de  una 
carta  lateral  es  S.  Halle  el  área  de  la  sección  para- 
lela  a  esta  cara  que  pasa  por  el  centro  de  la  base 
de  la  pirámide. 

Resolución: 


2n 


SX  =  5A 

Pero:  S  =  4A  =»  A  =  f 
4 

Luego:  S*  =  5^\  .-.  S*  =  5S/4 

45.  Las  caras  laterales  de  una  pirámide  regular  formán 
con  la  base  cuadrangular  ángulos  diedros  de  60°. 
Se  ubica  un  punto  interior  a  la  pirámide  que  equi- 
dista  de  las  caras  de  la  pirámide.  En  que  reláción 
divide  dicho  punto  a  la  altura  de  la  pirámide. 

Resolución: 


Dato:  PO  =  PH  =  a 
kPHV  (30°  y  60°):  VP  =  2a 

•  VP  _  2a  =2 
'  PO  a 

46.  Hallar  el  volumen  de  una  pirámide  triangular  re¬ 
gular  si  el  apotema  de  la  pirámide  es  el  doble  dél 
apotema  de  la  base  y  la  arista  lateral  midé  2/7  m 

Resolución: 


AABC  equilátero 

apotema  de  la  base  =  a  =  OM 

=>  OA  =  2a  =  PM 

AM  =  3a;  MB  =  a/3;  AB  =  2a /3 

kPOM:  (PO)2  =  (PM)2  -  (OM)2 
(PO)2  =  (2a)2  -  (a2)  =>  PO  =  a/3  =  h 
kPOA:  (AP)2  =  (PO)2  +  (OA)2 


(2/7)2  =  (a/3)2  +  (2a)2  =>  a  =  2 
y  =  |j(2a/3f/3  J(g^  =  3a2  .  v  =  3p)3  =  24  m3 

47.  Se  tiene  un  tronco  de  pirámide  cuadrangular  regu¬ 
lar  ABCD-EFGH,  donde  las  caras  laterales  están 
inclinados  60°  con  respecto  a  la  base  y  el  diedro 
formado  por  las  regiones  ABCD  y  EFCD  midé  15°. 
Calcular  el  área  de  la  superficie  lateral  dél  tronco, 
si  AB  y  GH  distan  6  m. 

Resolución: 


Nos  piden  área  de  la  superficie  lateral:  SL 
Sea:  S^ehd  =  S 

Entonces:  SL  =  4S  ...(1) 

Por  área  proyección  se  nóta  que: 

Smnpq  =  Scos30  •■•(2) 

Pero:  SMNPQ  =  |<MPHNQ)|sen30°  „  SMNPQ  =  9  m2 

En  (2):  S  =  6V3  m2 
En  (1):  Sl  =  24/3  m2 

48.  Si  una  pirámide  hexagonal  regular  tiene  8  cm  de 
arista  básica  y  14  cm  de  altura,  hallar:  apotema  de  la 
base,  arista  lateral,  apotema  de  la  pirámide. 

Resolución: 


kAMO:  AM  =  MB  =  4 

=>  OM  =  4/3  cm  (apotema  de  la  base) 

AAOB  (equilátero): 

OB  =  AO  =  AB  =  8 

kPOA:  (PA)2  =  (PO)2  +  (OA)2 

PA2  =  142  +  82  =>  PA  =  2/6^  cm  (arista  lateral) 

kPOM:  (PM)2  =  (OM)2  +  (PO)2 

(PM)2  =  (4/3  )2  +  142  =>  PM  =  2/61  cm  (apotema 

de  la  pirámide) 

49.  Una  pirámide  triangular  se  interseca  con  un  piano  en 
dós  poliedros.  Si  el  piano  secante  divide  a  las  aristas 
que  convergen  en  un  vértice  de  la  pirámide  en  dós 
segmentos  cuyas  longitudes  están  en  la  reláción  1/2; 
1/2  y  2/1,  hallar  la  razón  entre  los  volúmenes  de  los 
sólidos  que  limitan  los  poliedros. 


Resolución: 


Resolución: 
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Piden: 

*2 

Propiedad: 

Vi  _  (n)(L)(2t)  V,  2  .  \^=_2_ 

V,  +  V2  (3n)  (3L)  (3t)  V,  +  V2  27  '  ‘  V2  25 

50.  En  una  pirámide  de  base  cuadrada,  el  lado  de  la 
base  y  la  altura  miden  5  cm  y  10  cm,  respectiva- 
mente.  Hallar  el  área  de  la  sección  paralela  a  la 
base  que  dista  8  cm  de  esta. 

Resolución: 


51.  En  una  pirámide  V-ABC_de  volumen  V,  se  ubi- 
can  los  puntos  M  y  D  en  AV  y  VC  de  manera  que 
AM  =  MV,  VD  =  2(DC),  calcule  el  volumen  dél  tron- 
co  de  pirámide  MDBAC. 


Piden:  Vx 
Propiedad: 

V-V,  (aL)(2n) 
V  (2a)(L)(3n) 


V„  = 


52.  Hallar  el  volumen  de  una  pirámide  cuadrangular 
regular,  si  la  arista  lateral  midé  10  m  y  forma  con  la 
base  un  ángulo  de  53°. 

Resolución: 


kPOA  (37°;  53°;  90°) 

PA  =  5a  =  10  =>  a  =  2 
h  =  4a 

kAOB:  OA  =  OB  =  3a  =>  AB  =  3a/2 

V  =  ^ABh  =*  l(3a/2f  4a  =  24a3 

V  =  24(2)3  =>  V  =  192m3 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  2009  -  II) 

Una  pirámide  regular  triangular  forma  en  su  vértice  un 
triedro  cuyas  caras  miden  60°.  La  suma  de  las  áreas 
de  las  caras  es  81  /3m2.  Determine  la  altura  de  la  pi¬ 
rámide. 

A)  3/2  B)  3/3  C)4/2 

D)  5/3  E)  6/2 

Resolución: 


Nos  piden:  h 

Suma  de  las  áreas  de  las  caras  =  81/3  m2 
•  3(^^)  =  8lV3  =»  a  =  6^ 

En  E^VGM  por  T.  de  Pitágoras: 

(|^)2  =  h2  +  (^)2  h  =  6V2 

Clave:  E 


PROBLÉMA  2  (UNI  201 1  -  II) 

En  una  pirámide  regular  de  base  cuadrangular,  el  punto 
medio  de  la  altura  dista  de  una  cara  lateral  y  de  una 
arista  lateral  6  y  8  respectivamente.  Calcule  la  altura 
de  la  pirámide. 

A)6V2 
D)  24</2 


M 


B)  12/2 
E)  34/2 


C)18/2 
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Resolución: 


LVOP: 

kVOC: 


1  1 


(2h  f  (a/2f  16 

Resolviendo:  h  =  24/2 


=  ^2  •(2) 


Clave:  D 


PROBLÉMA  3  (UNI  2012  -1) 

Una  servilleta  de  papéi  cuadrada  ABCD,  cuyo  lado  tie- 
ne  24  cm  de  longitud,  se  dobla  por  las  líneas  puntea- 
das  tál  como  se  muestra  en  la  figura,  donde  M  y  N  són 
puntos  medios  de  BC^y  CD,  respectivamente;  luego  se 
juntán  los  bordes  MB  con  MC,  NC  con  ND  y  AB  con 
AD  formándose  una  pirámide:  Calcule  la  altura  de  esta 
pirámide  (en  cm). 

M 


Ak— - 

- °D 

A)  6 

B)  7 

C)  8 

D)  9 

E)  10 

Resolución: 

/b 

12  \ 

^ 

Piden:  h  (AAVT:  Triángulo  rectángulo) 

Por  relaciones  métricas:  24x6/2  =  h  x  18/2 
h  =  8 

Clave:  C 


PROBLÉMA  4  (UNI  2013  - 1) 

En  la  figura,  O-ABC  es  una  pirámide  regular.  Calcule 
la  reláción  que  existe  entre  el  volumen  de  la  pirámide 
regular  y  el  volumen  dél  tronco  de  cilindro  (O  es  centro). 


Clave:  C 

PROBLÉMA  5  (UNI  2015  - 1) 

En  una  pirámide  cuadrangular  regular,  la  arista  básica 
midé  8  u  y  su  altura  midé  15  u.  ^A  qué  distancia  (en  u) 
de  la  ase  de  la  pirámide  se  debe  trazar  un  piano  para- 
lelo  a  dicha  base,  para  que  el  volumen  dél  prisma  recto, 
que  tiene  por  base  a  dicha  sección  y  por  altura  la  dis¬ 
tancia  de  la  sección  al  vértice  de  la  pirámide,  sea  los  ^ 
dél  volumen  de  la  pirámide? 

A)  9,5  B)  8,5  C)  7,5 

D)  6,5  E)  5,5 

Resolución: 


Piden:  x 

Condición:  Vprisma  =  |vplrámMe 
(8k)(8k)(15k)  =  [f)(8x8x15) 
k=  \  -  15k  =  ^  x=  ^  =  7,5 


Clave:  C 


PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 
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1.  Sean  las  bases  las  caras  de  un  cubo  y  cúspide 
los  vértices  de  dicho  cubo.  ^Cuántas  pirámides  se 
pueden  formar? 

A)  36  B)  24  C)  30  D)  28  E)  26 

2.  ^Cuál  es  el  ángulo  Central  dél  desarrollo  dél  área 
lateral  de  un  cono  circular  recto  de  8  de  altura  y  6 
de  rádió  de  la  base? 


A)  200  B)  300  C)100  D)  400  E)  50 

9.  Se  tiene  un  cono  recto  de  revolución  que  es  cor- 
tado  por  un  piano  paralelo  a  la  base  de  modo  que 
los  rádiós  dél  cono  resultante  y  el  cono  original  se 
encuentran  en  reláción  de  2:3.  Hallar  la  reláción  de 
volúmenes  dél  menor  cono  y  el  tronco  de  cono. 

A)  7/19  B)  3/16  0  5/13  D)6/17  E)8/19 


A)  21 6°  B)  1 50°  C)  1 80°  D)  200°  E)  21 0° 


3.  El  volumen  dél  cilindro  es  2V,  el  área  de  la  base 
dél  cono  es  9  veces  el  área  de  la  base  dél  cilindro. 
Calcular  el  volumen  dél  cono. 


A)  8V 


E)  9V 


4.  Sobre  dós  generatrices  diametralmente  opuestas 
de  un  cono  equilátero  con  vértice  V  se  tornán  los 
puntos  My  N,  tál  que  VM  =  8  m  y  VN  =  6  m. 
Calcular  la  menor  trayectoria  para  ir  de  M  hacia  N 
sobre  la  superficie  lateral  dél  cono. 


A)  14  m  B)  10  m  C)  7  m 

D)  9,5  m  E)  11,5  m 


5.  En  una  pirámide  cuadrangular  regular  se  encuentra 
en  el  interior  un  cono  y  un  tetraedro  regular,  tenien- 
do  los  trés  el  mismo  vértice  superior  y  las  bases 
dél  cono  y  tetraedro  están  inscritos  en  el  cuadrado 
y  en  el  círculo  respectivamente,  si  el  volumen  dél 
tetraedro  es  9  m3.  Hallar  el  área  lateral  dél  cono. 


10.  Se  tiene  una  pirámide  de  base  rectangular  de 
lados  24  m  y  18  m  cuyas  aristas  laterales  miden 
25  m.  Hallar  el  área  de  la  sección  formada  por  un 
piano  que  contiene  el  vértice  de  la  pirámide  y  a  la 
diagonal  de  la  base. 

A)  330  m2  B)  300  m2  C)  325  m2 

D) 320  m2  E) 280  m2 

11.  Si  construimos  un  cono  de  revolución  con  una  car- 
tulina,  dándole  por  áreas  lateral  la  de  un  sector  cir¬ 
cular  de  1 20°  y  rádió  R,  hallar  el  área  totál  dél  cono. 

A)4tiR2/9  B)5tiR2/9  C)  2tiR2 

D)  2tiR2/9  E)  8tiR2/3 

12.  En  un  tronco  de  pirámide  cuadrangular  regulares 
de  las  diagonales  de  las  bases  miden  730  y  7ÍÖ . 
Si  el  cuadrado  de  la  medida  de  la  altura  es  5/3/2. 
Calcular  el  área  lateral. 

A)  8(73  +  1)  B)  9(73  +  1) 

C)  10(73  D)  12(731) 

E)  16(73  +  1) 

13.  Calcular  el  volumen  de  un  trono  de  prisma  trian- 
gular,  si  el  área  de  sección  recta  es  40  m2  y  la  lon- 
gitud  de  dél  segmento  que  une  los  baricentro  de 
las  bases. 


A)  4 n  72  m3  B)  6ti72  m3  C)  4ti73  m3 

D)  6tc  73  m3  E)  9ti73  m3 


A)  603  m3  B)  180  m3  C)  306  m3 
D)  360  m3  E)  630  m3 


6.  En  una  pirámide  triangular  los  lados  de  las  bases  mi¬ 
den  5  m,  6  m  y  7  m.  Calcular  su  volumen  si  las  caras 
laterales  formán  con  la  base  ángulos  iguales  a  60°. 

A)  16  m3  B)  1673  m3  C)  873  m3 

D)  8  m3  E)  872  m3 

7.  Por  el  vértice_D  de  un  hexágono  regular  ABCDEF 
se  levanta  DO  perpendicular  al  piano  dél  hexágono 
de  manera  que  DO  =  3(DE)  =  6  m.  Hallar  el  volu¬ 
men  de  la  pirámide  O-ACF. 

A)  73  m3  B)  273  m3  C)472  m3 

D)  973  m3  E)  1073  m3 

8.  En  una  pirámide  regular  cuadrangular  sus  apotemas 
miden  5  y  13.  Calcular  el  volumen  de  la  pirámide. 


14.  En  una  pirámide  regular  P-ABC  se  traza  un  pia¬ 
no  paralelo  a  la  base  determinada  la  sección  pla- 
na  MRN.  Luego  se  inseribe  hexágonos  regulares 
en  los  triángulos  ABC  y  MRN.  Si  el  piano  MRN  es 
equidistante  dél  vértice  P  y  dél  piano  ABC,  enton- 
ces  la  razón  dél  volumen  de  la  pirámide  P-ABC 
al  volumen  dél  tronco  de  pirámide  hexagonal  es: 

A)  9/5  B)  7/5  C)11/5  D)  11/7  E)  12/7 

15.  En  la  pirámide  O-ABC,  las  caras  laterales  formán 
diedros  de  45°  con  la  base.  Si  AB  =  13,  BC  =  15 
y  AC  =  24,  calcular  el  volumen  dél  sólido  limitado 
por  la  pirámide. 

A)  286  b)  275  c)  292  d)  284  E)  290 
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16.  Dado  una  pirámide  cuadrangular  regular  de  volu¬ 
men  igual  a  36/3  .  Calcular  la  altura  de  dicha  pirá¬ 
mide,  si  se  sabe  además  que  el  área  de  la  superfi- 
cie  lateral  es  los  dós  tercios  dél  área  totál. 

A)  3  B)  6  C)  4  D)  2  E)  3/3 

17.  En  una  pirámide  cuadrangular  regular  el  área  de  la 
superficie  lateral  es  /7  veces  el  área  de  la  base. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  entre  una  arista  late¬ 
ral  y  el  piano  de  la  base. 

A)  45  B)  53  C)  75  D)  60  E)  74 

18.  Si  una  pirámide  posee  242  aristas;  calcular  su  can- 
tidad  de  vértices  y  su  cantidad  de  caras. 

A)  120;  120  B)  122;  122  C)  124;  1 

D)  118;  126  E)  126;  118 

19.  Calcular  a  qué  distancia  dél  vértice  de  una  pirámi¬ 
de  triangular,  cuya  altura  es  5,  se  debe  cortar  por 
un  piano  paralelo  a  la  base  para  que  las  dós  partes 
resultantes  estén  en  la  reláción  de  8  a  17. 

A)4Vl8  B)53V4  C)  53VÍ2  D)  23VTÜ  E)4V5 

20.  Hallar  el  área  totál  de  una  pirámide  cuadrangular 
regular  si  su  altura  es  igual  a  3  y  el  área  de  la  cara 
lateral  es  igual  a  la  de  la  base. 

A)  12  B)  7,5  C)  6  D)  7,2  E)  7 

21.  Se  tiene  una  pirámide  cuadrangular  regular  cuyo 
volumen  es  36/3 ,  calcular  el  área  de  la  superficie 
lateral  de  dicha  pirámide,  si  ella  es  los  dós  tercios 
dél  área  de  su  superficie. 

A)  64  B)  72  C)96  D)  48  E)  54 

22.  Una  pirámide  regular  cuya  altura  es  1 0  m,  tiene  por 
base  un  cuadrado  cuyo  lado  midé  6  m.  Se  le  corta 
por  un  piano  paralelo  a  la  base  y  sobre  la  sección 
se  construye  un  prisma  recto  cuya  base  superior 
pasa  por  el  vértice  de  la  pirámide.  Calcular  la  dis¬ 
tancia  de  la  sección  al  vértice  para  que  el  volumen 
dél  prisma  sea  igual  a  la  tercera  parte  dél  volumen 
dél  tronco  de  pirámide  que  queda. 

A)  4,64  m  B)  4,50  m  C)  5  m 
D)  5,50  m  E)  6  m 

23.  En  una  pirámide  regular  la  medida  dél  ángulo  die- 
dro  determinado  por  una  cara  lateral  y  el  piano  de 
la  base  es  a.  Calcular  la  razón  de  área  de  la  super¬ 
ficie  lateral  y  de  la  base  de  dicha  pirámide. 

A)  seca  B)  csca  C)  cosa  D)  sena  E)  tana 

24.  Se  tiene  un  tronco  de  pirámide  cuadrangular  regu¬ 
lar  cuyas  aristas  básicas  miden  6  y  8  m  y  la  lon- 
gitud  de  la  diagonal  de  una  cara  lateral  es  igual  a 
la  longitud  de  una  arista  de  la  base  mayor  básica. 
Calcular  el  volumen  de  dicho  sólido. 


A)  lflVT4m3  B)  l|lfl4m3  C)  Myüm3 

o  í  3 

D)  E)  ^Ü4m3 

o  9 

25.  En  un  tronco  de  pirámide  cuadrangular  regular,  la 
medida  dél  diedro  formado  por  la  cara  lateral  con 
la  base  es  60°.  Calcular  la  razón  de  áreas  de  la 
superficie  lateral  y  de  la  proyección  de  dicho  sólido 
sobre  un  piano  perpendicular  a  una  cara  lateral  y 
que  contiene  a  los  centros  de  las  bases  dél  tronco. 

A)  |-/3  B)  C) 

D)  E) 

26.  En  una  pirámide  cuadrangular  regular,  la  medida  dél 
diedro  determinado  por  una  cara  lateral  y  la  base  es 
60°.  Calcular  la  longitud  de  la  arista  lateral  en  fun- 
ción  dél  rádió  r  de  la  esfera  inscrita  en  dicho  sólido. 

A)  r/5  B)  r/3  C)  r/12  D)  r/Í5  E)  r/Í9 

27.  Se  tiene  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH.  Setra- 
za  DS1AG  (S  e  AG).  Calcular  el  volumen  de  la 
pirámide  S-ABCD,  si  DS  =  2. 

A)  ^  B)  ^  C)f  D)  V3  E)  2V6 

28.  En  una  pirámide  pentagonal  regular,  el  área  de  la 
superficie  totál  es  3S  y  el  área  de  la  superficie  late¬ 
ral  es  2S.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  diedro  que 
forma  una  cara  lateral  con  la  base. 

A)  30°  B)  37°  C)  45°  D)  60°  E)  53° 

29.  En  un  prisma  recto  ABC-A’B’C’  de  volumen  V;  sea 
O  punto  medio  dél  segmento  cuyos  extremos  són 
baricentros  en  las  bases;  la  recta  BO  interseca  a  la 
cara  ACC'A'  en  P.  Calcular  el  volumen  de  la  pirámi¬ 
de  P-CC'B'B. 

A)V  B)v  C)V  D)V  E)v 

30.  En  un  tronco  de  pirámides  regular  de  base  cua¬ 
drangular,  el  piano  que  contiene  a  un  lado  de  la 
base  mayor  y  al  lado  opuesto  de  la  base  menor, 
forma  con  la  base  mayor  un  ángulo  que  midé  60°. 
Calcular  el  volumen  de  dicho  sólido,  si  los  lados  de 
las  bases  miden  /3  y  3/3 . 

A)  66  B)  65  C)  60  D)  58  E)  69 

31.  El  lado  de  la  base  mayor  de  un  tronco  de  pirámide 
regular  cuadrangular  midé  6/2  y  su  altura  3,  las 
aristas  laterales  formán  ángulos  de  medida  45°  con 
el  piano  de  la  base,  calcular  el  volumen  dél  tronco. 

A)  124  B) 125  C)126  D) 130  E)  136 

32.  En  una  pirámide  regular,  el  área  de  la  base  es  igual 
a  S  y  el  ángulo  entre  la  altura  de  dicho  cono  y  una 
de  sus  caras  laterales  midé  a.  Calcular  el  área  de 
la  superficie  lateral  de  la  pirámide. 


A)  5sena  B)  5cosa  C)  5csca 

D)  5tana  E)  5cota 


33.  La  base  de  una  pirámide  esté  limitada  por  un  polí- 
gono  circunscrito  a  una  circunferencia  de  rádió  r.  Si 
el  perímetro  de  la  base  es  2p  y  las  caras  laterales 
de  la  pirámide  formán  un  ángulo  diedro  que  midé 
0  con  la  base.  Calcular  el  volumen  de  la  pirámide. 

A)  pr2sen0  B)  pPcot©  C)  pi^tan© 

D)  p-^tan0  E)  p-^tan20 

34.  En  una  pirámide  hexagonal  regular,  su  altura  midé 
18  y  la  arista  de  la  base  midé  12.  Calcular  a  qué 
distancia  dél  vértice  se  debe  trazar  un  piano  para- 
lelo  a  la  base  para  que  la  sección  resultante  tenga 
un  área  de  72/3  . 

A)  3/3  B)4/3  C)5/3  D)  6/3  E)  7/3 


35.  Una  pirámide  cuadrangular  regular  tiene  como  aris¬ 
ta  básica  5  dm  y  es  cortado  mediante  un  piano  para- 
lelo  a  la  base  a  6  dm  de  su  vértice.  Si  la  sección  que 
se  determina  es  de  4  dm2  de  área,  hallar  el  volumen 
dél  tronco  de  pirámide  que  se  determina. 

A)  117  dm3  B)  107  dm3  C)  137  dm3 

D)  127  dm3  E)  147  dm3 


36.  En  una  pirámide  de  base  triangular  regular,  la  lon- 
gitud  dél  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  en  el 
triángulo  de  la  base  es  2  y  la  longitud  dél  rádió  de 
la  circunferencia  inscrita  a  una  cara  lateral  es  3, 
hallar  el  área  de  la  superficie  lateral  de  la  pirámide. 


A)  4^/3  B)  144/3  C)  4^/3 

D)  96/3  E)  36/3 


37.  En  la  cara  BFGC  de  un  hexaedro  regular 
ABCD-EFGH,  se  ubica  un  punto  P,  tál  que 
mZAPC  =  90°,  PF  =  AD  =  8.  Calcular  el  volumen 
de  la  pirámide  P-ABCD. 


A) 

D) 


1024 

15 

2001 

16 


B) 

E) 


1001 

15 

2003 

15 


C) 


1026 


38.  En  un  tronco  de  pirámide  cuadrangular  las  bases 
distan  2/3,  la  arista  básica  menor  midé  2  y  las 
caras  laterales  están  inclinadas  con  respecto  a  la 
base  un  ángulo  diedro  cuya  medida  es  60°.  Calcu¬ 
lar  el  área  de  la  superficie  totál. 

A)  116  B)  96  0104  D)  102  E)  100 


39.  Se  tiene  una  pirámide  V-ABCD,  tál  que  ABCD  es  un 
paralelogramo  cuyas  diagonales  miden  AC  =  10  y 
BD  =  8.  Hallar  el  valor  de: 

E  =  (VA)2  +  (VC)2  -  (VB)2-  (VD)2 
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40.  La  base  de  una  pirámide  es  un  triángulo  equilátero 
y  las  caras  laterales  són  triángulos  isósceles  rec- 
tángulos.  Si  las  aristas  laterales  miden  4  m,  calcu¬ 
lar  el  área  totál  de  la  pirámide. 

A)  4(6  +  2/3  )m2  B)  2(2  +  3/3 )  m2 

C)  4(3  +  3/3 )  m2  D)  3(4  +  2/3  )  m2 

E)  5(6  +  2/3  )m2 

41 .  Un  tronco  de  pirámide  equivalente  a  un  hexaedro  re¬ 
gular  tiene  como  altura  a  la  arista  dél  hexaedro  regu¬ 
lar.  Hallar  el  área  totál  dél  hexaedro  conociendo  que 
el  tronco  de  pirámide  tiene  por  bases  1  m2  y  4  m2. 

A)  13  m2  B)  9  m2  C)  14  m2 

D)  15  m2  E) 16  m2 

42.  Calcular  la  altura  de  un  tronco  de  pirámide  regular 
cuadrangular  ABCD-EFGH,  si  el  área  de  la  sección 
plana  BFHD  es  y  el  área  de  la  sección  determi- 
nada  en  el  sólido  por  un  piano  equidistante  a  sus 


bases  es  B2. 

A)  P*L 
'  V  2B2 

< 

D)  8,82 

b,  +  b2 

e)  Vb,  +  b2 

43.  La  figura  es  un  tronco  de  pirámide  de  segunda  es- 
pecie  (bases  paralelas). 

Si:  A^bc  =  16  m2;  Aadef=  9  m2;  y  la  distancia  entre 
las  bases  es  9  m,  calcular  su  volumen. 


A  C 


A)  39  m3  B)  38  m3  C)  37  m3 

D) 36  m3  E) 35  m3 

44.  Se  tiene  una  pirámide  cuadrangular  regular  en  la 
cual  una  arista  lateral  y  la  altura  formán  un  ángulo 
cuya  medida  es  30°.  Calcular  la  medida  dél  ángulo 
diedro  que  forma  el  piano  de  la  base  y  un  piano 
perpendicular  a  una  arista  lateral. 

A)  45°  B)  53°  C)  arccot/2 

D)  arctan/5  E)  30° 

45.  ^A  qué  distancia  dél  vértice  de  una  pirámide  cuya 
altura  midé  8  cm,  se  debe  trazar  un  piano  paralelo 
a  la  base  para  que  se  determine  dós  sólidos  equi- 
valentes? 

A)  2/2  cm 
D)  5  cm 


A)  24  B)  20  C)  28 


D) 16  E) 48 


B)  33/3  cm  C)  43/4  cm 
E)  6,5  cm 
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46.  En  una  pirámide  cuya  base  es  un  triángulo  equiláte- 
ro,  su  altura  es  igual  al  rádió  dél  círculo  circunscrito 
a  la  base.  A  una  distancia  igual  a  la  medida  dél  inra- 
dio  de  la  base,  se  traza  un  piano  paralelo  a  ésta  que 
determina  un  tronco  de  pirámide  cuyo  volumen  se 
pide  calcularen  función  dél  circunradio  R  de  la  base. 


A) 

D) 


7R3/3 

32 

4R3/3 

17 


B) 

E) 


6R3/3 

25 

7R3  í3 

30 


C) 


5R3/3 

21 


47.  Dado  una  pirámide  regular  hexagonal,  la  arista  de 
la  base  es  “b".  Si  la  arista  lateral  midé  3b,  hallar  la 
distancia  dél  pie  de  la  altura  una  arista  lateral. 


*>¥■> 

DlüElS 


b 


«T* 


c) 


5R3/3 

21 


b 


48.  En  una  pirámide  cuadrangular  regular,  la  arista  la¬ 
teral  forma  37°  con  el  piano  base.  Calcular  el  valor 
dél  ángulo  diedro  que  forma  la  cara  lateral  con  la 
base. 

A)arctan-|  B)  arctanig-  Oarctan^- 

D)  arctan  E)  arctan 


n\  bV2  b3/2 

B)  8  C)  12 


53.  Las  aristas  laterales  de  un  tronco  de  pirámide  re¬ 
gular  triangular  formán  con  la  base  mayor  ángulos 
de  medida  0.  Si  las  aristas  básicas  mayor  y  menor 
miden  a  y  b,  calcular  el  volumen  dél  tronco. 


A)Í2l_ü!)tane 

C)  í^lsene 

E)  ^^cose 


B)  lécese 
D)  ane 


54.  En  una  pirámide  pentagonal  regular,  el  área  totál 
es  30  cm2  y  el  área  lateral  20  cm2.  Calcular  la  medi¬ 
da  dél  diedro  determinado  en  una  arista  de  la  base. 


A)  30  B)  60  C)  45 

D)  75  E)  arccos(1/3) 


55.  En  un  tronco  de  pirámide  regular  de  bases  cua- 
drangulares  en  todas  sus  caras  se  pueden  inseribir 
circunferencias,  en  las  bases  los  rádiós  de  las  cir- 
cunferencias  miden  4  cm  y  9  cm.  Entonces  el  área 
lateral  dél  tronco  de  pirámide  es:  (en  cm2) 

A)  598  B)  612  C)  624  D)  648  E)  700 


49.  En  una  pirámide  triangular  A-BCD  los  puntos  M  y  N 
són  los  baricentros  de  las  caras  BCD  y  ABC  respec- 
tivamente.  Si  AM  n  ND  =  {F}  y  FM  =  7,  calcular  AF. 

A)  20  B)  21  C)  22  D)  23  E)  24 


50.  En  un  tronco  de  pirámide  cuadrangular  regular,  las 
aristas  básicas  miden  a  y  b  (a  >  b).  Un  piano  se- 
cante  paralelo  a  las  bases  determina  dós  troncos 
de  pirámides  de  áreas  laterales  iguales.  Calcular 
el  lado  de  la  sección  que  determina  dicho  piano. 


A) 

D)  /2(b2-a2) 


B)  J2a!+b! 
E)  /3(b2-a2) 


51.  Se  tiene  un  tetraedro  regular  ABCD,  cuya  arista 
midé  a,  en  la  arista  AD  se  ubica  el  punto  O,  si  la 
altura  dejapirámide  ABCO  es  congruente  con  OD. 
Calcular  OD. 

A)(/6-2)a  B)||  C)| 

D)a/3  E)^ 

52.  En  una  pirámide  triangular  V-ABC  se  traza  un 
piano  secante  que  biseca  a  unó  de  los  ángulos 
intemos  de  la  base  y  que  contiene  al  vértice  V  de- 
terminando  una  sección  limitada  por  un  triángulo 
rectángulo.  Si  la  arista  básica  midé  “b”,  entonces  el 
volumen  de  la  pirámide  es: 


56.  En  un  tronco  de  pirámide  cuadrangular  regular,  las 
diagonales  de  las  bases  miden  J3Ö  y  JTÖ.  Si  el 

cuadrado  de  la  medida  de  la  altura  es  pp  calcular 
el  área  lateral. 

A) 8(/3  +  1)  B)9(/3+1)  C)10(/3+1) 

D)12(/3Í)  E)  15(/3  +  1) 

57.  Se  tiene  el  tetraedro  ABCD,  se  ubican  G1  y  G2  los 
baricentros  de  las  caras  ACD  y  DBC  de  tetraedro. 
Calcular  la  razón  de  volúmenes  de  tetraedro  ABCD 
y  el  sólido  G1G2CD 

A)  2  B)  9  C)  18  D)  6  E)  27 


58. 


En  la  pirámide  O-ABC,  las  caras  laterales  formán 
diedros  de  45°  con  la  base.  Si  AB  =  13,  BC  =  15 
y  AC  =  24.  Calcular  el  volumen  dél  sólido  limitado 
por  la  pirámide. 


59.  En  un  tronco  de  pirámide  regular  ABCD-EFGH  se 
traza  un  piano  secante  que  contiene  a  los  puntos 
medios  M  y  N  de  EH  y  HG  respectivamente  y  el 
vértice  A,  determinando  así  una  sección  cuadran¬ 
gular  regular  cuyo  lado  midé  4.  Calcular  el  volumen 
dél  sólido  limitado  por  el  tronco  de  pirámide. 


A)  37/3 
D)Up 


B)  11^/3  C)  ^ 
E)  112/5 


3 


60.  Se  tiene  un  tetraedro  regular  de  arista  igual  a  L. 
Calcular  el  volumen  dél  sólido  determinado  al  unir 
en  forma  consecutiva  un  vértice  dél  tetraedro,  con 
los  puntos  medios  de  las  aristas  que  concurren  en 
dicho  vértice  y  el  centro  de  una  de  las  caras  que 
concurren  en  dicho  vértice. 

M  ÍZÚ  b)J2Ú  c)  V2L? 

A)  72  B)  36  C)  9 

D)M  e)  ilL? 

;  72  36 

61 .  En  una  pirámide  regular  cuadrangular,  el  lado  de  la 
base  tiene  una  longitud  “a”  y  el  piano  que  pasa  por 
una  arista  básica  la  base  média  de  la  cara  opuesta 
formán  un  diedro  de  45°  con  la  base,  entonces  su 
volumen  es: 

A)  £  B)  £  C)  ^ 

D)  ¥  ©  i 

62.  En  una  pirámide  triangular  las  áreas  de  dós  caras 
perpendiculares  entre  si  són  iguales  a  S,  y  S2.  Si 
la  longitud  de  la  arista  común  entre  ellas  es  “a”, 
calcular  el  volumen  de  la  pirámide. 

A)  2^1^2  d\  q\  Sl$2a 

A)  3a  B)  2a  C)S1  +  S2 

D)  ^2  E)  (2S,  +  3S2)a 

a 

63.  La  altura  de  una  pirámide  octogonal  regular  midé 
“h”.  Si  la  medida  dél  diedro  determinado  en  una  aris¬ 
ta  básica  es  45,  calcular  el  volumen  de  la  pirámide. 

A)^(V2-1)  B)^(/2  +  1) 

C)  ií!(/2-1)  D)^(V2  +  1) 

E)  2h2(V2  -  1) 


64.  V-ABCD  es  una  pirámide  cuadrangular  regular 
cuya  cara  lateral  está  limitada  por  un  triángulo 
equilátero  cuyo  lado  midé  “a”.  Calcular  la  distancia 
dél  centro  de  la  base  a  una  de  las  caras  laterales. 

A)a^  B)a^  C)a^  D)a^  E)a^ 

65.  En  una  pirámide  V-ABC,  VA  =  ■/Í7 ;  VB  =  VC  =  6; 
AB  =  AC  =  5  y  BC  =  8.  Calcular  el  volumen  de  la 
pirámide. 

A)  9  B)  16  C)  25  D)  36  E)  64 


66.  En  una  pirámide  V-ABCD,  VA  es  perpendicular  a 
la  base  que  es  un  trapecio  rectángulo,  (recto  en  B 
y  C),  si:  BC  =  5;  CD  =  4;  VA  =  12  y  SABCD  =  SVBC. 
Calcular  SVCD. 


A)  24 
D)  36 
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67. 


V-ABC  es  una  pirámide  de  volumen  V,  se  traza  un 
piano  secante  que  interseca  a  VA  en  E,  VB  en  D  y 


*oi  „Ilö  VO  1 .  VE  2  w  VF 
VCenF,talqueü§  =  ^,I^  =  3y 


Entonces,  el  volumen  dél  sólido  ABC-EDF  es: 


A)W  B) 


D) 


50 

46V 

50 


E) 


48V 

50 

44V 

50 


Q  47V 
50 


68.  En  una  pirámide  cuadrangular  regular,  la  medida 
dél  diedro  determinado  por  una  cara  lateral  y  la 
base  es  60.  Calcular  la  longitud  de  la  arista  late¬ 
ral  en  función  dél  rádió  “r”  de  la  esfera  inscrita  en 
dicho  sólido. 

A)  2r  B)2rVÍ5  C)rÜ5 

D)rVÍ5  E)r^ 


69.  Calcular  la  altura  de  un  tronco  de  pirámide  regular 
ABCD-EFGH,  si  el  área  de  la  sección  plana  AEGC 
es  S!  y  el  área  de  la  sección  determinada  en  el  só¬ 
lido  por  un  piano  que  equidista  de  sus  bases  es  S2. 

a)  /st+s;  b) 

c)  sTsT®  D>  4^ 

E)  |lj2ST 


70.  La  superficie  limitante  correspondiente  a  un  tronco 
de  pirámide,  cuyas  bases  són  regiones  cuadradas 
y  una  cara  lateral  es  perpendicular  a  las  bases, 
está  circunscrita  a  una  esfera.  Calcular  el  volumen 
dél  tronco  de  pirámide  si  los  perímetros  de  las  ba¬ 
ses  suman  S  y  el  producto  de  las  medidas  de  dós 
aristas  básicas  diferentes  es  P. 


A) 

C) 

E) 


P(S2  +  4P) 
3S 

2S3(S2  -  4P) 
6P 

2P(S2  -  P) 
3S 


E)  P(S2  -  16P) 
6S 

D)  S(S2  -  9P) 


71 .  La  arista  lateral  de  una  pirámide  regular  midé  2;  si  su 
base  es  un  dodecágono  inscrito  en  una  circunferen- 
cia  de  rádió  1 .  Calcular  el  volumen  de  la  pirámide. 

A)  12  B)  /3  0/5  D)  V6  E)  /TŐ 


72.  Una  pirámide  regular  cuya  altura  es  24  dm  tiene 
por  base  un  cuadrado  cuyo  lado  es  12  dm,  se  la 
interseca  por  un  piano  paralelo  a  la  base  y  sobre 
la  sección  se  construye  un  prisma  recto  cuya  base 
superior  pasa  por  el  vértice  de  la  pirámide.  Deter- 
mine  la  distancia  de  la  sección  al  vértice  para  que 
el  volumen  dél  prisma  sea  los  3/7  dél  volumen  dél 
tronco  de  pirámide  que  queda. 

A)  9  dm  B)10dm 

D)  15  dm  E)  16  dm 


B)  26 
E)  32 


C)28 


C)  12  dm 
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73.  Se  tiene  un  tetraedro  regular  Q-PFE,  se  ubican  A, 
B,  C  y  D  puntos  medios  de  QF,  PF,  PE  y  QE.  Si 
la  arista  dél  tetraedro  Q-PFE  es  de  longitud  2  m. 
Calcule  el  volumen  dél  sólido  ABCDEF 

A)  V2  m3  B)  3  m3  C)3V2  m2 

D)  ^  m3  E)  —•  m3 


74.  La  base  de  un  pirámide  triangular  regular  de  24 
unidades  cúbicas  de  volumen,  descansa  sobre  una 
mesa,  frente  a  la  cual  esté  un  espejo  en  posición 
vertical.  Si  las  imagenes  de  los  vértices  de  dicha 
base  distan  7,7  y  13  unidades  de  la  superficie  dél 
espejo,  <j,cuál  es  la  altura  de  la  pirámide? 

A)  5/3  B)  6  C)4/3 

D)  2/3  E)  3/3 


1.  B 

11.  A 

21.  B 

31.  C  j 

2.  A 

12.  C  1 

22.  A 

32.  C  t 

3.  E 

13.  D  | 

23.  A 

33.  D  j 

4.  D 

i4.  e  ; 

24.  C 

34.  D 

5.  D 

15.  A  ! 

25.  A 

35.  A 

6.  C 

16.  E  | 

26.  D 

36.  A 

7.  D 

17.  D  ! 

27.  A 

37.  A 

8.  D 

18.  B 

28.  D 

38.  C  1 

9.  E 

19.  E  1 

29.  E 

39.  E 

10.  B 

20.  A 

30.  A 

40.  A 

41.  C 

51.  A 

61.  A 

71.  B 

42.  A 

52.  D 

62.  A 

72.  C 

43.  A 

53.  A 

63.  A 

73.  E 

44.  E 

54.  B 

í  64.  C 

74.  D 

45.  C 

55.  C 

65.  B 

46.  A 

56.  C 

66.  C 

47.  A 

57.  B 

67.  A 

48.  C 

58.  A 

68.  C 

49.  B 

59.  B 

69.  D 

50.  C 

60.  A 

70.  B 

Cilindro  y 
tronco  de 
cilindro 


Arquímedes  de  Siracusa  (Siracusa, 
Sicilia,  287  a.  C.-212  a.  C.)  fue  un 
físico,  ingeniero,  inventor,  astró- 
nomo  y  matemático  griego.  Aun- 
que  se  conocen  pocos  detalles  de 
su  vida,  es  considerado  unó  de 
Ios  científicos  más  importantes 
de  la  Antigüedad  clásica.  Se  con- 
sidera  que  Arquímedes  fue  unó 
de  los  matemáticos  más  grandes 
de  la  antigüedad  y,  en  generál, 
de  toda  la  história.  Usó  el  método 
exhaustivo  para  calcular  el  área 
bajo  el  arco  de  una  parábola  con 
la  sumatoria  de  una  serie  infinita, 
y  dió  una  aproximación  extrema- 
damente  precisa  dél  número  Pi. 
También  definió  la  espiral  que  Ile- 
va  su  nombre  y  fórmulas  para  los 
volúmenes  de  las  superficies  de 
revolución. 


En  su  obra  Sobre  la  esfera  y  el  ci¬ 
lindro  (dós  volúmenes),  Arquímedes  llega  a  la  conclusión  matemática  de  la  que  estaría  más  orgullo- 
so,  esto  es,  la  reláción  entre  una  esfera  y  un  cilindro  circunscrito  con  la  misma  altura  y  diámetro.  El 
volumen  es  4/3  nr3  para  la  esfera,  y  Snr3  para  el  cilindro.  El  área  de  la  superficie  es  4nr2  para  la  esfera, 
y  ÖTir2  para  el  cilindro  (incluyendo  sus  dós  bases),  donde  r  es  el  rádió  de  la  esfera  y  dél  cilindro.  La 
esfera  tiene  un  área  y  un  volumen  equivalentes  a  dós  tercios  de  los  dél  cilindro.  A  pedido  dél  propio 
Arquímedes,  se  colocaron  sobre  su  tumba  las  esculturas  de  estos  dós  cuerpos  geométricos. 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  SUPERFICIE  CILÍNDRICA 


<4  CILINDRO  DE  REVOLUCIÓN 


Es  la  superficie  generada  al  deslizarse  una  recta  (gene- 
ratriz)  a  lo  largo  de  una  curva,  (directriz),  manteniéndo- 
se  paraleia  a  su  posición  inicial. 

En  la  figura  1 :  7es  la  generatriz  de  la  superficie  cilíndri- 
ca  y  Cl  la  directriz.  Como  C1  no  es  cerrada  la  superficie 
obtenida  es  abierta. 

En  la  figura  2:  C2es  una  curva  cerrada;  luego,  la  super¬ 
ficie  generada  es  cerrada. 


<4  CILINDRO 

Es  el  sólido  obtenido  al  intersecar  una  superficie  cilín- 
drica  cerrada,  por  medio  de  dós  planos  paralelos. 

Las  regiones  que  determinan  dichos  planos  són  las  ba- 
ses  dél  cilindro  y  la  distancia  entre  ellos  es  la  altura.  Las 
bases  són  congruentes. 

Si  B  es  el  área  de  una  base  y  “h”  la  longitud  de  la  altura; 
el  volumen  dél  sólido  se  evalúa  así: 


Se  genera  al  girar  una  región  rectangular,  una  vuelta 
alrededor  de  un  eje  que  contiene  a  un  lado. 

Las  bases  són  círculos  y  la  altura  midé  igual  que  la  ge¬ 
neratriz.  Es  también  llamado  cilindro  circular  recto. 


Área  lateral 
Área  totál: 
Volumen: 


SL  =  2nrg 


ST  =  SL  +  2B 


V  =  Ttr2 


En  este  caso: 


B  =  Ttr2 


<4  DESARROLLO  DE  LA  SUPERFICIE  LATERAL 

Es  la  región  rectangular  obtenida  al  extender  (desarro- 
llar)  la  superficie  lateral,  de  modo  que  los  lados  dél  rec- 
tángulo  sean  la  generatriz  y  las  circunferencias  de  las 
bases  dél  cilindro  de  revolución  original. 


V  =  Bh 


En  la  figura,  el  segmento  de  longitud  g,  es  la  generatriz 
dél  cilindro. 


La  sección  recta  dél  cilindro,  es  la  intersección  dél  sóli¬ 
do  con  un  piano  perpendicular  a  las  generatrices  (todas 
las  generatrices  dél  cilindro  són  congruentes). 

El  cilindro  es  oblicuo  si  las  generatrices  són  oblicuas  a 
las  bases. 

El  cilindro  es  recto  si  las  generatrices  són  perpendicu- 
lares  a  las  bases.  En  este  caso:  g  =  h  y  además,  las 
secciones  rectas  són  congruentes  a  las  bases. 

Si  C,  es  el  perímetro  de  una  sección  recta,  entonces  el 
área  de  la  superficie  lateral,  se  expresa  así: 


SL  =  Cg 


y. 


el  área  totál  seré 


g 


27tr 


En  el  caso  de  un  cilindro  oblicuo,  el  desarrollo  pue- 
de  resultar  romboidé  o  rombo. 


\ _ 

<4  TRONCO  DE  CILINDRO 

Se  obtiene  al  intersecar  la  superficie  lateral  de  un  cilin¬ 
dro  con  un  piano  no  paralelo  a  las  bases. 

En  la  figura  1 :  OO'  es  el  eje  dél  tronco,  g  y  G  són  longi- 
tudes  de  dós  generatrices  opuestas,  (g  <  G). 

Las  secciones  rectas  dél  tronco  són  las  mismas  que  las 
dél  cilindro  original. 

El  volumen  se  puede  evaluar  así: 


bi  asr  es  ei  area  ae  una  sección  recta,  ei  volumen  sera: 

v  =  (ASR)g 

V  =  Asr(OQ') 
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Si  el  tronco  se  deriva  de  un  cilindro  de  revolución,  su 
volumen  es: 


Si  una  generatriz  es  nula,  el  sólido  se  llama  cuna  cilín- 
drica.  Por  ejemplo,  en  la  figura  3: 


V  =  Kl2^- 


Fig.  2  Fig.  3 


elipse 
(longitud  L) 


circunferencia 


b. 


elipse 
(longitud  L) 


elipse 
(longitud  L’) 


c. 


elipse 

(longitud 


Éjem  pl  os : 

1.  Un  cilindro  está  lleno  de  agua  hasta  la  mitad.  Se 
suelta  un  pedazo  metálico  y  el  nivel  dél  agua  sube 
en  3,5  cm.  Si  el  diámetro  dél  cilindro  es  8  cm,  Ha- 
llar  el  volumen  dél  pedazo  metálico. 


Otras  posibilidades 


G 


(Si  g  =  0,  se  trata  de  una  cuna  cilíndrica). 

Algunos  desarrollos  de  las  superficies  laterales  de  tron- 
cos  de  cilindro  són: 


Resolución: 


La  variáción  es  debida  al  trozo  metálico,  y  su  volu¬ 
men  es: 


(n^-)(3,5)  =  176 


cm" 


2.  ABCD  es  un  rectángulo.  Se  traza  BH  1  AC.  Si  V1 

y  V2  són  los  volúmenes  de  los  sólidos  obtenidos  al 

girar  la  región  triangular  ABCD  alrededor  de  AB  y 

-  Ví  AH  4 

BC,  respectivamente.  Hallar:  -rj-,  si:  =  -^=- 

V2  ML/  ZO 

Resolución: 
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Con  el  gráfico: 

Alrededor  de  AB:  \S,  =  7t(BC)2(AB) 
Alrededor  de  BC:  V2  =  ti(AB)2(BC) 


V2  ji(AB)2(BC) 


BC 

AB 


(1) 


Por  otro  lado,  en  el  AABC,  según  reláción  métrica: 


(BC)2  HC 
(AB)2  AH 


Con  el  dato: 


(BC)2  25 

(AB)2  4 


BC 

AB 


Reemplazando  esto  último  en  (1): 


3.  AB  y  CD,  són  generatrices  opuestas  de  un  cilindro 
circular  recto  y  O  punto  medio  de  BC.  Siendo  E  un 
punto  de  CD,  tál  que  OE  1 AE;  CE  =  8  y  ED  =  9; 
hallar  el  área  totál  dél  sólido. 


Resolución: 


Sea  “r”  el  rádió  de  la  base: 

AOCE  ~  AEDA  =>  i  ^  =»  r  =  6 

El  área  totál:  ST  =  SL  +  2;ir2 
ST=  2nr(CD)  +  2711^ 

ST=  2ti(6)(17)  4-  2n(6)2  ST  =  276n 

4.  En  un  vaso  que  tiene  la  forma  de  un  cilindro  rec¬ 
to  de  revolución,  la  altura  es  el  doble  dél  diámetro 
de  la  base.  Si  el  vaso  contiene  un  líquido  que 
ocupa  las  3/4  partes  de  su  capacidad,  determinar 
el  ángulo  que  debe  inclinarse  desde  su  posición 
normál  hasta  el  instanté  en  que  el  líquido  esté  por 
derramarse. 

Resolución: 

Llamando  V  al  volumen  dél  vaso,  el  líquido  ocupa 

los  4v. 

4 


Luego,  el  volumen  será  -j-  y  corresponde  a  la  cuna 
ABC.  4 


Al  trazar  AF  //  DE,  formando  el  cilindro  ABCF,  su 
volumen  será  el  doble  de  ABC,  es  decir:  2(^)  =  y 

Como  el  volumen  de  ABCF  es  la  mitad  dél  totál: 

AB  =  =>  AB  =  d 

Luego,  en  el  kABC:  AB  =  BC  a  =  45° 

5.  El  desarrollo  de  la  superficie  lateral  de  un  cilindro 
oblicuo,  de  base  elíptica,  es  un  rombo  de  diago- 
nales  12  cm  y  16  cm,  respectivamente.  Hallar  el 
volumen  dél  sólido. 

Resolución: 

Volumen:  V  =  7tr2AB 


A'B  =  12  A  AB'  =  16 
(desarrollo  de  la  superficie  lateral) 

En  el  ABMB'  dél  desarrollo:  BB'  =  10 
Luego,  por  ser  rombo:  AB  =  BB'  =>  AB  =  10 
(longitud  de  la  generatriz). 

A'H  es  igual  a  la  longitud  de  la  circunferencia  de  una 
sección  recta.  En  el  AABA':  (AB)(A'H)  =  (A'B)(AM) 

=>  10(A'H)  =  12(8)  =>  A'H'  =  4r 

5 

Pero:  A'H  =  2nr  =>  2nr  =  4r-  =>  r  =  J4- 
5  5 7i 

Finalmente,  el  volumen:  V  =  Ttr^AB 

6.  Hallar  el  volumen  de  un  cilindro  oblicuo,  de  base  cir¬ 
cular,  sabiendo  que  la  generatriz  midé  igual  que  el 
diámetro  de  la  base  y  la  distancia  dél  centro  Q,  de 
una  de  dichas  bases,  a  los  extremos  de  un  diámetro 
AC  de  la  otra,  són  9  y  13  cm,  respectivamente. 

Resolución: 


Si  “r”  es  rádió  de  la  base:  g  =  2r 
=>  QO  =  g  =  2r  (Q  y  O:  centros). 

En  el  AAQC,  por  el  teorema  de  la  mediana: 

(AQ)2  +  (QC)2  =  2(QO)2  + 


r  =  5  A  AC  =  10 


Resolución: 
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132  +  92  =  2(2r)2  + 


(2r  )2 
2 


Luego,  para  hallar  la  longitud  de  la  altura  h,  usa- 
mos  el  teorema  de  Herón  en  el  AAQC: 
p  _  13  +  9+10  =  -)e  (semiperí metró) 

h  =  -^716(16  -  13)(16  -  9)(16  -  10) 

h= 

o 

Entonces,  el  volumen  dél  cilindro:  V  =  nfh 
V  =  Tt(52)(^-/Í4|cm3  =»  V  =  60n(/Í4)  cm3 

7.  Hallar  el  área  totál  de  un  cilindro  de  revolución,  en 
el  cual  la  diagonal  axial  midé  17  cm  y  la  distancia 
de  un  punto  de  la  circunferencia  de  una  base,  al 
centro  de  la  otra,  es  7241  cm. 

Resolución: 

ST=27irh  +  27ir2  ...(1) 

Consideremos  el  gráfico 


Si  AB  y  CD  són  diámetros  opuestos,  se  llama  dia¬ 
gonal  axial  dél  cilindro,  a  la  diagonal  dél  rectángulo 
ABCD  =*  AD  =  17 
También,  por  dato:  AM  =  7241 
Por  el  teorema  de  Pitágoras: 
kACM  =  h2  +  r2  =  241  ...  (2) 

kACD  =  h2  +  4r"  =  289  ...(3) 

Restando  (3)  -  (2):  3p  =  48  =*  r  =  4 
=>  h  =  15 

Reemplazando  en  (1):  ST=  2ti(4)(15)  +  2ti(42) 

.-.  ST  =  1 527t  cm2 

8.  AC,  es  una  generatriz  dél  cilindro  circular  recto  de 
rádió  “r”,  en  la  figura  adjunta,  CB,  es  diámetro.  E  es 
un  punto  de  AC.  Hallar  la  longitud  mínima  de  la  tra- 
yectoria  ABE  sobre  la  superficie  lateral  dél  cilindro, 
sabiendo  que  r  =  AE  =  12  y  EC  =  8. 


Se  pide  el  valor  mínimo  de  la  curva  ABE. 

En  la  figura  adjunta,  la  región  rectangular  ACC7V, 
es  desarrollo  de  la  superficie  lateral  dél  cilindro. 

Se  tiene:  CC’  =  longitud  de  la  circunferencia  de  la 
base. 

CC'  =  2itr  =  2*(f)  =  30 
CB  =  BC  =  15  _ 

La  trayectoria  curva  AB,  sobre  la  superficie  dél  ci¬ 
lindro,  equivale  a  la  longitud  dél  segmento  AB,  en 
el  desarrollo. 


A  A' 


La  trayectoria  curva  BE,  equivale  a  la  longitud  dél 
segmento  BE. 

LACB  =*  (AB)2  =  1 52  +  202  =>  AB  =  25 
kBC'E  =>  (BE)2  =  152  +  82  =*  BE  =  17 
.-.  AB  +  BE  =  42,  es  la  longitud  de  la  mínima  tra¬ 
yectoria  de  la  curva  ABE. 

9.  Hallar  el  volumen  dél  cilindro  circular  recto  de 
la  figura,  AB  y  CD  són  diámetros  y  AB  1  CD.  La 
sección  DBC  tiene  área  32n  cm2  y  forma  un  diedro 
de  60°  con  la  base. 


Resolución: 


^semicirculo  cdh  —  (Aseccjón  DBC)cos60 

=  32n  X  1 
1 6n  =»  OH  =4/2 

En  el  fc^BHO:  BH  =  (OH)/3  =  BH  =  4v6 
Entonces,  el  volumen  dél  cilindro:  V  =  ti(OH)2(BH) 
V  =  it(4y2)2(4>/6)  V=  128n/6  cm3 


Asemicirculo  CDH 


7l(OH)2 
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10.  Un  cilindro  oblicuo  está  circunscrito  a  una  esfera 
de  rádió  “r”  y  las  generatrices  estén  inclinadas  60°, 
respecto  al  piano  de  la  base.  Hallar: 

•  El  área  lateral  dél  cilindro. 

•  El  área  de  cada  base. 

•  El  volumen. 


Resolución: 


La  sección  recta  es  un  círculo  de  rádió  V,  igual  al 
de  la  esfera  (un  círculo  máximo  de  la  esfera). 

La  longitud  de  la  altura  dél  cilindro:  CH  =  2r 
En  la  sección  ABCD: 


kCHD  =>  CD 


.  _2_ 
/3 


(CH)  =>  CD  =  -^(2r) 


CD  =  -|-r/3  (longitud  de  la  generatriz) 


Árealateral:  SL  =  2nr(CD)  =  27tr|-jr/3  j  =  -^-r2  /3 

Volumen:  V  =  nr^CH)  =  nr^r)  =>  V  =  2nr* 

Área  en  bases:  El  área  de  una  base  se  encuentra 


asi: 


,  =  (Ábase)COS30° 

,/3 


=  (Abase)-^- 


=»  Abaae  = 


Si  r  es  el  rádió  de  la  base;  en  el  AACE,  se  tiene: 
EC  =  (AC)/3  =>  EC  =  2r/3  ...(2) 


Área  de  la  base  circular:  B,  =  itr2 
Para  hallar  el  área  de  la  región  elíptica: 

B,  =  B2cos60°  =>  rtr2  =  B2(l)  =>  B2  =  2n? 

Por  dato:  B,  +  B2  =  4871 

=>  nr2  +  2 71  r*2  =  4871  =>  r  =  4  cm 

En  (2):  EC  =  8/3  cm 

En  (1):  V  =  ti(4)28,/3  =»  V=  128n/3  cm3 

12.  Hallar  el  volumen  dél  tronco  de  cilindro  circu¬ 
lar  recto;  si  AB  =  40;  CD  =  20;  mZABC  =  45°  y 
mZBHA  =  90°  (P  y  Q:  centros). 


Resolución: 


11 .  En  un  tronco  de  cilindro  circular  recto,  la  generatriz 
mínima  es  nula  y  los  planos  de  las  bases  formán 
un  diedro  de  60°.  Hallar  el  volumen  dél  sólido,  sa- 
biendo  que  la  suma  de  las  áreas  de  las  bases  es 
48ti  cm2. 

Resolución: 


Consideramos  el  gráfico  adjunto: 
Generatriz  máxima:  EC 
mZEAC  =  60° 

El  volumen  pedido:  V  =  Ttr^EC)  ...(1) 


Del  gráfico:  kAHB  =>  HM  =  M  =  20 
kCHD  =>  HN  =  =  20-  =  10 

*»  MN  =  HM  -  HN  =>  MN  =  20  -  10 
MN  =  10  =»  r  =  5 

El  volumen  dél  tronco  de  cilindro  seré: 

V  =  (área  de  la  sección  recta)  |  +  CD ) 

v  =  Ttr^  AB  +  5-°  )  =  ti(5)2(  40  +  20  )  V  =  750ti 
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1 3.  Hallar  el  volumen  dél  tronco  de  cilindro  circular  rec- 
to  circunscrito  a  la  esfera  de  rádió  “r”,  sabiendo  que 
el  eje  AB  de  la  elipse,  forma  un  ángulo  de  45°  con 
la  generatriz  máxima  BC. 

Resoluclón: 


El  rádió  de  la  base,  es  igual  al  de  la  esfera:  r 
El  volumen  dél  tronco  se  evalúa: 

v  =  (Abas,)(AD  +  BC) 

-  V  =  (nr2)(AD  +  .BC)  ...(1) 

En  la  sección  ABCD,  por  el  teorema  de  Pitot: 

AD  +  BC  =  AB  +  CD 

AD  +  BC  =  2r/2  +  2r  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

v  =  (nr2)(2r^|+2r)  -  V  =  +  1 ) 

14.  Hallar  el  volumen  de  la  cuna  cilíndrica  circunscrita 
a  la  esfera  de  rádió  r,  siendo  AB  y  AC  ejes  de  las 
elipses,  AB  =  AC  y  AB  1  AC. 

Resolución: 


En  la  sección  BAC: 

AH  =  r(/2  +  1) 

BC  =  2r(/2  +  1)  A  AH  =  ^ 

AH 

El  rádió  de  la  sección  recta  es: 


Luego,  el  volumen: 


V  =  ^(^_Ll)22^| ±li 

Efectuando:  V  =  -^-(5/2  +  7) 

15.  Una  población  con  5000  habitantes  consume  en 
promedio  por  persona  20  litros  de  agua  diaria- 
mente.  Determinar  el  rádió  de  un  pozo  cilíndrico 
que  abastezca  a  la  población  y  que  tenga  además 
capacidad  para  una  reserva  dél  25%  dél  consumo 
diario,  tál  que  la  altura  sea  4  veces  el  diámetro. 

Resolución: 


Consumo  diario:  5000  x  20  =  100  000  L  =  100  m3 
Como  el  pozo  debe  tener  una  reserva  dél  25%, 


W(1°0)  =  25  m 


3 


El  volumen  totál  seré: 

V=  (100  +  25)  =  125  m3 

Luego:  (jtr^r  =  125  =>  r3  = 


ff 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 


1 .  La  curva  de  longitud  mínima,  trazada  de  A  a  B  (so- 
bre  una  misma  generatriz)  que  da  una  vuelta  com- 
pleta  en  tomo  al  cilindro  recto  de  rádió  1  y  altura  2, 
tiene  por  medida  L.  Hallar  el  valor  de  L. 


Resolución: 


través  de  la  generatriz  AB. 

AA'  =  2n 

L2  =  22  +  (2ji)2  =»  L2  =  4  +  4it2  .-.  L  =  2  A  +  n2 
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2.  Se  tiene  un  tronco  de  cilindro  circular  recto,  en  el 
que  su  volumen  es  numéricamente  igual  al  valor 
de  su  área  lateral.  Si  la  diferencia  entre  las  gene- 
ratrices  máxima  y  mínima  dél  tronco  de  cilindro  es 
71,  hallar  la  longitud  de  la  elipse  que  constituye  su 
base  superior. 

Resolución: 


L/2, 


Q 

/  “U _ X 

1 

1 

1 

z''  "  N 

^ - jS* 

^  g 

1 

1 

1 

1 

■1  •  UL- 

i 

1 - 2nr - 1 

Desarrollamos  el  tronco  de  cilindro: 

Volumen  =  Alalwa,  =>  =  27tr(!±^.) 

Se  deduce:  r  =  2 

Longitud  de  la  circunferencia  de  la  base: 

27tr  =  2t:(2)  =  4n 

G  -  g  =  ti  =>  teorema  de  Pitágoras: 

=  (nf  +  (2n)2  .-.L  =  2nJ5 


3.  Hallar  el  área  lateral  de  un  cilindro  circular  recto, 
sabiendo  que  el  área  de  la  sección  determinada 
por  un  piano  que  contiene  al  eje,  es  S. 

Resolución: 


Observa  en  la  figura  que  la  sección 
es  un  rectángulo  cuya  área  es: 

A  =  (2r)h  =  2rh 
Por  dato:  2rh  =  S 


Sabemos  que  el  área  lateral  dél  cilindro  es: 
Al  =  (27ir)h  =  7t(2rh) 

Al  =  7tS 


4.  En  un  tronco  de_cilindro  recto  se  tienen  las  gene- 
ratrices  AB  y  PC,  menor  y  mayor,  respectiva men¬ 
te,  siendo  AD  diámetro  de  la  base.  Si  DB  _L  BC, 
BD  =  5  cm  y  el  diámetro  de  la  base  es  AD  =  4  cm. 
Hallar  el  área  lateral  dél  tronco. 


Resolución: 


Observa  que:  AB  =  g  =  3 
Además:  a  =  37°  A  0  =  53° 

3k  =  5  =>  k  =  5/3 
Luego:  G  =  5(-|)  =>  G  = 

Área  lateral: 

Al  =  )  =  2n(2)[^2i) 

.  a  _  68ti 

. .  al  -  — 

5.  En  un  cubo  de  volumen  V  se  inseribe  y  circunscribe 
dós  cilindros  de  revolución.  Calcular  el  volumen  dél 
sólido  comprendido  entre  los  cilindros. 

Resolución: 


H  =2r 


Se  observa  que  el  rádió  de  la  base  dél  cilindro  ins- 
erito  es  “r”,  entonces  el  rádió  de  la  base  dél  cilindro 
circunscrito  es  r/2 
Volúmenes: 

Del  cilindro  mayor  =  7i(r/2)2(2p) 

Del  cilindro  menor  =  7i(r)2(2r) 

Diferencia  de  volúmenes: 

AV  =  7i(2r2)(2r)  -  7i(r)2(2r)  =>  AV  =  27ir3  ...(1) 
Dato:  V.*,,  =  V=»8r3  =  V^r3=|- 
Reemplazando  en  (1): 

AV  =  2n(y)  ••AV=^- 

6.  Se  tiene  dós  cilindros  de  revolución  semejantes, 
cuyas  alturas  miden  6  y  8  respectivamente.  Si  el 
área  lateral  dél  primer  cilindro  es  5.  Hallar  el  área 
lateral  dél  segundo  cilindro. 

Resolución: 


Si  los  2  cilindros  de  revolución  són  semejantes,  se 
cumple: 
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7.  AB  y  CD  són  las  generatrices  diametralmente 
opuestas  de  un_  cilindro  circular  recto,  O  es  pun- 
to  medio  de  BC,  E  es  un  punto  de  CD,  tál  que 
OE  _L  AE.  Si  CE  =  8,  ED  =  9,  hallar  el  área  totál  de 
la  superficie  dél  cilindro. 

Resolución: 


-  t  =  =*  R2=36  *  R  =  6 


El  área  totál  de  la  superficie  dél  cilindro  es: 

S  =  2tiR2  +  (2nR)(17) 

S  =  72ti  +  204ti  =  276ti 

8.  Un  cilindro  de  revolución  de  área  totál  A  y  rádió  de 
la  base  R  es  tál  que  su  altura  es  congruente  al  diá- 
metro  de  la  base.  Hallar  el  volumen  dél  cilindro. 

Revolución: 


kOCT  ~  kTDA 


Volumen  dél  cilindro: 
V  =  7iR2(a  +  b) 


(1)en  (2):  .-.  V=  nab<°  +  b) 


...(2) 


10.  En  un  cilindro  de  revolución,  AB  y_CD  són  dós 
generatrices  opuestas  de  modo  que  AC  y  BD  són 
diámetros  de  las  bases,  sea  M  un  punto  de  CD,  tál 
que;  mZAMB  =  90°,  AM  =  a,  BM  =b,  hallar  el  área 
lateral  dél  cilindro. 


kAMB;  por  relaciones  métricas: 

ab  =  2Rh  ...(1) 

SL  =  (27iR)h  =  7i(2Rh)  ...(2) 

De  (1)  y  (2):  SL=7iab 

11.  Una  pirámide  hexagonal  regular  está  inscrito  en 
un  cilindro  de  revolución,  siendo  el  vértice  de  la  pi¬ 
rámide  el  centro  de  una  de  las  bases  dél  cilindro. 
Calcular  la  reláción  de  volúmenes. 

Resolución: 


Por  condición  dél  probléma: 

A  =  2jiR2  +  (2tiR)(2R)  =  6eR2  ...(1 ) 

Volumen  dél  cilindro: 

V  =  (jiR2)(2R)  =  2rcR3 

^  =  6tiR2  ...  (2) 

De(1)y(2):  =A  . .  V  =  M 

9.  En  un  cilindro  de  revolución,  AB  y  CD  són  dós  ge¬ 
neratrices  diametralmente  opuestas.  Se  ubican 
los  puntos  O  e  BC,  T  e  CD,  tales  que  OB  =  OC; 
OT 1  AT;  CT  =  a,  TD  =  b.  Hallar  el  volumen  dél  cilindro. 


Volumen  de  la  pirámide: 

VR  =  T(6)(RT^)h  -(1) 


Resolución: 


Volumen  dél  cilindro: 

Vc  =  7iR2h  ...(2) 

1 ’  '  >'  Vc  2n 

12.  El  volumen  de  un  cilindro  de  revolución  es  60.  Ha¬ 
llar  el  volumen  de  la  intersección  de  dós  conos  de 
revolución  cuyas  bases  són  las  bases  dél  cilindro  y 
los  vértices  són  los  centros  de  las  bases  opuestas. 
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Resolución: 


Resolución: 


Por  dato:  7iR2(2h)  =  60 

7iR2h  =  30  ...(1) 

El  volumen  de  la  intersección  de  dós  conos  seré: 

V  =  l^h  ...(2) 

pero:  r  =  y 

En  (2):  V  =  ...(3) 

(1)en(3):  V=  -22-  =5  V  =  5 
b 

13.  En  un  cilindro  de  revolución  se  inseribe  un  tetrae- 
dro  regular  de  modo  que  una  de  sus  aristas  es  diá- 
metro  de  una  base  dél  cilindro.  Hallar  la  reláción  de 
los  volúmenes. 

Resolución: 


15.  Se  desea  elaborar  un  cilindro  de  revolución  cuya 
base  tenga  área  4n  y  la  longitud  de  la  generatriz 
igual  al  diámetro  de  la  base,  calcular  el  área  mí- 
nima  de  una  superficie  rectangular  de  una  car- 
tulina  que  servirá  para  el  desarrollo  dél  cilindro 
(considerar  el  mínimo  desperdicio). 

Resolución: 


La  figura  muestra  la  región  rectangular  mínima  que 
se  debe  tener  para  obtener  el  cilindro  respectivo 
con  un  desperdicio  mínimo. 

=  4ti(4  +  4)  =  32n 


kDMB: 

3R2  =  h2  +  R2  =*  h  =  R/2 

Volumen  dél  tetraedro  regular:  VT  =  -|-R3  /2 

Volumen  dél  cilindro:  Vc  =  tcR3/2 
' '  Vc  ~  3h 

14.  A-BCD  es  un  tetraedro  regular  de  arista  a,  inserita 
al  cilindro  de  revolución.  Hallar  la  distancia  entre 
los  puntos  de  la  circunferencia  de  la  base  superior 
y  una  cara  lateral  dél  tetraedro. 


rn 

/  .  \ 

/  \ 

/  \ 

/  \ 

/  \ 

/  \ 


c 


16.  Un  vaso  de  forma  cilíndrica  en  el  cual  la  altura  es 
igual  al  diámetro  de  la  base,  contiene  un  líquido 
de  volumen  V.  Si  al  inclinar  el  vaso  un  ángulo  que 
vale  45°  el  líquido  está  por  derramarse,  cuál  es  el 
máximo  volumen  de  líquido  que  puede  contener. 
Resolución: 


V„  =  7iR2h 

V,  =  jiR2(R) 


=»  7tR2h  =  jiR2R  =»  h  =  R 


El  recipiente  puede  contener  el  doble  de  la 
cantidad  de  líquido  que  había  inicialmente. 
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17.  Si  un  cilindro  está  inscrito  en  un  cubo,  hallar: 
Volumen  dél  cilindro 

Volumen  dél  cubo 


Resolución: 


p  _  V  cilindro 
\/ 

v  cubo 

Notamos  que:  R  = 


18.  La  esfera  inscrita  en  un  tronco  de  cilindro  circular 
recto,  determina  un  punto  de  tangencia  en  el  eje 
mayor  de  la  elipse  de  una  base  y  dós  segmentos 
de  longitudes  a  y  b.  Determinar  el  eje  dél  tronco. 

Resolución: 


Eje  =  a±_R  +  b  +  R  =  a_±_b  +  R 

kOAB:  R2  =  ab  =»  R  =  Vab 
•  •  Eje  =  -  £  b  +  / ab 


20.  Sea  un  tronco  de  cilindro  oblicuo  cuyas  generatri- 
ces  són  AB  y  CD,  tál  que  (AB)2  -  (CD)2  =  32  cm2. 
La  generatriz  AB  hace  con  las  bases  inferior  y  su- 
perior  ángulos  cuyas  medidas  són  15°  y  75°  res- 
pectivamente.  Hallar  el  área  lateral  (en  cm2). 

Resolución: 

Dato:  (AB)2  -  (CD)2  =  32 

kBEA:  ET  =  ^ 

4 


B 


«  R  =  AB-CD 

Asl  =  27iR(Eje)  =  2n(AB~CD)(AB  +  CD) 

ASL=  fKAB^-CCD)2]  =  |(32) 

Asl  =  47i 

21.  Se  tiene  un  tronco  de  cilindro  de  revolución  cir- 
cunscrito  a  una  esfera,  la  generatriz  mayor  midé 
12  m  y  la  generatriz  menor  midé  6  m.  Hallar  el  vo¬ 
lumen  dél  tronco  de  cilindro  (en  m3). 

Resolución: 


19.  En  un  tronco  de  cilindro  recto  se  inseribe  una  es¬ 
fera.  Si  las  longitudes  de  las  generatrices  menor  y 
mayor  dél  tronco  són  a  y  b,  hallar  el  volumen  dél 
sólido  limitado  por  el  tronco  de  cilindro  recto. 

Resolución: 


V, 

Eje 


tronco  cilindro 

a  +  b 

2 


kOAB:  R2  =  (a  -  R)(b  -  r) 

v.  =  .R-(EW..(5stF)!( 

7ia2b2 


R  = 


ab 

a  +  b 


a  +  b 

2 


.-.  Vy  = 


2(a  +  b) 


Sea:  V  = 


na 


2(a+b) 

v  =  7i(62)(122) 
x  2(6+12) 


Vy  =  144ti 


22.  Los  ejes  mayores  de  las  regiones  elípticas  que 
són  las  bases  de  un  tronco  de  cilindro  oblicuo  de 
sección  recta  circular,  determinan  con  la  generatriz 
máxima  un  triángulo  equilátero.  Si  las  dós  genera¬ 
trices  extremas  miden  4  y  2,  calcular  el  volumen 
dél  tronco  de  cilindro. 

Resolución: 


Vx  =  As„(Eje) 

2R  =  -fz  =>R=^- 


/  V«  =  *(#)(3) 


V  =  % 
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23.  La  cara  superior  de  un  tronco  de  cilindro  recto  de- 
termina  con  la  base  un  ángulo  diedro  que  vale  60°. 
Si  las  generatrices  máxima  y  mínima  miden  12  y  8. 
Calcular  la  reláción  entre  el  área  lateral  y  el  área  de 
la  cara  superior. 


Resolución: 


2R=  4/3  öR=  2^/3 

Éje  =  io 

Bcos60°  =  itR2  =»  B  =  2nR2 
r  _  2nR  (Éje)  (Éje)  IQ 

2nR2  r  2/3. 

3 

E  =  5/3 


24.  Los  trés  lados  de  un  triángulo  rectángulo  estén  en 
progresión  aritmética,  siendo  el  perímetro  dél  trián¬ 
gulo  90  m.  Calcular  el  volumen  dél  cilindro  de  re- 
volución  de  10  m  de  altura,  cuya  base  es  el  círculo 
inscrito  en  el  triángulo  rectángulo. 

Resolución: 


a-r  +  a  +  a  +  r  =  90  =>  a  =  30 
(a  +  r)2  =  a2  +  (a  -  r)2  -  r  = 

Por  Poncelet:  a  +  a-  r  =  a  +  r  +  2R=>  R  =  4^- 


25.  En  un  cilindro  recto  de  revolución,  la  diagonal  de  su 
sección  axial  midé  17  y  la  distancia  de  un  punto  de 
la  circunferencia  de  la  base  al  centro  de  la  base  o 
puesta  es  7241  .  Calcular  el  área  totál  dél  cilindro. 


El  área  totál  dél  cilindro  seré: 

S  =  2tiR2  +  (2nR)h 
S  =  3271  +  120ti  =>  S  =  152ti 

26.  De  todos  los  cilindros  de  revolución  de  área  totál 
igual  a  27ia2.  Hallar  el  volumen  máximo  dél  cilindro. 

Resolución: 


Por  condición  dél  probléma: 

2nr2  +(27ir)h  =  27ia2 

-2  r2 

h  =  á_zH  ...(1) 

Volumen  dél  cilindro: 

V  =  JtPh  ...(2) 

(1)  en  (2):  V  =  nr2^ a  =>  V  =  na2r  -  nr3 

El  volumen  dél  cilindro  será  máximo,  cuando  la  de- 
rivada  de  V  sea  igual  a  cero: 

V  =  na2  -  3M2  =  0 

r  =  -§=-  sh  =  -|-a/3 
/3  3 

Luego:  V  =  n(-^j2(|-a/3  j  V  =  |/3  na3 

27.  Se  inseribe  un  cilindro  de  revolución  en  un  hexae- 
dro  regular  de  arista  L  de  modo  que  el  eje  dél  cilin¬ 
dro  este  contenido  en  una  diagonal  dél  hexaedro. 
Hallar  el  volumen  dél  cilindro  si  su  altura  y  su  rádió 
están  en  la  reláción  de  5  a  1 . 

Resolución: 

En  su  piano  diagonal: 


A  M  D 

i - 1 


Resolución: 


kAOM  ~  kCO’N 

*  f  =  - 0^n  =  r/2 
L  L/2 

kCDA;  por  Pitágoras 
(2r/2  +  5r)2  =  L2  +  (L/2)2 

De  donde:  r  =  — 1--/3 
5  +  2/2 

El  volumen  dél  cilindro  será:  V  =  711^(50  =  ÖTtr3 


V  =  ! 


=  5J-U 3_\~  V  =  1S«LV3 

V5  +  2/2/  (5  +  2/2)3 


 15tiL3/3 
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28.  Se  tiene  un  cilindro  oblicuo  de  base  circular  en  el 
cual  la  generatriz  midé  igual  al  diámetro  de  la  base 
y  la  distancia  dél  centro  de  una  de  las  bases  a  los 
extremos  dél  diámetro  contenido  en  la  otra  base 
miden  9  y  13.  Calcular  el  volumen  dél  cilindro. 

Resolución: 


h 


Por  teorema  de  la  mediana: 

132  +  92  =  2(2R )2  +  =>  R  =  5 

Por  Herón:  h  =  -^-/Í4 
o 

Volumen  dél  cilindro  oblicuo:  V  =  tiR2H 
V  =  n(5)2l^-/U  )  V  =  6O71/T4 


29.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-A^C^  se  ins¬ 
eribe  un  cilindro  recto  de  tál  manera  que  sus  bases 
están  inseritas  en  las  caras  ABCD  y  A1B1C1D1 .  De- 
terminar  en  que  razón  queda  dividido  el  volumen 
dél  sólido  limitado  por  el  cilindro  al  trazar  el  piano 
CBA. 

Resolución: 


V„  =  tiR2(2R)  =  |-R2h 


kOCC’ 

-*■ 


•kOPQ 

-B-  -  h  =  R/2 


R/2 


...(1) 

(2) 


(2)  en  (1): 

VX  =  2R3(*-^) 


Luego:  = 

vy 


np3  (3*  -  {2) 
■|r2(R/2) 


30.  En  un  cilindro  de  revolución,  AB  y  CD  són  genera- 
trices,  O  es  el  centro  deja  base  de  diámetro  BD, 
el  piano  mediatriz  de  AO,  determinar  en  CD  seg- 
mentos  que  miden  2  y  4  respectivamente.  Hallar  el 
volumen  dél  tronco  de  cilindro  recto  formado  por  el 
eje  mayor. 

Resolución: 


kPBO:  (4^)2  =  R2  +  (6  -  4^-)2  =»  R  =  2 

El  volumen  dél  tronco  de  cilindro  es:  V  =  7iR2e 
V  =  n(2fn0_^  V  =  4Q2L 

31.  Un  recipiente  cilíndrico  de  9  de  altura  y  3  de  rádió 
se  llena  de  agua  hasta  una  altura  de  5.  <j,Qué  án- 
gulo  se  debe  inclinar  el  cilindro  para  que  el  agua 
llegue  al  borde  dél  cilindro? 


Vc  =  ti(3)2(5)  =>  V  =  45ti  ...(1) 

VTC=7t(3)2(e)  =  97I(^±i)  ...(2) 

(1)  =  (2):  45*  =  9n(*±2) 

10  =  x  +  9  =>  x  =  1  A  y  =  8 

Luego:  tanö  =  6/8  =>  tan0  =  3/4  .-.  0  =  37° 


32.  Las  bases  de  un  tronco  de  cilindro  oblicuo  són  re- 
giones  elípticas  congruentes  cuyos  ejes  mayores 
miden  a/2.  Si  estas  bases  están  contenidas  en 
planos  perpendiculares  y  la  generatriz  menor  dél 
tronco  midé  también  a/2  calcular  el  volumen  de 
este  sólido. 


Resolución: 


.  Vx  3*  -  /2 

"  Vy  /2 


(a  +  a\Í2)\Í2 
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De  la  figura:  V  =  7i(-|)2e  ...(1) 

D  a/2  +  (a  +  a/2)/2 

Pero:  e  = - — - - — 

e  =  a(/2  +  1)  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1):  V  =  7i|^-j(a)(/2  +  1) 
.*.  V  =  ^(1  +  /2) 


33.  Se  tiene  un  tronco  de  cilindro  recto  circunscrito  a 
un  tronco  de  prisma  recto  triangular  regular,  si  las 
bases  de  los  sólidos  estén  contenidos  en  los  mis¬ 
mos  planos,  hallar  la  reláción  entre  sus  volúmenes. 


Resolución: 


Sea: 

VTP:  volumen  dél  tronco  de  prisma 
VTC:  volumen  dél  tronco  de  cilindro 
Ab:  área  de  la  base  dél  prisma 
Sabemos  que:  VTP  =  ABe;  VTC  =  nfe 


Luego:  ^  = 

VTP 


> 


4h/3 

9 


34.  Se  tiene  un  tronco  de_cilindro  de  bases  elípticas,  la 
generatriz  máxima  AB  hace  con  sus  bases  ángulos 
cuyas  medidas  són  15°  y  7 5°,  si  la  generatriz  mini- 
ma  es  CD  y  (AB)2  -  (CD)2  =  64,  hallar  el  área  lateral. 


Resolución: 


Por  dato:  a2  -  b2  =  64 

)  Al  =  87t 


Reemplazando:  AL  =  n 


35.  Hallar  el  volumen  dél  cilindro  oblicuo  que  se  obtie- 
ne  al  trazar  dós  planos  paralelos  oblicuos  a  las  ge- 
neratrices  de  un  cilindro  recto,  el  rádió  de  la  base 
dél  cilindro  recto  midé  “a”  y  la  generatriz  dél  cilindro 
oblicuo  obtenido  midé  “b". 


Resolución: 

Volumen  dél  cilindro  oblicuo: 
V  =  7iR2b 


Pero:  R  =  a 

Reemplazando:  V  =  rc(a)2(b) 
.*.  V  =  ;ia2b 


36.  La  región  rectangular  ABCD  gira  alrededor  de  la 
recta  CD,  una  vuelta  completa  generando  un  sólido 
de  revolución,  cuyo  volumen  es  V.  Si  AB  se  incre- 
menta  en  50%  y  BC  en  un  25%,  ^en  qué  porcenta- 
je  se  incrementa  este  volumen? 


Resolución: 


c 

p 

c 

B 

C 

2a 

3a 

A 

4a 

D 

5a 

V,  =  327ia3  V2  =  75jia3 

Luego:  V2  =  32na3  +  437ra3 
Ahora:  32jia3  —  100% 

43jia3  x 

Incremento:  x  =  134% 


37.  En  un  tetraedro  regular  P-ABC,  la  arista  midé  L, 
se  ubican  los  puntos  medios  M;  N  y  Q  de  las  aris- 
tas  PA;  PB  y  PC,  respectivamente.  Se  dibuja  un 
cilindro  de  revolución  en  el  interior  dél  tetraedro 
de  modo  que  una  base  este  inscrita  en  el  triángulo 
MNQ  y  la  otra  base  contenida  en  la  cara  ABC,  ha¬ 
llar  el  volumen  dél  cilindro. 


Resolución: 


Como  P-ABC  es  tetraedro  regular  se  obtiene  que: 
H  =  |^6  ...(1) 

=>  h  =  |V6  ...(2) 

Aamno  =  (|)  (-f- )  =  3(j)(£)  =*  r  = 


38.  Al  trazar  un  piano  secante  a  un  cilindro  recto  de 
revolución  cuya  base  es  un  círculo  cuyo  rádió  midé 
1 ,  se  obtiene  un  tronco  de  cilindro  cuyas  generatri- 
ces  menor  y  mayor  miden  4  y  6,  respectivamente. 
Hallar,  el  área  mínima  de  la  sección  axial. 


Resolución: 

Sea  S  el  área  mínima 
de  la  sección  axial 
Mediana  dél  trapecio: 


4  +  6 


=  5 


S  =  (2)(5)  =  10 


PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI 
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PROBLÉMA  1  (UNI  201 1  - 1) 

Un  tronco  de  cilindro  circular  recto  se  encuentra  cir- 
cunscrito  a  una  esfera  de  rádió  r  =  Í2  cm,  el  eje  AB 
de  la  elipse  forma  un  ángulo  de  45°  con  la  generatriz 
máxima  BC.  Calcule  el  volumen  (en  cm3)  dél  tronco  de 
cilindro. 

A)2n(2  +  /2)  B)2ti(1+V2)  C)tc(2  +  V2) 

D)2ji(2-V2)  E)2ti(V2-1) 

Resolución: 


circular  recto  C2  y  así  se  repite  el  proceso  obteniendo 
los  cilindros  C3,  C4,  C5)...  Si  el  cilindro  C21  es  tál  que  su 
área  totál  es  3  veces  su  área  lateral,  entonces  el  área 
lateral  de  O  es: 


Resolución: 


^tronco  cilindro  K(l2f(éie)  =  n{2)(2  +  12) 

•  •  ^tronco  cilindro  2k{2  +  ^2) 

Clave:  A 

PROBLÉMA  2  (UNI  201 1  - 1) 

En  un  depósito  cilíndrico  de  rádió  5  m  que  contiene  cier- 
ta  cantidad  de  agua;  se  introducen  24  bolas  esféricas 
de  igual  rádió.  Si  el  nivel  dél  agua  se  incrementa  en 
4,32  m  entonces  el  diámetro  (en  m)  de  las  bolas  es: 

A)  3,0  B)  3,2  C)3,4 

D)  3,6  E)  3,8 

Resolución: 


l4,32m 


Volumen  dél 
cuerpo  sumergido 


Volumen  dél 
liquido  desplazado 


24(|)i«i3  =  tí(52)(4,32)  -  r  =  | 
Nos  piden:  diámetro  =  3,0 


Clave:  A 


PROBLÉMA  3  (UNI  201 1  -  II) 

En  la  figura,  C1  es  un  cilindro  circular  recto  de  rádió  R 
y  altura  h.  Si  en  C1  se  inseribe  un  prisma  regular  cua- 
drangular  y  luego  en  este  prisma  se  inseribe  un  cilindro 


Por  inducción:  R1  =  R 
R  —  ^  D  —  R 

2_^'  3  m 


R„  = 


R,i  = 


R 


R 


Por  condición  y  ser  semejantes:  ST  =  3SL 
27i(R21)(h  +  R)  =  3(2;iR21h)  =*  R21  =  2h 

h  =  ^  -.(2) 

Piden:  SL  =  2nRh  ...(3) 

(1),  (2)  en  (3):  SL  =  2nR^l  =  nR^ 

o  _  JtR2 

L  (V2f° 


Clave:  C 


PROBLÉMA  4  (UNI  2012  -11) 

El  volumen  de  un  cilindro  oblicuo  es  4Ü7i  cm3  y  la  pro- 
yección  de  su  generatriz  sobre  el  piano  de  la  base  midé 
5  cm.  Si  el  rádió  de  su  sección  recta  midé  2  cm,  calcule 
el  área  de  la  base  en  cm2. 
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B,S 

C)S 

D)f 

Resolución: 

PROBLÉMA  5  (UNI  2013-1) 

Un  stand  de  una  feria  de  libros  tiene  un  piso  rectangular 
de  2880  m2  y  el  techo  tiene  una  forma  semicilíndrica. 
^Cuántos  m2  de  lona  se  necesitarían  para  el  techo,  si  el 
largo  dél  stand  es  el  quíntuple  dél  ancho? 

A)  1240ti  B)  1340ti  C)  1440ti 

D)  1540ti  E)  1640ti 

Resolución: 


Piden:  A 


base 


V  =  7i Pg  =>  40tc  =  7i22g  =>  g  =  10 
AABQ:  notable  (30°  y  60°)  =*  ASR  =  Abase(cos30°) 


Piden.  AsemjCj|jndnca 

S  =  10a(2a)  =  20a2  =  2880  =>  a  =  12 

AiW«,ndrtca=wRg  =  ji(a)(10a) 

Asemicilíndrlca  =  1  07l32  =  1  0ti(1  2)2 
Asemjciiindrica  =  ^  44Ű71 


Clave:  D 


Clave:  C 


PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 
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1.  En  el  gráfico  se  muestra  dós  cilindros  de  revolú¬ 
ciós  Si  AM  =  MB  y  (PB)(OQ)  =  12,  calcular  la  dife- 
rencia  de  áreas  de  las  superficies  laterales. 


A)  6* 


E)  57i 


5. 


En  el  tronco  de  cilindro  recto  mostrado,  O  es  centro  de 
la  base  superior,  AB  =  14,  BO  =  15  y  AO  =  13.  Calcu¬ 
lar  el  área  de  la  superficie  lateral  dél  tronco  de  cilindro. 


A)  256n  B)  228ti  C)216tl 

D)  253n  E)  226tx 


2.  Del  gráfico  mostrado  se  sabe  que  (0, A)2  -  (AL)2  =  1 8. 
Si  C^P  =  4/2  ,  calcular  el  área  de  la  superficie  la¬ 
teral  dél  cono  de  revolución  mostrado. 


A)  2471  B)12n  C)  10/7ti  D  ) 

1571  E)  12/7  71 

3.  En  el  gráfico  se  muestra  dós  cilindros  oblicuos.  Si 
AP  =  3(PM),  calcular  la  razón  de  volúmenes  de  los 
cilindros. 


4.  Según  el  gráfico,  AB  =  16,  BC  =  AD,  CD  =  8  y 
mZBAD  =  45°.  Calcular  el  volumen  dél  tronco  de 
cilindro  oblicuo  de  bases  perpendiculares  y  sec- 
ción  recta  circular. 

C  D 


A)  40rt  B)  42ti  C)  45ti 

D)  4871  E)  4971 


6.  En  el  gráfico  se  muestra  un  cilindro  equilátero.  Si 
(AB)2  +  (BC)2  =  2,  calcular  el  volumen  dél  cilindro. 


7.  Del  gráfico,  00'=  2/37  ,  AO  =  15,  se  sabe  que 
OC  =  13.  Calcular  el  volumen  dél  cilindro. 


A)  568ti  B)  858ti  C)  548ti 

D)  588ti  E)  57871 

8.  En  un  cilindro  de  revolución  se  inseribe  un  tetrae- 
dro  regular,  donde  una  arista  es  generatriz.  Calcu¬ 
lar  la  razón  entre  sus  volúmenes. 

A)  f /2*  B)  f/2*  C)  §/2* 

D)^V2  *  E)f/2* 

9.  En  el  gráfico  se  muestra  un  cilindro  oblicuo  de  sec- 
ción  recta  circular.  Si  DC  =  13,  BC  =  14  y  AC  =  15, 
calcular  el  volumen  dél  cilindro. 
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14.  En  la  figura  se  muestra  un  cilindro  de  revolución 
en  el  cual  se  ha  trazado  un  piano  secante,  O  es 
punto  medio  de  MN.  Si  AO  es  perpendicular  a  di- 
cho  piano  y  (PM)(BN)  =  36,  calcular  la  razón  entre 
el  volumen  y  el  área  de  la  superficie  lateral  dél  tron- 
co  de  cilindro  inferior. 


A)  504ti 
D)  684ti 


13. 


B)  508ti 
E)  70Ű7i 


C)  680ti 


10.  Se  muestra  en  el  gráfico  un  cilindro  oblicuo.  Si 
AP  =  PO  y  PD  =  24,  calcular  el  volumen  dél  cilindro. 


A)  2880ti 
D)  3240ti 


11.  En  el  gráfico  se  muestra  un  cilindro  equilátero, 
además,  mLB  =  2(mAL)  y  mND  =  mNC.  Si  la 
distancia  entre  L,  y  L2  es  8,  calcular  el  volumen  dél 
cilindro. 


A)  3800ti 
D)  5000ti 


B)  4000ti 
E)  2200ti 


C) 2000n 


12.  En  un  tronco  de  cilindro  oblicuo,  los  ejes  mayores 
de  las  bases  miden  13  y  15,  respectivamente.  Si 
las  generatrices  miden  18  y  4,  calcular  el  volumen 
dél  tronco  de  sección  recta  circular. 


A)  37671 
D)  384ti 


B)  396ti 
E)  418ti 


C)  426ti 


En  el  gráfico,  (AB)2  -  (CD)2  =  64.  Calcule  el  área 
de  la  superficie  lateral  dél  tronco  de  cilindro  oblicuo 
de  bases  perpendiculares  y  sección  recta  circular. 


A)  1,5 
D)  5 


E)  6 


15.  En  la  figura  se  muestra  un  cilindro  de  revolución, 
una  arana  se  encuentra  en  T  y  dós  insectos  en  M 
y  N,  dicha  arana  se  dirige  desde  T  hacia  A  utilizan- 
do  el  menor  recorrido  posible  deteniéndose  en  un 
punto  de  ese  recorrido,  tál  que,  la  distancia  hacia  S, 
M  y  N  són  iguales.  Si  BM  =  ND  =  IN  =  1,  CT  =  TD 
y  R  =  2/ti  Determinar  a  qué  distancia  de  la  base 
superior  se  encuentra  en  ese  instanté. 


A) 


°)f 


E) 


10 

11 


16.  En  un  cilindro  circular  recto  se  traza  un  piano  se¬ 
cante  perpendicular  a  su  base,  dicho  piano  deter- 
mina  en  el  cilindro  una  región  cuadrada  de  36  m2 
de  área  y  divide  a  su  superficie  lateral  en  dós  par- 
tes  cuyas  áreas  están  en  la  razón  de  unó  a  cinco. 
Calcular  el  volumen  el  cilindro. 


A)  616ti  m3 
D)  216ti  m3 


B)  214tt  m3 
E)  IO871  cm3 


C)  230ti  m3 


A)  64ti 
D)  I671 


C  D 


E)  871 


17.  En  un  cilindro  circular  recto  se  ubican  los  puntos 
P  y  Q  en  2  generatrices  diametralmente  opues- 
tas  y  los  puntos  A,  B,  C  y  D.  En  circunferencias 
que  limitan  las  bases  tál  que,  PAB  y  QCD  sean 
regiones  triangulares  equiláteras  contenidas  am- 
bas  en  planos  paralelos.  Si  P  divide  a  la  genera- 
triz  en  dós  segmentos  cuya  razón  es  3,  calcular  la 
razón  de  volúmenes  dél  cilindro  circular  recto  y  el 
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cilindro  que  tiene  como  bases  los  círculos  inscritos 
en  dichas  regiones  triangulares  equiláteras  (ambas 
bases  determinan  un  diedro  de  45°  de  medida) 


A)f 

D)§ 


E)f 


18.  En  el  gráfico,  se  muestran  los  cilindros  de  revolución, 
si  A,  B,  C_y  D  són  puntos  de  tangencia  y  PQ  =  7; 
calcular  BD. 


d)  /rrr  e)  m 

19.  En  la  base  de  cilindro  de  revolución  se  inseribe  un 
cuadrado  ABCD;  luego  se  trazan  las  generatrices 
AM  y  BN.  Calcular  la  razón  de  volúmenes  dél  cilin¬ 
dro  y  dél  sólido  MADNBC. 


A)  B)  2n  C)  n  D)  4n  E)  3ji 

20.  Las  bases  de  un  cilindro  de  revolución  estén  inseri- 
tas  en  las  bases  de  un  prisma  cuadrangular  regu- 
lar,  donde  la  longitud  de  la  arista  lateral  es  cuatro 
veces  la  longitud  de  su  arista  básica.  Si  la  diagonal 
dél  prisma  determina  los  puntos  M  y  N  en  la  su- 
perficie  cilíndrica,  MN  =  3.  Calcular  el  volumen  dél 
cilindro. 


A)  n  B)  2n  C)|  D)ji/ÍÖ  E)  3n 

21.  En  un  cilindro  de  revolución  se  ubica  el  punto  me- 
dio  M  de  una  generatriz  AB,  si  BC  es  el  diámetro  de 
una  base  y  O  es  el  centro  de  la  otra  base.  Calcular 
el  volumen  de  dicho  cilindro,  si  la  mZOMC  =  90°  y 
OM  =  2/3 

A)16ti/2  B)87t/2  C) 12e/2 

D)  24it  ■Í2.  E)18ti/2 


22.  Del  gráfico,  los  cilindros  són  de  revolución  y  el  pe- 
queno  es  un  cilindro  equilátero,  sus  bases  se  en- 
cuentran  fijas  a  la  superficie  lateral.  Si  la  razón  de 
sus  volúmenes  es  de  1  a  /2 ,  calcular  mZAOB. 


A)  60°  B)  53°  0127° 

D)  90°  E) 120° 

23.  Se  tiene  un  cilindro  de  revolución  y  en  el  se  ins¬ 
eribe  un  hexaedro  de  menor  volumen  en  el  cual 
dós  de  sus  vértices  són  los  centros  de  las  bases 
dél  cilindro  y  todas  sus  aristas  són  de  longitud  “a”, 
calcular  el  volumen  dél  cilindro. 

A)-|/6a3ji  B)-|/3a37i  C)-|a3n 

D)|/6a37t  E)|a3ji 


24.  Según  el  gráfico,  OO,  =  8,  AH  =  6  y  la  medida  dél 
diedro  determinado  por  la  base  dél  cono  y  la  base 
dél  cilindro  de  revolución  es  53°.  Si  AL  =  4(ML), 
calcular  el  volumen  dél  cono  mostrado. 


A)  12« 
D)  4Qk 


25.  Los  centros  de  las  bases  de  un  cilindro  de  revolu¬ 
ción  són  vértices  de  un  tetraedro  regular  y  los  otros 
dós  vértices  se  eneuentran  sobre  la  superficie  late¬ 
ral  dél  cilindro.  Calcular  la  razón  entre  las  áreas  de 
las  superficies  de  dichos  sólidos. 

A)i(2  +  /3)  B)^(/3  +  1)  C)  3n(/3  +  2) 

D)  2n/3  E)  3n/2 

26.  Las  áreas  de  las  superficies  laterales  de  dós  cilin¬ 
dros  semejantes  són  24  y  18.  Si  el  volumen  dél 
cilindro  mayor  es  18,  calcular  el  volumen  dél  otro 
cilindro. 

A)  5/3  B)  6/3  C)  7/3 

r,\  27/3  F)  25/3 

'  4  '3 


27.  Según  el  gráfico;  OM  =  MP.  Calcular  la  razón  entre 
los  volúmenes  dél  sólido  ABCD  y  el  cilindro  de  re¬ 
volución.  (PB:  Generatriz) 
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28.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH  se  inseribe 
un  cilindro  de  revolución  cuyas  bases  se  eneuen- 
tran  en  los  triángulos  AFH  y  BDG.  Si  AB  =  3/2 , 
calcular  el  volumen  de  dicho  cilindro. 

A)2ti/3  B)ti/3  C)3ti/6 

D)  2n(2  E)tc^ 

29.  Según  el  gráfico,  se  tiene  un  vaso  en  forma  de  ci¬ 
lindro  circular  recto  y  su  posición  cuando  se  inclina 
un  ángulo  de  medida  a.  Si  el  vaso  contiene  agua 
una  altura  h,  calcular  a  cuando  la  superficie  dél 
agua  en  ambos  casos  tenga  el  mismo  nivel. 


C)  arctan  (b2^2  )  D)45° 

E)  75° 

30.  En  el  gráfico  la  medida  dél  ángulo  diedro  entre  las 
bases  dél  tronco  de  cilindro  de  revolución  es  37°. 
Calcular  el  volumen  dél  tronco  de  prisma  triangular 
rectangular  isósceles  de  aristas  no  nulas  inserito,  si 
una  de  sus  aristas  coincide  con  la  generatriz  MN. 

A)  63 

B)  64 

C)  69 

D)  66 

E)  65 


31.  Se  tiene  un  tronco  de  cilindro  de  revolución  donde 
los  planos,  que  contienen  a  sus  bases  formán  un 
diedro  que  midé  37°.  Calcular  el  área  de  la  base 
superior  sabiendo  que  las  longitudes  de  las  gene- 
ratrices  máximas  y  mínima  se  diferencian  en  3. 

A)  5n  B)4n  C)  6ti  D)  8ti  E)  IOti 

32.  En  el  gráfico,  es  el  eje  dél  tronco  de  cilindro. 
Si  el  área  de  la  superficie  lateral  dél  cilindro  de  re¬ 
volución  mostrado  es  igual  a  2,  calcular  el  área  de 
la  superficie  lateral  dél  tronco  de  cilindro. 


A)  6  B)  8  C)10 

D)  12  E) 4 

33.  Por  el  centro  de  la  base,  de  rádió  3,  de  un  cilindro 
circular  recto  se  traza  un  piano  secante,  la  distan¬ 
cia  dél  punto  más  alejado  de  la  intersección  dél 
piano  con  la  superficie  lateral  dél  cilindro  hacia  di- 
cha  base  es  3.  Calcular  el  volumen  dél  sólido  limi- 
tado  por  el  piano,  la  superficie  lateral  y  dicha  base. 

A)  18n  B)  I671  C)14ti 

D)  1271  E)  IO71 

34.  En  un  cilindro  de  revolución  se  inseribe  otro  cilindro 
de  revolución  de  modo  que  los  extremos  de  dós 
generatrices  diametralmente  opuestas  són  centros 
de  las  bases  dél  cilindro  inicial,  calcular  la  razón 
entre  las  áreas  de  las  superficies  laterales  de  di- 
chos  cilindros. 

A)  3/2  B)  2  C)  4 

D) 3  E)  4/3 

35.  En  un  tetraedro  regular  se  inseribe  un  cilindro  de 
revolución  cuya  generatriz  es  la  mitad  de  la  altura 
dél  tetraedro.  Calcular  la  razón  de  volúmenes  de 
dichos  sólidos. 

A)  B)  c)  t7® 

D)  75^  E) 

36.  Un  cilindro  circular  recto  cuya  altura  es  4  m  y  el  rádió 

de  su  base  midé  R,  al  aumentar  la  altura  en  12  m, 
el  volumen  aumenta  en  x  m3.  Si  el  rádió  de  la  base 
aumenta  en  12  m,  el  volumen  aumenta  en  x  m3. 
Calcular  el  valor  de  R. 

A)  6  m  B)  8  m  C)10m 

D)  12  m  E)  16  m 

37.  De  la  figura  el  cilindro  es  equilátero,  calcular  la  lon- 
gitud  dél  menor  recorrido  para  ir  dél  punto  A,  reco- 
rrer  la  superficie  lateral  y  pasar  por  un  punto  de  la 
circunferencia  de  la  base  inferior  y  volver  al  punto  A. 


A)2r/7  B)  2r V Tt2  +  1  C)  2rVn2  +  2 

D)  2r V rt2  +  3  E)  2r</ji2  +  4 

38.  En  un  hexaedro  regular  ABCD-EFGH,  se  ubica  en 
el  interior  un  cilindro  circular  de  modo  que  sus  ba¬ 
ses  están  inseritas  en  los  triángulos  BDE  y  CHF,  cal¬ 
cular  la  razón  de  volúmenes  dél  cilindro  y  el  exaedro. 


39. 
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A\  71  <Í3  q\  71  /3  71  <13 

N  18  3)  15  C)  12 

r»\  71 /3  r\  71  /3~ 

'  “9“  6 


En  un  cubo  ABCD-EFGH,  se  trazan  las  perpen- 
diculares  ÁM,  BN,  CP  y  DQ  a  EC,  FD,  GA_y_HB 
respectivamente  M,  N,  P  y  Q  pertenecen  a  EC,  FD, 
GA  y  HB  respectivamente,  calcular  la  razón  de  vo- 
lúmenes  entre  el  cubo  y  el  sólido  MNPQ-ABCD. 


A)  26 
A;  81 

D)  H 

64 


B) 


35 

81 


C)  16 
C)  81 


E)H 

'  81 


40.  En  un  tetraedro  regular  ABCD,  se  inseribe  un  ci- 
lindro  equilátero  con  una  de  sus  bases  en  una 
cara  y  la  otra  tangente  a  las  demás  caras.  Si 
AB  =  / 3  +  2/2  .  Calcular  el  área  de  la  superficie 
lateral  dél  cilindro. 

A)  |ji  B)  |ji  C)  |n 

D>  r  E)§* 


41 .  El  rádió  de  la  base  de  un  cilindro  circular  recto  midé 
2/3 ;  se  traza  un  piano  perpendicular  a  su  base  el 
cual  dista  dél  centro  de  ella  3.  Si  la  altura  dél  cilin¬ 
dro  midé  1,  calcular  el  volumen  de  la  menor  parte 
en  que  queda  dividido  el  cilindro. 

A)  71-/3  B)  471-5/3  C)  271-3/3 

D)  3ti-4/3  E)  6/3 -ti 


42.  Calcular  el  volumen  dél  tronco  de  cilindro  oblicuo 
cuya  generatriz  máxima  midé  23/4,  la  generatriz 
menor  es  nula  y  las  bases  dél  tronco  són  con- 
gruentes  y  perpendiculares. 

A)  ti  B)  |  C)  | 

D)  ^  E)  | 

43.  Se  trazan  dós  planos  por  el  vértice  de  un  cono  de 
revolución.  Unó  de  ellos  está  inclinado  con  un  án- 
gulo  de  30°  respecto  a  su  base  y  lo  corta  a  lo  largo 
de  una  cuerda  de  longitud  1  m,  el  otro  está  inclina¬ 
do  45°  respecto  a  la  base  y  lo  corta  a  lo  largo  de 
una  cuerda  de  3  m  de  longitud.  Calcular  el  volumen 
dél  cono. 

A)  n  B)  i  C)  ^ 

D)  ^  E)  ^ 


44.  En  la  gráfica  se  muestra  un  cilindro  circular  recto, 
donde  AH  =  2(HB)  =  6,  B  es  punto  medio  de  EC  y 
AC  es  diámetro  de  la  base.  Calcular  el  volumen  dél 
cilindro. 


A)64V3ti  B)  69-/3ji  C)72ÍZn 

D)  78/3it  E)  81  V3n 

45.  Un  recipiente  cilíndrico  de  30  cm  de  rádió  y  50  cm 
de  altura  está  lleno  de  agua.  Si  dentro  de  él  se  in- 
troduce  un  trozo  de  madera  labrado  en  forma  de  un 
prisma  de  base  cuadrada  de  10  cm  de  lado  básico 
y  cuya  altura  midé  20  cm,  calcular  el  volumen  de 
agua  no  derramada  (en  litros). 

A)  120,6  B)  124,5  C)  139,3 

D)  140,8  E)  150,2 

46.  Hallar  el  volumen  de  un  cilindro  circular  recto  de 
área  totál  S,  si  la  média  armónica  de  las  medidas 
dél  rádió  básico  y  de  su  altura  es  M. 

A)  SM  B)  ^  C)fl 

D)  ^  E)  |SM 

47.  Calcular  el  volumen  de  un  cilindro  circular  recto  de 
24  m  de  rádió  básico,  si  éste  se  halla  inserito  en 
una  esfera  de  25  m  de  rádió. 

A)  8060ti  B)  8061ti  C)  8062ti 

D)  8063ti  E)  8064ti 

48.  Un  rollo  de  papéi,  cuyo  diámetro  exteriőr  30  cm 
tiene  500  vueltas  fuertemente  enrolladas  en  un  ci¬ 
lindro  de  10  cm  de  diámetro.  Calcular  la  longitud  en 
metrós  que  tiene  el  papéi. 

A)  100rc  B)  300ti  C)  250ti 

D)  20ti  E)  80ti 


49.  En  la  gráfica  se  muestra  un  cilindro  circular  recto, 
donde  AH  =  2(HB)  =  6  cm,  B  punto  medio  de  la  ge¬ 
neratriz  EC  y  AC  diámetro  de  la  base.  Calcular  el  vo¬ 
lumen  dél  cilindro  en  cm3.  (Examen  de  admisión  UNI) 
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50.  Un  tanque  cilíndrico  cuyo  diámetro  midé  4/3  y  su 
altura  12,  tiene  sus  cinco  sextas  partes  con  vino. 
Desde  su  posición  normál  se  inclina  el  tanque  has- 
ta  que  el  vino  esté  a  punto  de  caer  por  el  borde. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  de  inclinación. 

A)  30°  B)  45°  C)  60° 

D)  53°  E)  75° 


51.  Se  tiene  un  cilindro  de  revolución  inscrito  en  un  te- 
traedro  regular  cuya  arista  midé  “a”,  si  una  base 
dél  cilindro  esté  inscrita  en  una  sección  que  pasa 
por  los  puntos  medios  de  trés  aristas  congruentes. 
Calcular  el  volumen  dél  cilindro. 


A)^ 


B)Í8^ 


0^.72 


D)  ^-V6 


E)M./6 


52.  En  un  cilindro  oblicuo  cuyo  volumen  es  45  y  cuyo 
valor  dél  producto  dél  rádió  de  la  sección  recta  con 
su  altura  es  15,  se  ha  trazado  por  el  eje  un  piano. 
Hallar  la  longitud  dél  segmento  que  determina  di- 
cho  piano  en  una  base  dél  cilindro. 


A)  ^ 

B)  ^ 

C)  ^ 

71 

71 

71 

D)  — 

71 

m 

a  1 00 

53.  Calcular  la  razón  de  volúmenes  de  los  cilindros 

circulares,  en  el  cual  unó  esté  inscrito  en  el  otro 

a  b  a 
f-  +  -  =  1 
b  a 


A)  1,0 
D)  2,5 


54.  Hallar  el  volumen  de  un  cilindro  de  revolución,  si  el 
área  totál  es  IOOti.  Y  la  suma  dél  rádió  de  la  base  y 
la  generatriz  es  25. 

A)  92ti  B)  125ti  C)46ti 

D)  5Ű7i  E)  23tc 


55.  ^Qué  porcentaje  dél  volumen  de  un  cilindro  recto 
esté  lleno  con  líquido,  si  la  longitud  de  la  altura  es  8 
veces  dél  rádió  de  la  base  y  el  cilindro  se  encuentra 
inclinado  un  ángulo  cuya  medida  es  53°  con  res- 
pecto  a  la  longitud? 

A)  70%  B)  75%  C)  80% 

D)  E)  ^ % 

ö  í 


56.  Calcular  el  volumen  de  un  cilindro  recto  circunscri- 
to  a  un  prisma  triangular  regular,  cuyas  caras  late- 
rales  són  cuadradas  y  el  área  de  la  base  de  dicho 
prisma  es  de  3/3  . 

A)  12/2  ti  B)  36tt: 

0  8/3  ti  D)  2471 

E)  18/2  ti 

57.  En  la  base  de  un  cilindro  de  revolución  se  inseribe 
un  hexágono  regular  ABCDEF,  luego  se  trazan  las 
generatrices  Al,  BM,  DN  y  EO.  Calcular  la  razón  de 
los  volúmenes  dél  cilindro  y  dél  sólido  ABDE-LMNO. 

A)  n  B)  -pr  C>£ 

/2  TI 

D)  -jL  E)  — 

(3  * 

58.  Se  tiene  un  tronco  de  cilindro  recto  en  el  que  su 
área  lateral  es  numéricamente  igual  al  duplo  de 
su  volumen.  Si  la  diferencia  entre  sus  generatrices 
mayor  y  menor  es  27i,  calcular  el  área  de  la  base 
elíptica. 

A)k/ÍT7  B)  n72n  C) 

D)  2 jiVn2-  1  E)nl5n 

59.  Si  la  reláción  entre  el  volumen  y  el  área  lateral  de 
un  cilindro  de  revolución  es  1/4,  calcular  la  medida 
de  su  altura,  si  el  área  de  la  base  es  3/2  dél  área 
lateral. 

A)  3  B)  2  C)  1 

D) 1/6  E)  1/4 

60.  Calcular  el  volumen  de  un  cilindro  recto  si  al  au- 
mentar  la  medida  dél  rádió  en  (2-/2),  su  volu¬ 
men  se  duplica,  y  al  aumentar  la  medida  de  su 
altura  en  16  su  área  lateral  se  quintuplica. 

A)  3/2  7i  B)  97i  C)  5/27i 

D)  8 ti  E)  7 ti 

61.  Calcular  la  razón  de  volúmenes  de  un  cilindro  de 
revolución  y  de  un  cubo  que  tiene  dós  vértices 
opuestos  en  los  centros  de  las  bases  dél  cilindro  y 
los  demás  están  en  la  superficie  lateral  dél  mismo. 

A)2ti/3/3  B)k73/3  C)  n  72/2 

D)  2nl2  E)l5n 

62.  En  un  cilindro  de  revolución  se  traza  un  piano  se- 
cante  que  contiene  a  un  solo  punto  de  la  circunfe- 
rencia  que  limita  a  su  base  y  forma  con  dicha  base 
un  diedro  de  37°.  Calcular  el  volumen  dél  tronco  de 
prisma  triangular  regular  inscrito  en  el  tronco  de  ci¬ 
lindro  si  sus  generatrices  mayor  y  menor  miden  12 
y  6,  respectivamente,  y  si  la  arista  lateral  menor  dél 
tronco  de  prisma  es  la  generatriz  menor  dél  tronco 
de  cilindro. 
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A)  99/3  B)  108/2  C)  108/3 

D)  120/3  E)90/2 

63.  Un  cilindro  circular  recto  cuya  altura  es  4  y  el  rádió 
de  su  base  midé  R,  al  aumentar  la  altura  en  12,  el 
volumen  aumenta  en  x.  Si  el  rádió  de  la  base  au- 
menta  en  12,  el  volumen  aumenta  en  x,  calcular  el 
valor  de  R. 

A)  4  B)  6  C)  9 

D)  12  E) 15 

64.  En  un  tetraedro  regular  se  inseribe  un  cilindro  recto 
cuya  generatriz  es  la  mitad  de  la  altura  dél  tetrae¬ 
dro.  Calcular  la  razón  de  los  volúmenes  de  dichos 
sólidos. 

A)  7i/3  B)  2/6 /tc  C)4ti/2 

D) /3 ti/24  E)  18/2tc 

65.  Calcular  la  altura  de  un  cilindro  recto  de  rádió  /2 
inserito  en  un  tetraedro  regular  de  arista  3/6  tál 
que  la  base  interior  está  en  una  de  las  caras  dél  te¬ 
traedro  y  la  otra  base  es  tangente  a  las  otras  caras. 

A)  1  B)  2  C)3 

D) 4  E) 5 

66.  Las  bases  de  un  cilindro  oblicuo  són  círculos  de 
área  36,  cada  una;  luego  se  traza  la  sección  dél 
cilindro  que  pasa  por  el  extremo  de  la  base  infe- 
rior  formando  un  ángulo  de  30°  con  dicha  base  e 
interseca  a  la  generatriz  opuesta  en  el  punto  C  que 
dista  de  la  base  superior  7/3  .  Calcular  la  genera¬ 
triz  de  dicho  cilindro. 

A)  10  B)  15  C)20 

D) 25  E)  30 

67.  Calcular  el  volumen  de  un  cilindro  oblicuo,  cuyas 
bases  són  circulares,  además  la  generatriz  y  el  diá- 
metro  de  la  base  són  congruentes  y  la  distancia  dél 
centro  de  una  base  a  los  extremos  dél  diámetro  de 
la  otra  base  són  13  y  9  respectivamente. 

A)  60n  Vf  B)  50n  17  C)70nVÍ4 

D)60nVT4  E)  40rc  ÜA 

68.  Se  tiene  un  vaso  cilíndrico  circular  recto  de  rádió 
3  lleno  de  agua.  Si  se  trazan  2  planos  paralelos 
que  distan  8  y  que  intersecan  a  las  generatrices  dél 
cilindro  formando  con  este  un  ángulo  cuya  medida 
es  53°,  calcular  el  volumen  dél  líquido  que  se  en- 
cuentra  entre  los  planos  paralelos. 

A)  45n  B)90tc  C)  135ti 

D)  8O71  E)  120ti 

69.  La  diferencia  entre  la  generatriz  máxima  y  mínima 
de  un  tronco  de  cilindro  circular  recto  es  3,  además 
el  rádió  de  la  base  circular  midé  2.  Calcular  el  perí- 
metro  de  la  región  elíptica  de  la  otra  base. 


A)  9ti  B)  9ti/2  C)  6 ti 

D)  37i  E)  3ti/2 

70.  En  un  cubo  ABCD-EFGH  de  arista  a  se  eneuentra 
inserito  un  cilindro  de  revolución  cuyas  generatri¬ 
ces  són  paralelas  a  CG.  Calcular  el  área  de  la  sec¬ 
ción  determinada  en  el  cilindro  por  un  piano  que 
contiene  a  AG  y  es  paralela  a  BD. 


A)  a2^ 

B)  a'*77 

a27t/6 
C)  8 

q  ^  3  71  /5 

F\  a27i/ÍÖ 
}  6 

71 .  La  figura  muestra  un  cilindro  de  revolución  de  volu¬ 
men  80.  Calcular  el  volumen  dél  tronco  dél  cilindro 
oblicuo. 

A)  45 

B)  15 

C) 60 

D)  50 

E)  30 

72.  En  un  prisma  recto  ABC-A'B'C'  se  inseribe  un  cilin¬ 
dro  circunscrito  a  una  esfera,  si  AB  =  13;  BC  =  15 
y  AC  =  14;  calcular  el  volumen  dél  prisma. 

A)  438  B)  546  C)  672 

D)  736  E)  824 

73.  En  un  prisma  regular  se  eneuentra  inserito  un  cilin¬ 
dro  de  revolución.  Calcular  la  razón  de  áreas  de  las 
superficies  laterales  de  dichos  sólidos,  si  la  suma 
de  las  medidas  de  todos  los  diedros  dél  prisma  es 
1800°. 

A)  tiV3/6  B)1/2n 

C)  3/n  D)  1/4 ti 

E)  2n/3/3 

74.  En  la  figura  mostrada  se  tiene  un  tronco  de  cilindro 
circular  recto,  DC  =  5,  y  el  área  de  la  superficie 
esférica  inserita  en  dicho  tronco  es  de  9n.  Calcular 
el  volumen  dél  tronco  dél  cilindro. 

A)  10ti 

B)  9ti 

C) 8rt 

D) 7ti 

E) 6ji 


75.  Calcular  el  rádió  de  la  base  de  un  tronco  de  cilindro 
circular  recto  cuyas  bases  formán  un  ángulo  diedro 
cuya  medida  es  60°;  además  la  suma  de  las  áreas 
de  las  bases  es  S  y  la  generatriz  minima  midé  0. 

A)  Sin  B)  IS Ifü  C)  VS/-/3ti 

D)  7S//5  E)  ^ 
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76.  Si  las  áreas  de  las  superficies  laterales  de  dós  ci- 
lindros  de  revolución  semejantes  són  entre  sí  como 
4  a  9,  siendo  el  volumen  dél  menor  16.  Calcular  el 
volumen  dél  mayor. 

A)  2471  B)  3671  C)81  ti 

D)  45ti  E)  54ti 

77.  Calcular  en  qué  razón  estén  las  áreas  de  las  super¬ 
ficies  totales  de  un  cubo  y  de  un  cilindro  de  revolu¬ 
ción,  si  el  cubo  esté  inscrito  en  el  cilindro. 

A)  6/(/2  +  1)n  B)3/(/2  +  1)ti 

C)  9/(/2  +  1)71  D)  2(72 -1)ti 

E)  2(72  +  1)71 


78.  Según  la  figura  se  tiene  un  tronco  de  cilindro  de 
sección  recta  circular,  MN  =  2(AB);  AM  =  BN; 
mZMAB  =  135°  y  el  área  de  la  superficie  lateral  es 
numéricamente  igual  al  de  dicho  sólido.  Calcular  el 
área  de  la  superficie  lateral  dél  sólido. 


A)  96ti  B)  60ti  C)48ti 

D)  5071  E)  5871 


1.  A 

11.  C 

21.  A 

31.  A 

2.  C 

12.  B 

22.  D 

32.  E 

3.  B 

13.  E 

23.  D 

33.  A 

4.  D 

14.  A 

24.  D 

34.  B 

5.  C 

15.  E 

25.  A 

35.  A 

6.  A 

16.  A 

26.  D 

36.  D 

7.  D 

17.  D  ' 

27.  C 

37.  E 

8.  C 

18.  D 

28.  C 

38.  A 

9.  A 

19.  C 

29.  C 

39.  A 

10.  A 

20.  A 

30.  B 

40.  A 

41.  C 

51.  B 

61.  E 

71.  B 

42.  A 

|  52.  C 

62.  E 

72.  C 

43.  C 

53.  A 

63.  E 

73.  C 

44.  E 

54.  A 

64.  D 

74.  C 

45.  C 

55.  D 

65.  C 

75.  D 

46.  D 

56.  C 

66.  E 

76.  E 

47.  E 

57.  D 

67.  B 

77.  A 

48.  A 

58.  A 

68.  E 

78.  A 

49.  E 

50.  C 

59.  D 

60.  C 

69.  C 

70.  B 

Cono  y 
tronco  de 
cono 


Apolonio  de  Perge,  Apolonio 
de  Perga  o  Apolonio  de  Pérga- 
mo  (Perge,  262  a.  C.-AIejandría, 
190  a.  C.)  fue  un  geómetra  grie- 
go  famoso  por  su  obra  Sobre  las 
secciones  cónicas.  Fue  Apolonio 
quien  dió  el  nombre  de  elipse, 
parábola  e  hipérbola,  a  las  figu¬ 
rás  que  conocemos.  Logró  so- 
Iucionar  la  ecuación  generál  de 
segundo  grado  por  medio  de  la 
geometria  cónica.  También  se 
le  atribuye  la  hipótesis  de  las  ór- 
bitas  excéntricas  o  teória  de  los 
epiciclos  para  intentar  explicar  el 
movimiento  aparente  de  los  pla¬ 
nétás  y  de  la  velocidad  variable 
de  la  Luna. 


Sus  extensos  trabajos  sobre  geo¬ 
metria  tratan  de  las  secciones  có¬ 
nicas  y  de  las  curvas  planas  y  la 
cuadratura  de  sus  áreas.  Recopiló 
su  obra  en  ocho  libros  y  fue  conocido  con  el  sobrenombre  dél  «gran  geómetra».  Estudió  las 
secciones  cónicas  utilizando  como  herramienta  las  proporciones,  relacionando  las  magnitu- 
des  de  cada  elemento  que  conforman  cada  sección  cónica  en  el  caso  de  la  parábola,  elipse  e 
hipérbola  donde  utilizó  este  método  para  definir  las  propiedades  de  cada  corte  con  el  cono; 
además,  propuso  y  resolvió  el  probléma  de  hallar  las  circunferencias  tangentes  a  trés  círculos 
dados.  conocido  como  probléma  de  Apolonio.  Su  obra  Las  cónicas  está  formada  por  8  libros  y 
en  el  libro  III  habla  sobre  los  tipos  de  conos. 


Fuente:  Wikipedia 


capítulo 
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<4  SUPERFICIE  CÓNICA 


Es  la  superficie  que  se  genera  al  deslizarse  una  recta 
(generatriz)  a  lo  largo  de  una  curva  (directriz),  pasando 
siempre  por  un  punto  fijo  dél  espacio. 


La  figura  1,  muestra  una  superficie  cónica  abierta.  La 
directriz  C ,  es  una  línea  y  V  es  la  generatriz. 

La  figura  2,  muestra  una  superficie  cónica  cerrada,  de- 
bido  a  que  la  directriz  C2  es  una  curva  cerrada. 


<4  CONO 

Es  el  sólido  obtenido  al  interceptar  una  superficie  cóni¬ 
ca  cerrada,  mediante  un  piano. 

La  figura  muestra  un  cono.  El  punto  O  es  vértice,  B  es  el 
área  de  la  base  y  “h”  es  longitud  de  la  altura. 

La  base  puede  ser  cualquier  curva  cerrada. 

El  volumen  V  se  expresa  así: 


<4  CONO  DE  REVOLUCIÓN 

Se  genera  al  girar  la  región  correspondiente  a  un  trián- 
gulo  rectángulo,  una  vuelta  alrededor  de  un  eje  que 
contiene  a  un  cateto. 


El  otro  cateto  genera  la  base  (círculo)  y  la  hipotenusa 
(generatriz)  genera  la  superficie  lateral. 


Área  lateral: 


SL  =  rcrg 


Área  totál: 


S-r  =  SL  +  B 


En  este  caso: 


B  =  Tir2 


<4  DESARROLLO  DE  ÍA  SUPERFICIE  LATERAL 

Es  un  sector  circular  que  tiene  por  rádió  a  la  generatriz 
dél  cono  y  por  arco  a  la  longitud  de  la  circunferencia  de 
la  base  dél  cono. 


Se  verifrca  que:  27rr  =  27tg(g|^r) 


Si  se  interseca  la  superficie  lateral  de  un  cono  median¬ 
te  un  piano  paralelo  a  la  base,  se  obtiene  otro  cono 
parcial,  semejante  al  original.  En  este  caso,  se  cumple 
que: 


a.  Las  áreas  són  entre  sí  como  los  cuadrados  de  las 
alturas  o  como  el  cuadrado  de  las  generatrices. 
Así: 

S,  (h,f  (OEf 

S2  (h2?  (QA  f 

S !  y  S2  pueden  ser  áreas  laterales,  totales  o  áreas 
de  las  bases  de  los  conos. 

b.  Los  volúmenes  són  entre  sí  como  los  cubos  de  las 
alturas  o  como  el  cubo  de  las  generatrices: 

V,  (h,y  (OE)~ 

v2  (h2)P  (OA)3 


<4  TRONCO  DE  CONO 

Se  obtiene  al  intersecar  la  superficie  lateral  de  un  cono 
con  un  piano  cualquiera,  paralelo  o  no  a  la  base  1. 


<4  TRONCO  DE  CONO  DE  REVOLUCIÓN 

Se  genera  al  girar  una  vuelta  la  región  correspondiente 
a  un  trapecio  rectángulo,  alrededor  dél  eje  que  contiene 
al  lado  perpendicular  a  las  bases. 
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Las  bases  són  círculos  y  la  altura  dél  trapecio  es  altura 
dél  tronco. 


2. 


Para  la  figura: 

g:  longitud  de  la  generatriz. 

h:  longitud  de  la  altura. 

R  y  r:  rádiós  de  las  bases  (círculos). 


I.  Volumen: 

II.  Área  lateral: 


V  =  ^(r2  +  R2 

+  Rr) 

SL=  7i(R  +  r)g 

II.  Área  totál: 


ST  =  SL  +  Tir2  +  7i  R2 


El  desarrollo  de  la  superficie  de  un  tronco  de  cono  de 
revolución  es  un  trapecio  circular. 


Dado  un  cono  de  revolución  de  vértice  E  y  volumen 
54  cm3,  se  traza  un  diámetro  AC  en  el  círculo  de  la 
base.  Hallar  el  volumen  dél  tronco  de  cono  que  se 
determina  al  trazar  un  piano  paralelo  a  la  base  por 
el  baricentro  de  la  región  triangular  AEC. 

Resolución: 


Se  tendrá: 

^tronco  —  Vcono  totál  ^cono  parcial 

^tronco  ^cono  parcial  •  •  •  0 ) 

Por  otro  lado,  de  la  semejanza  entre  los  conos: 

M»no  parcial  _  /  h  \3  Vxmo  parcial  _  /  2  \3 

Vconototal  “  \H  j  **  54  “  U/ 

^cono  parcial  ~  ^  ® 

Reemplazando  en  (1):  Vtronco=  38  cm3 


Ejemplos: 

1.  La  superficie  lateral  de  un  cono  de  revolución  se 
intersecta  por  un  piano  paralelo  a  la  base,  deter- 
minando  un  cono  parcial.  Si  las  áreas  laterales  dél 
cono  parcial  y  tronco  de  cono,  són  entre  sí  como 
4  es  a  5;  hallar  la  reláción  de  volúmenes  dél  cono 
parcial  al  cono  totál. 

Resolución: 


Por  propiedad:  Sc°"op3r<;la'  =  Z 
^cono  totál  H 

hl_4  h  =  2 
^  H2  9  ^  H  3 

Entonces,  la  reláción  de  volúmenes: 

M»no parcial  _/h\3_/2\3_  8 

Vconotota,  ”  \H/  "  \3 1  "  27 


3.  Un  cono  de  revolución,  se  llama  equilátero,  si  la 
generatriz  midé  igual  que  el  diámetro  de  la  base. 
Hallar  el  volumen  de  un  cono  equilátero,  conocien- 
do  el  rádió  Y  de  Iá  esfera  inscrita  en  él. 

Resolución: 

E 


Sea  el  gráfico  el  cono  de  la  figura  AE  =  EC  =  AC 
AAEC,  equilátero: 

=>  mZACE  =  60°  A  mZMCO  =  mZOCE  =  30° 

El  volumen:  V  =  |ji(MC)2(EM) 

V  =  ^7t(rT3)2(3r) 

V  =  Snr3 

4.  Sobre  la  superficie  lateral  de  un  cono  de  revolución 
se  torna  un  punto,  distante  6;  16  y  10  cm  de  la  al¬ 
tura,  la  base  y  el  vértice,  respectivamente.  Hallar  el 
área  totál  dél  cono. 
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Resolución: 


Resolución: 


Sea  P  el  punto  en  mención. 

Dato:  PF  =  6,  PQ  =  16  y  PE  =  10 
En  el  kEFP:  (EF)2  =  (PE)2  -  (PF)2 

kEOC  ~  kEFP: 


OC 

FP 


EO 

EF 


R 

6 


24 

8 


=>5-  =  4?=>r  =  18 


También:  ^  => 


_9_  _  24 
10  8 


EF  =  8 


=>  g  =  30 

Luego,  el  área  totál:  ST  =  71R2  +  7iRg 
ST=  7t(182)  +  n(18)(30) 

ST  =  86471  cm2 


5.  La  figura  muestra  un  cilindro  circular  recto  inscrito 
en  un  cono  de  revolución.  El  cono  parcial,  de  vérti- 
ce  E,  y  el  cilindro,  són  equivalentes.  <j,Qué  fracción 
dél  volumen  dél  cono  totál  es  el  volumen  dél  cono 
parcial? 


Resolución: 

Sean:  VCT:  volumen  dél  cono  totál. 
VCP:  volumen  dél  cono  parcial. 

Se  pide:  ^ 

"CT 


Para  hallar  h:  kMTE  -  kCOE 

EM  _  TM  h  -  r  _  r  u  _  2rR2 

"  EC  R^n  (R2_r2) 


Entonces:  V  =  ^R2h 


7.  Hallar  el  área  lateral  de  un  tronco  de  cono  de  revo¬ 
lución,  circunscrito  a  una  esfera.  La  generatriz  dél 
tronco  midé  4  cm. 


Resolución: 

El  área  lateral  dél  tronco  de  cono  tiene  formula: 

SL  =  rc(r+R)g  ...(1) 

En  la  sección  ABCD,  por  el  teorema  de  Pitot: 

BC  +  AD  =  AB  +  CD  =>  2r  +  2R  =  4  +  4 
Luego:  r  +  R  =  4 
Reemplazando  en  (1):  SL  =  ti(4)(4) 

SL  =  16ti  cm2 

8.  El  desarrollo  de  la  superficie  lateral  de  un  cono  de 
revolución  es  un  sector  circular  de  rádió  15  cm  y 
arco  de  medida  216°.  Hallar  el  volumen  dél  cono 
original. 


Por  dato:  VCT=  V.H(ldt0  =,  §  Ph  =  nP(H  -  h) 

h  3 
*  H  =  4 


Luego:  ^  = 

VCT 


•  ^p  =  27 

•  •  VCT  64 


6.  Hallar  el  volumen  de  un  cono  de  revolución  cono- 
ciendo  los  rádiós  R  y  r,  de  la  base  y  de  la  esfera 
inscrita,  respectivamente. 


Resolución: 
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La  generatriz  dél  cono  midé  igual  que  el  rádió  dél 
sector  en  el  desarrollo  de  la  superficie  lateral: 

Lsx,=  2ng(w) 

«2*r  =  2n(15)(fl§-)  r  =  9 

En  el  cono:  h2  =  g2-r2  =  152  -  92  =>  h  =  12 
Finalmente,  el  volumen  V  dél  cono: 

V  =  Inr2  h  =  ±*(92)(12) 

V  =  32471  cm2 

9.  El  desarrollo  de  la  superficie  lateral  de  un  tronco  de 
cono  de  revolución  es  un  trapecio  circular  de  área 
307i  cm2.  Hallar  el  volumen  dél  tronco  de  cono,  si 
la  altura  y  la  generatriz  miden  3  y  5  cm,  respectiva- 
mente. 

Resolución: 


Área  lateral:  tc(R  +  r)g  =  3Ü7i 
=>  7i(R  +  r)5  =  3071 

=>  R  +  r  =  6  ...(I) 


En  el  AEFC:  EC  =  5  y  EF  =  3  =>  FC  =  4 
=>  R  -  r  =  4  ...(II) 

=>  R  =  5  y  r  =  1,  de  (I)  y  (II) 

El  volumen  seré:  V  =  -|h(R2  +  r2  +  Rr) 

V  =  -|(3)(52+  I2  +  5  x  1) 

.-.  V  =  31ti  cm3 

10.  Hallar  el  volumen  de  un  tronco  de  cono  de  revolu¬ 
ción,  sabiendo  que  los  rádiós  de  las  bases,  miden 
8  y  12  cm,  respectivamente,  y  que  el  área  de  la 
superficie  lateral  es  igual  a  la  suma  de  áreas  de  las 
bases. 

Resolución: 


Dato:  ti(8  +  12)g  =  ti(82  +  122)  =*  g  =  ^ 

o 

Sean  O  y  M  centros  de  las  bases. 

Se  traza  ME,  paralelo  a  la  generatriz  NF. 
kEOM:  h2  =  g2  -  (OE)2 

-h2=(¥f-42~h=¥ 

Luego,  el  volumen  dél  tronco  será: 

V=|h(R2  +  i2  +  Rr)  =  |(^)(82+  122  +  8x  12) 

V  =  cm3 


PROBLÉMÁS  RESUELTOS 


1.  Hallar  el  volumen  de  un  tronco  de  cono  de  revolu¬ 
ción,  cuyas  bases  tienen  rádiós  4  y  9  cm,  respecti¬ 
vamente.  El  área  totál  dél  cono  es  26671  cm2. 

Resolución: 


h-  4  — I 


r  =  4  A  R  =  9 

Área  lateral:  SL  =  7t(R  +  r)g 

Área  totál:  ST  =  SL  +  nr2  +  nR2 

Por  dato:  ST  =  266ti  cm2 

=>  7i(R  +  r)g  +  Tir2  +  71R2  =  26671 

ti(9  +  4)g  +  ti(42)  +  ti(92)  =  266ti  ^  g  =  13 

Luego,  en  el  kABH:  h2  =  g2  -  52  =  132  -  52  =>  h  =  12 
Finalmente,  el  volumen  será: 

V  =  |h(R2  +  r2  +  Rr) 

V  =  ^(12)(92  +  42  +  9  X  4)  .-.  V  =  532ti  cm3 
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2.  Hallar  el  área  de  la  superficie  dél  sólido  que  se  ob- 
tiene  al  girar  360°  la  región  poligonal  ABCD,  alre- 
dedor  dél  diámetro  AD. 

Resolución: 


Como  ABCD  es  un  semihexágono  regulán 
AB  =  r  =  BC  =  CD 

Se  obtienen  dós  conos  congruentes  entre  sí  y  un 
cilindro  de  revolución. 

Para  cada  cono:  Slateralcono  =  nBH(AB) 

Slate,„cOTo="(5)(^3)(r)=(V3)(|)r2 

Para  el  cilindro: 

Stó,e,aldHndro=  2n(BH)(BC)  =  2*(£V5)r  =  n?  G 
Luego: 

S  =  2(S)ateralcono)  -i-  S|atera) cHindro  =  2(-^r2  V3 )  +  rcr2 /3 
.-.  S  =  271^/3 

3.  Un  trapecio  isósceles,  con  su  ángulo  agudo  de  60°, 
gira  alrededor  dél  eje  que  pasa  por  unó  de  sus  la- 
dos  no  paralelos.  Hallar  el  volumen  dél  cuerpo  de 
revolución,  si  las  bases  dél  trapecio  miden  6  y  20, 
además  los  lados  no  paralelos  miden  14. 

Resolución: 


Sea  ABCD  el  trapecio: 

BC  =  6;  AD  =  20  A  AB  =  CD  =  14 

VABcd  es  el  volumen  dél  sólido  que  genera  el  trapecio. 
Su  valor  se  calculará  así: 

Vabcd  =  Vabhd  —  VBHcI  O  también: 

VaBCD  =  VaBHE  +  VaED  ~  VBHC 

ABHE  genera  un  tronco  de  cono  de  rádiós  en  las 
bases  AE  y  BH;  altura  HE. 

AED  y  BHC  generan  conos  de  rádiós  en  las  bases, 
AE  y  BH,  respectivamente. 

Luego: 


Vabcd  =  n(^)[(BH)2  +  (AE)2  +  (BH)(AE)]  + 

|(AE2)(ED)-|(BH2)(CH) 

Reemplazando  valores: 

Vabcd  =  71  [(3/3  f  +  (10/3  f  +  (3/3)(10/3)]  + 


|(10V3f(10)-|(3(3f(3) 


Se  tienen  dós  esferas  tangentes  exteriormente  y 
cuyos  rádiós  miden  1  y  3.  Calcular  el  volumen  dél 
cono  recto  circunscrito  a  ambas  esferas. 

Resolución: 


Volumen:  V 

Cálculo  de  la  altura  h:  fc^BLP  - 
BP  PL 
BM  MT 


kBTM 


h -7  _  1  h  _  g 
h  -  3  ~  3  ay 


BP  =  2 
BL=  (3 


Cálculo  dél  rádió  r:  (de  la  base) 
OP  _  BO  r 
PL  BL3! 


kBOC  ~  E^BLP 


-il«r  =  3/3 
(3 


El  volumen:  V  =  =  ^-7t(3(3f(9) 

V  =  81  n 

El  volumen  de  un  cono  de  revolución  es  36 n  cm3. 
ABC  es  un  triángulo  equilátero  inscrito  en  la  cir- 
cunferencia  de  la  base  dél  cono.  El  AABC  está  cir¬ 
cunscrito  a  la  vez  a  una  circunferencia  cuyo  círculo 
es  base  de  un  cilindro  recto  inscrito  en  el  cono.  Ha¬ 
llar  el  volumen  dél  cilindro. 

■ 

Resolución: 


Considerando  el  gráfico:  =  36n  cm3 

1. 


^tiR2H  =  36n 
(R2  )(H)  =  108 


...(1) 


B 
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Volumen  dél  cilindro: 

Vrilinrlm  =  71  Ph 


Como:  r  =  ^ 


.(2) 


MF  es  base  média  de  OD:  MF  = 


OD 


Entonces:  OM  =  ^ 


h  H 
h=  2 


En  (2):  Valindt0  =  n(|)2(§)  -  VtíMr0  =  ^(R2H) 
Conlode  (1):Valj„dro=  §(108)  cm3 

•  •  ^asndro  =  ~2n 

6.  Los  volúmenes  de  los  sólidos  generados  por  la  ro¬ 
táción  de  un  triángulo  rectángulo,  alrededor  de  los 
catetos  e  hipotenusa,  són  V1f  V2  y  V3,  respectiva- 
mente.  Demostrar  que: 


Demostración: 

Consideremos  el  AABC,  recto  en  B: 


Se  tienen: 

Alrededor  de  BC:  V,  =  |(AB)2(BC)  ...(1) 


Alrededor  de  AB:  V2  =  §(BC)2(AB) 


...(2) 


Alrededor  de  AC  (dós  conos  de  rádió  común  BH): 
V3  =  |(BH)2(AH)  +  §(BH)2(HC) 

V3  =  |(BH)2(AH  +  HC)  =»  V3=  §(BH)2(AC)  ...(3) 
De  (1)  y  (2): 


J_=  3 

1 

J__  3 

1 

V,  71 

(AB^BC) 

V2  71 

(BC^AB) 

Luego: 

/  1  \2  , 


Factorizando: 

/  1  \2  ,  A  \2 


9Í  1 

1 

2 

n2|(AB)2(BC) 

n2 

(BCf(AB) 

9[  1  1 

1 

1  1 

n2[(AB)(BC)2| 

(ABf  (BC)2 

Pero,  por  relaciones  métricas  en  el  triángulo 
rectángulo  ABC: 

(AB)(BC)  =  (AC)(BH)  A 


1 


1 


(AB)2  (BCf  (BHf 
Reemplazando  en  la  anterior  expresión: 

1 


(v,)+(v,)  ,9'|(ÁC)(BH)‘||,:BHf 


(BHf(AC) 

Finalmente,  con  lo  de  (3): 


7.  La  suma  de  las  áreas  totales  de  dós  conos  circu- 
lares  rectos,  semejantes,  es  de  25n(1  +  (5)  cm2. 
Hallar  la  raíz  cuadrada  dél  producto  de  las  áreas, 
si  las  alturas  están  en  razón  de  3  a  4. 

Resolución: 


Área  totál  =  B  Área  totál  =  A 
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Dato:  n  =  T;  entonces  ~  =  [1]  =  A 

H  4’  A  \4/  A  16 

B  +  A  =  25n(1  +  75)  =»  ^  +  A  =  25n(1  +  75) 
||A=  25n(1  +  75)  =*  A  =  16n(1  +  75) 

Luego:  7AB  =  ^ 

TaI  =  |(16it)(1  +  75)  =  12n(1  +  75) 

8.  Una  cuerda  trazada  en  la  base  de  un  cono  circular 
recto  de  4  m  de  altura  midé  8  m.  Si  la  distancia 
de  la  cuerda  al  centro  dél  círculo  base  es  de  2  m. 
^cuánto  midé  la  generatriz? 

Resolución: 


Observa  que:  (BO)2  =  42  +  22 

BO  =  720 

Además:  g2  =  (72Ö)2  =  (4)2 

hl 

4  \ 

g  =  6  m 

/  /  A. 
r  i  /i 

. 

O 

9.  Un  tronco  de  cono  de  altura  12  m  tiene  por  base 
mayor  un  círculo  de  rádió  igual  a  10  m.  Si  el  vo¬ 
lumen  dél  tronco  de  cono  es  700n  m3,  ^cuál  es  el 
volumen  dél  cono? 

Resolución: 


Para  el  tronco  de  cono: 

Vtrorra  =  3f(R2+r*+Rr) 

700*  =  |(12)(102  +  P+  lOr) 
Se  deduce  que  r  =  5 


Resolución: 


Del  disco  se  corta  el  sector  AOB  y  queda  el  sector 
ACB,  con  este  último  se  forma  un  cono  circular  recto. 
Longitud  dél  arco  ACB:  L^cb  =  r(27i  -  0) 

EL  área  de  la  superficie  lateral  dél  cono  es  igual  al 
área  dél  sector  circular  ACB 
,  _  (2n  -  n)r2 

°ACB - 2 

Área  de  la  base  dél  cono:  Sbase  =  nR2 

Observa  que  la  longitud  dél  arco  ACB  es  igual  a  la 

longitud  de  la  circunferencia  de  la  base  dél  cono. 

Luego:  r(27i  -  0)  =  2nR  =>  R  =  — — 

Zn 

Dato:  Sbase  =  ±SACB  -  kR2  = 

(7ir2)(27i  -ef  1  (2n  —  ejr2  2rt_e  1 
4 n2  3  2  ^  2n  ~  3 


11 .  Se  tiene  un  cono  de  revolución  de  vértice  V,  se  traza 
un  piano  secante  que  intersecta  a  la  circunferencia 
de  la  base  en  A  y  B.  m  AB  =  120°,  AB  =  a  y  la  altu¬ 
ra  dél  cono  midé  ^76  .  Hallar  el  volumen  dél  sólido 
menor  que  determina  el  piano  secante. 


Comparando  el  cono  parcial  y  el  cono  totál: 

Mof!  =  (R\3  ^  Motal  =  ( 10 \3 
Vparcial  U/  Vtolal  -  700k  l  5  j 

Vlolal  =  800n 

10.  De  un  disco  de  aluminio  de  rádió  “r”  se  va  a  cortar 
un  sector  circular  de  ángulo  0.  Si  con  el  resto  dél 
disco  se  forma  un  cono  circular  recto,  hallar  el  valor 
de  0  (en  radianes)  para  que  el  área  de  la  base  dél 
cono  sea  un  tercio  dél  área  de  la  superficie  lateral 
dél  mismo  cono. 


Resolución: 
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w  _  na3 76  a3V2  .  v  _  a3/2/ nV3  _1\ 
81  36  "  9  \  9  4/ 


Por  semejanza: 


.  x/V2 


rV2 


h  -  x 

h 


Efectuando:  x  = 


2rh 
h  +  2r 


12.  Al  desarrollarse  la  superficie  lateral  de  un  cono 
de  revolución  se  obtiene  un  semicírculo.  Hallar  la 
medida  dél  ángulo  que  formán  dós  generatrices 
opuestas  dél  cono. 


Resolución: 


0  =  sena(360°) 

Pordato:  0  =  180°  =>  180°  =  sena(360°) 
=>  sena  =  ^  =>  a  =  30° 

.\  2a  =  60° 


15.  En  qué  reláción  se  encuentran  los  volúmenes  de 
un  cono  de  revolución  y  el  cilindro  circular  recto  de 
mayor  volumen  inscrito  en  el  cono. 

Resolución: 


Cono  de  volumen  máximo:  Vd,  =  nfh 

r  H  —  h  _ _  R  j i_i  

*  R"  H  ~  H(H  h) 


13.  Se  tiene  un  cono  de  mayor  volumen.  Hallar  la  relá¬ 
ción  entre  el  rádió  y  la  generatriz  dél  cono  de  revo¬ 
lución  dado,  para  que  se  cumpla  dicha  condición. 

Resolución: 

Cono  de  volumen  máximo. 

Se  pide  hallar: 

V  =  ?ix2y;  x2  =  z2  -  y2 

V  =  nyíz2  -  y2) 

V  =  rt^y  -  rty3 
=»  V  =  nz2  -  371/  =  0 

^  =  3/-/=! 

=>  x2=3y2-y2  =  2y2  =>  ^  =  ~ 

2  2  _  z*_  _  2z^_  xl  _  2  .  x  _  (2 

3"3^z2"3  ”  z  “  </3 

14.  En  un  cubo  de  revolución  de  altura  “h"  y  rádió  de 
la  base  r/2 .  Hallar  la  longitud  de  la  arista  dél  cubo 
inscrito. 


V,,  =  *hB!(H-h)2  =  *gh(H  -  hf 

f(h) 

f(h)  =  h(H2  -  2Hh  +  h2)  =  H2h  -  2Hh2  +  h3 


f(h)  =  0  =  H2  -  4Hh  +  3h2 


H 

H 


£  _  Mx>no 


Vcilir 


±*R*H 


3R 


16.  Se  tiene  un  tetraedro  regular  P-ABC  de  arista  L, 
calcular  el  volumen  dél  cono  de  revolución  inscrito 
en  el  tetraedro  cuyo  vértice  es  P  y  su  base  está 
inscrita  en  el  triángulo  ABC. 

Resolución: 
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17.  Hallar  las  dimensiones  dél  cono  de  revolución  de 
menor  volumen  circunscrito  a  un  cilindro  circular 
recto  de  rádió  de  la  base  R  y  altura  H. 


Piden:  r  y  h,  cuando  es  mínimo. 

vx  =  |«*h 

R  h  —  H 

Por  triángulos  semejantes:  y  =  "  h 
=>  r  =  Rh 

„  f (hv  =  3h2(h  -  H)2  -  h3(2)(h  +  1) 

(h  -  H)4 

=.  h  =  3H  A  r= 


7lR2 

h3 

00 

(h  -  H)2J 

18.  La  proyección  de  la  superficie  cónica  sobre  un  pia¬ 
no  es  un  círculo  de  área  97i,  si  la  altura  dél  cono  es 
5,  y  el  contorno  es  una  circunferencia  de  longitud 
87i,  hallar  el  volumen. 


x(73  +72)  =  R76  ...(1) 

Por  dato:  R  =  ...(2) 

(2)  en  (1):  x(73  +  72)  = 

x(73  +  72)  =  73(73  +  72)  =>  x  =  73 
x3  =  373 

20.  Hallar  las  dimensiones  dél  cilindro  recto  de  mayor 
volumen  inscrito  en  un  cono  circular  recto  de  rádió 
de  la  base  igual  a  R  y  altura  H. 

Resolución: 

Volumen  dél  cilindro: 


V  =  nx2y  ...(1) 

Por  semejanza: 


Efectuando:  x  = 


Luego:  y  =  -^ 


Resolución: 

Volumen  dél  cono: 

Dato:  B  =  9ti  a  h  =  5 
-  V„  =  l(Bh) 

Vx  =  i(9n)(5)  V„  =  15* 

19.  Un  cubo  se  encuentra  inscrito  en  un  cono  equiláte- 
ro  si  la  generatriz  dél  cono  midé  (/6  +2).  Calcular 
el  volumen  dél  cubo. 

Resolución: 


2R 


Por  semejanza:  75^1.  = 


21.  Una  región  triangular  equilátera  de  lado  “a”  gira 
alrededor  de  un  lado,  hallar  el  volumen  dél  sólido 
generado. 

Resolución: 


El  volumen  dél  sólido  generado  seré: 
v  =  2it(a^)(a^3)  =  ía! 


22.  En  un  cono  de  revolución  esté  inscrito  un  cilindro 
cuya  área  totál  es  igual  al  área  lateral  dél  cono,  el 
ángulo  entre  las  generatrices  dél  cono  en  su  sec- 
ción  axial  es  90°,  si  la  generatriz  dél  cono  es  “g”, 
calcular  la  distancia  dél  vértice  dél  cono  a  la  base 
superior. 
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Resolución: 


Por  condición  dél  probléma: 

2toc2  +  2nx(  JL  —  x)  =  7t(  JL)g 

Efectuando:  x  =  |[ 

23.  Se  tiene  un  cono  circular  oblicuo  de  altura  h  y  eje 
de  longitud  3h.  Si  el  pie  de  la  altura  es  el  punto  H 
que  se  encuentra  en  el  diámetro  AB  de  la  base  y 
AH  =  3(HB)  entonces  el  volumen  dél  cono  es: 

Resolución: 


Volumen  dél  cono  seré: 

V=  |n(4V2h)2h  V=^rch3 


Revolución: 


V„  =  7t^p(R2  +  r2  +  Rr) 
fc>RM:  a2  =  Rr  =>  a  =  /Rr 


V„  =  ^VrF(R2+  r2  +  Rr) 

26.  El  desarrollo  de  la  superficie  lateral  de  un  tronco 
de  cono  de  revolución  es  un  trapecio  circular  cuya 
área  es  de  30  n.  Calcular  el  volumen  dél  tronco 
de  cono,  si  la  altura  y  la  generatriz  miden  3  y  5 
respectivamente. 


Resolución 


=>  R  =  5  A  r  =  1 

v„  =  ^(R2+  r*  +  Rr)  =  ^[52  +  I2  +  5(1)] 


24.  El  área  lateral  de  un  cono  circular  recto  cuyo  rádió 
de  la  base  es  R  unidades  cuadradas,  es  igual  a  la 
suma  de  las  área  de  la  base  y  de  la  sección  axial. 
Entonces,  hallar  el  volumen  dél  sólido  limitado  por 
el  cono. 


Resolución: 


25.  Calcular  el  volumen  de  un  tronco  de  cono  de  revo¬ 
lución,  sabiendo  que  los  rádiós  de  sus  bases  són 
V  y  R  (r  <  R)  respectivamente,  y  que  en  el  sólido 
se  puede  inscribir  una  esfera. 


.*.  Vx  =  31  ti 


27.  En  un  cono  de  revolución  la  medida  dél  rádió  de 
la  base  y  su  altura  es  8  m  y  6  m  respectivamente. 
Se  traza  un  piano  paralelo  a  la  base  de  modo  que 
el  área  dél  círculo  que  se  determina  en  el  piano 
sea  igual  al  área  lateral  dél  tronco  de  cono  recto. 
Calcular  la  distancia  de  la  base  al  piano  (en  m). 

Resolución: 


Dato:  S  =  Área  de 
la  superficie  lateral 
dél  tronco  de  cono 


*  it(4k)2  =  n(4k  +  8)(10  -  5k)  =»  k  =  |/5 
x  =  6-3k  =  6-3(|V5)  x  =  2(3-V5) 
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28.  En  un  tronco  de  cono  de  revolución  se  encuentra 
inscrita  una  esfera,  si  la  suma  de  su  diámetro  con 
una  de  las  generatrices  dél  tronco  cono  es  25  y  la 
suma  de  los  rádiós  de  las  bases  dél  tronco  es  13. 
Calcular  el  volumen  dél  tronco  de  cono. 

Resolución: 


Dato:  2R  +  g  =  25 

...(1) 

a  4-  b  =  13 

...(2) 

g  =  a  +  b  =  13  =>  R  —  6 

=>  a  -  b  =  5 

...(3) 

De  (2)  y  (3):  a  =  9  A  b  =  4 

VTC  =  Ji(^pj(a2  +  b2  +  ab) 

•••  vTC 

29.  En  un  tronco  de  cono  de  revolución  de  rádiós  de 
bases  “a”  y  “b”  y  de  altura  “h”,  se  construyen  dós 
conos  de  revolución  que  tienen  por  bases,  las 
bases  dél  tronco  y  sus  vértices  són  los  centros  de 
las  bases  opuestas.  Hallar  el  volumen  dél  sólido 
común  a  los  conos. 


Resolución: 


Por  semejanza: 


Sumando: 

hi  +  h2  =  —  + 


ah 

b 


h 


x  = 


ab 

a  +  b 


El  volumen  pedido  será: 
V  =  +  |x2h2 


v=fx2(h1+h2) 


v  =  *  fh 

3\  a  +  b/ 


.  v  _  nha2b2 
3(a  +  b)2 


están  en  la  reláción  como  1  es  a  4.  Hallar  el  volu¬ 
men  dél  cono. 

Resolución: 


MN  es  base  média  =>  OP  =  PQ  =  3 

kOQB:  (6/2  )2  =  36  +  Ar2  =*  r  =  3 

Volumen  dél  cono: 

V  =  tU(6)2(6)  V  =  72n 
o 

31.  En  la  figura  se  tiene  dós  conos  cuyos  volúmenes 
són  V1  y  V2;  MN  //AB;  QM  //  BC.  Hallar  el  volumen 
dél  cono  totál. 


A 


Resolución: 


v'  ! 

m  \3 

3N,  _  m 

vH 

m  +  n/ 

3/Vp  m  +  n 

VT  1 

n  f  - 

m  +  n  / 

V\4  _  n 
3/Vr  m  +  n 

...(2) 

Sumando  (1)  y  (2) 

.  3N,  +  3f\ 4 

m  +  n 

m  +  n 

3Ni  = 

30.  Un  cono  recto  cuya  generatriz  midé  6/2  es  seccio- 
nado  por  un  piano  paralelo  a  la  base  obteniéndose 
un  tronco  cuya  altura  3  y  cuyas  áreas  de  las  bases 


32.  En  un  tronco  de  cono  de  revolución,  las  bases  de 
los  rádiós  miden  4  y  9  respectivamente.  Si  el  área 
totál  dél  cono  es  266tt,  hallar  su  volumen. 


Resolución: 
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Dato:  /V  =  26671 

266n  =  nW  +  92  +  (4  +  9)a] 

=»  13a  =  169  ■»  a  =  13 

Luego:  a2  =  1 32  =  H2  +  52  =»  H  =  12 

El  volumen  dél  tronco  de  cono  será: 

V  =  12[ti(42)  +  n(92)  +  ti(4)9]/3 
.-.  V  =  532ti 

33.  Hallar  el  volumen  de  un  cono  de  revolución  si  en  él 
se  puede  inscribir  una  pirámide  cuadrangular  regu- 
lar  con  todas  sus  aristas  de  longitud  L  y  tál  que  la 
base  de  la  pirámide  se  encuentre  contenida  en  la 
base  dél  cono. 


Resolución: 


Reemplazando  (3)  y  (2)  en  (1) 


34.  Calcular  el  área  lateral  dél  tronco  de  cono  de  revo¬ 
lución  de  generatriz  1  circunscrito  a  una  esfera. 

Resolución: 


une  su  extremo  superior  con  el  extremo  inferior  de 
la  generatriz  diametralmente  opuesta.  Si  la  gene¬ 
ratriz  midé  “g”,  hallar  el  área  lateral  dél  tronco  de 
cono  recto. 

Resolución: 


De  la  figura:  r  =  7g/30  A  R  =  5g/6 
Superficie  lateral:  AL  =  7ig(R  +  r) 

Reemplazando:  AL  =  Ttg (|g  +  ^g ) 

.•.AL=l§*g2 


36.  Por  el  vértice  de  un  cono  recto  cuyo  volumen  es 
64tc/3/3,  se  trazan  trés  planos  tangentes  a  la  cir- 
cunferencia  de  la  base,  determinándose  en  dicha 
base  una  región  triangular  de  lados  13;  14  y  15. 
Hallar  el  volumen  dél  sólido  determinado  por  los 
planos  y  el  piano  de  la  base  dél  cono. 

Resolución: 


Amk  =  721  (21  -  1 4)  (21  -  15)(21  -  13) 


También: 

SABC  =  2 

*  R  =  4 
Por  dato: 

Vc  =  64  n  73/3 
6473  =  (4)2h 
=>  h  =  473 


Luego:  VP.ABC=  1(84)(4/3)/3 
•••  VP.ABC=  11273 


AL  =  ng(R  +  r)  ...(1) 

Por  propiedad:  OB  =  BM  =  R  A  O'A  =  AM  =  r 
=>  R  +  r  =  g  ...(2) 

(2)en(1):AL  =  7i(g)(g)  -  \  =  Ttg2 
Pero  por  dato:  g  =  1  AL  =  n 

35.  La  generatriz  de  un  tronco  de  cono  recto  forma  u 
ángulo  agudo  con  la  base  inferior  de  medida  53°. 
La  generatriz  es  perpendicular  al  segmento  que 


37.  El  desarrollo  de  la  superficie  lateral  de  un  cono  de 
revolución  es  un  sector  circular  de  rádió  18  y  arco 
de  medida  200°.  Hallar  el  volumen  dél  sólido  limita- 
do  por  el  cono. 

Resolución: 


Por  teória:  200°  =  R(360°)/g 
=>  R/g  =  5/9  =>  R  =  5(1 8)/9  =>  R  =  10 
Luego:  h2  =  182  -  102  =>  h2  =  (8)(28) 
=>  h2  =  16X14  h  =  47Í4 
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El  volumen  dél  cono  seré: 
7t(10)2(4/Í4  )/3  .*.  40Ű71 VT4  /3 


38.  En  un  cono  cuya  generatriz  es  igual  al  diámetro 
de  la  base,  está  inscrita  una  semiesfera  de  rádió  R 
de  modo  que  su  círculo  mayor  se  encuentra  en  el 
piano  de  la  base  dél  cono.  Calcular  el  volumen  dél 
tronco  de  cono  que  tiene  como  bases  la  base  dél 
cono  y  el  círculo  limitado  por  la  circunferencia  de 
tangencia  entre  la  semiesfera  y  el  cono. 


Resolución: 


Volumen  dél  tronco  de  cono: 

v  =  I^kR3 


39.  La  longitud  de  la  altura  de  un  cono  recto  es  cuatro 
veces  la  longitud  dél  rádió  de  la  esfera  inscrita  en 
un  cono  de  revolución.  Si  la  generatriz  midé  hallar 
el  área  de  la  superficie  lateral  dél  cono. 


Resolución: 

kPHB  ~  kPTO 

=  R  =  /3  ^  R  =  _/3 
^  r  3r  3 

Superficie  lateral  dél  cono: 

Al  =  7iRg 

*  ■  )ra 

Al  =  n 

40.  ABCD-EFGH  es  un  hexaedro  regular  cuya  arista 
midé  L.  Si  la  altura  de  un  cono  recto  es  igual  a  la 
arista  dél  hexaedro  y  el  rádió  de  la  base  dél  cono 
es  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  al  triángulo 
ABC,  hallar  el  volumen  dél  sólido  limitado  por  el 
cono. 

Resolución: 


kABC  (por  el  teorema  de  Poncelet): 

2L  =  L/2  +  2r  =»  r  =  ^(2-V2) 

-  Vc=  Vc=  |L3(3-272) 


®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  ® 


PROBLÉMA  1  (UNI  201 1  -  II) 

En  un  cono  circular  recto  la  generatriz  midé  12  cm  y  una 
cuerda  de  la  circunferencia  de  la  base  midé  16  cm.  Si  la 
distancia  de  la  base  midé  16  cm  y  la  distancia  dél  centro 
de  dicha  circunferencia  a  la  cuerda  es  4  cm,  entonces  el 
volumen  dél  cono  (en  cm3)  es: 


A)  6^1  B)  ^ 

P,\  643ti  p\  64471 

'  3  '  3 

Resolución: 

kOHA:  R2  =  42  +  82 
=>  R  =  4V5 

fc.VOA:  h2  =  122  -  (4/5)2 
=»h  =  8 

V=  inR2h=  1ji(475)2(8) 

.v.ae. 


0  642, 

V 


PROBLÉMA  2  (UNI  2011  -  II) 

Considere  dós  esferas  tangentes  exteriormente,  cuyos 
rádiós  miden  1  cm  y  3  cm  respectivamente.  Calcule  el 
volumen  (en  cm3)  dél  cono  circular  recto  circunscrito  a 
las  dós  esferas. 


A)  80;t 
D)  83;r 


B)  81  tc  C)  82ti 

E)  84ti 


Resolución: 


V 


kO.HO,  Notable  (30°;  60°) 
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V02  =  2;  R  =  3/3 ;  h  =  9 
V  =  ±n(3lZf(9)  =*  V  =  81ti 

Clave:  B 

PROBLÉMA  3  (UNI  2012  -1) 

En  un  cono  recto  de  6  cm  de  rádió  y  8  cm  de  altura,  se 
traza  un  piano  paralelo  a  su  base  de  modo  que  el  área 
dél  círculo  que  se  determina  en  el  piano  sea  igual  al 
área  lateral  dél  tronco  de  cono  determinado.  Calcule  la 
altura  dél  tronco  de  cono  (en  cm). 

A)  8  -  2 /Tí  B)8-2ÜÖ  08-2/9 

D)  8  -  2/8  E)  8  -  2/7 

Resolución: 


PROBLÉMA  4  (UN1  2013  - 1) 

Se  tiene  un  cono  circular  recto  de  volumen  V  y  longitud 
de  la  altura  H.  La  superficie  lateral  de  este  cono  se  in- 
terseca  por  dós  planos  paralelos  a  la  base  que  trisecan 
a  la  altura  H,  obteniéndose  conos  parciales  de  volumen 
V,  y  V2  respectivamente  (V2  >  V^. 

Si  V  =  aV1  +  bV2,  calcule  el  cociente  a/b,  sabiendo  que 
a -2b  =  12 

A)  8  B)  9  C)10  D)  11  E)  12 

Resolución: 


Piden:  a/b 

Datos:  V  =  aV,  +  bV2  A  a -2b  =  12 

Por  propiedad:  V2  =  8V,  A  V  =  27V, 

=>  27V,  =  aV,  +  b^JV, 

27  =  a  +  8b;  12  =  a  -  2b 

=»  a  =  15;  b  =  |  f  =  10 
2  b 

Clave:  C 

PROBLÉMA  5  (UNI  2015  - 1) 

En  la  panamericana  cerca  de  Casma  se  ha  formado 
una  duna  en  forma  de  tronco  de  cono  de  revolución. 
Las  longitudes  de  las  circunferencias  són  4n  m  y  2ti  m. 
Ver  figura.  Halle  el  volumen  de  la  duna  en  metrós  cú- 
bicos. 


D)  107t  E)  1 1 7t 

Resolución: 


Piden:  Vtr( 


^tronco 
•  *  ^tronco 


^(12  +  22  +  2x1) 

=  7  71 


Clave:  C 
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PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 


1. 


Se  tiene  un  cono  de  revolución  de  3  m  de  rádió  de 
la  base  y  4  m  de  altura.  Calcular  a  que  distancia 
dél  vértice  se  debe  de  trazar  un  piano  paralelo  a  la 
base,  para  que  el  área  de  la  sección  determinada 
por  dicho  piano  sea  igual  al  área  de  la  superficie 
lateral  dél  tronco  de  cono  determinado. 


A)  3/7 
D)  fíö 


B)2/1Ö 
E)  /7 


C)3/TÖ 


2. 


Se  tienen  dós  conos  equiláteros  que  tienen  el  mis- 
mo  vértice  y  que  són  tangentes  exteriormente,  tál 
que  la  razón  de  sus  áreas  totales  es  “k”  y  la  altura 
dél  cono  mayor  midé  H  (k  >  1 ).  Calcular  la  longitud 
de  su  distancia  entre  los  centros  de  sus  bases. 


A)Ha 

jk  +  /k  +  1 

B)  H 

C)  H, 

i 

L*  CM 

1 

D)  H 

E)H, 

7T 

1 

ro 

^1 

1 

1  2 

k-Vk  +  1 


k  -  /k  +  1 


3. 


En  un  cono  recto  la  longitud  de  la  generatriz  es 
igual  al  diámetro  de  la  base,  se  inseribe  una  esfera 
cuyo  rádió  midé  R.  Calcular  el  volumen  dél  tronco 
de  cono  determinado  por  la  circunferencia  tangen- 
cial  y  la  base  dél  cono. 


A)  ^nR3 
D)  ^tiR3 


B)  -|W 
E)  f  nR3 


C)  ^rcR3 


Se  tienen  dós  conos  rectos  congruentes  tangentes 
por  su  generatriz  y  cuyos  vértices  coinciden.  Si  sus 
alturas  són  H  y  el  rádió  de  la  base  es  V,  hallar  el 
área  de  la  región  triangular  cuyos  vértices  són  los 
centros  de  las  bases  y  el  vértice  común  de  los  conos. 
H2r2  D  \  H3r  H3r 


A) 


D) 


H2  -  r2 

Hr3 

H2  +  r2 


B) 


E) 


H2-  r2 

H3r 


C) 


H2  -  r2 


5. 


Una  esfera  está  inserita  en  un  cono  equilátero  de 
108  de  área  totál.  Calcular  el  área  de  la  superficie 
esférica. 


A)  36 
D)  54 


B)  42 
E)  60 


C)  48 


6.  Si  los  rádiós  de  la  base  de  un  tronco  de  cono  circu- 
lar  recto  són  R  y  r.  Calcular  el  área  de  su  sección 
axial  para  que  el  área  de  la  superficie  lateral  sea 
igual  a  la  suma  de  las  áreas  de  las  bases  de  dicho 
tronco. 


A)  4Rr 
D)  3Rr 


7. 


8. 


9. 


B)  2Rr 
E)  7Rr 


C)  6Rr 


En  un  tronco  de  cono  está  inserito  una  esfera,  cuyo 
volumen  es  6/13  dél  volumen  dél  tronco  de  cono. 
Calcular  la  medida  dél  ángulo  entre  la  generatriz 
dél  tronco  de  cono  y  el  piano  de  su  base  inferior. 

A)  60°  B)  45°  C)  30°  D)  37°  E)  53° 

El  desarrollo  de  la  superficie  lateral  de  un  tronco 
de  cono  de  revolución  es  un  trapecio  circular  cuyo 
ángulo  Central  correspondiente  midé  60°  y  además 
los  rádiós  dél  mayor  y  menor  sector  circular  són 
respectivamente  R  y  r.  Calcular  el  volumen  de  di¬ 
cho  sólido. 


A)  (R3  -  r3) 
C)  ig(R3  _  r3) 

E)  W"(R3  +  r3) 


B)  ^35  (R3  _  r3) 

D)  w(R3+f3) 


En  un  cono  de  revolución  la  medida  dél  ángulo  en¬ 
tre  dós  generatrices  diametralmente  opuestas  es 
90°,  se  inseribe  un  cilindro  cuya  área  de  su  super¬ 
ficie  totál  es  igual  al  área  de  la  superficie  lateral 
dél  cono.  Calcular  la  razón  de  alturas  de  ambos 
sólidos. 


A) 

D) 


2-/2 

2 

3-/2 


B)2-  /2 
E)  2~^ 


C) 


2-/3 


10.  En  un  cono  circular  la  altura  midé  H,  se  traza  un 
piano  secante  determinando  una  sección  trans- 
versal.  <j,A  qué  distancia  dél  vértice  dél  cono  debe 
trazarse  el  piano  para  que  determine  dós  sólidos 
equivalentes? 


A)  -y-H 

D)^±H 


B)^H 

E)fH 


C)fH 


11.  En  la  base  de  un  cono  circular  recto  cuya  altura 
midé  “h”  está  inserito  un  triángulo  rectángulo,  los 
planes  que  contienen  al  vértice  dél  cono  y  los  ca- 
tetos  de  dicho  triángulo  formán  con  el  piano  de  la 
base  dél  cono  un  ángulo  diedro  de  30°  y  60°.  Cal¬ 
cular  el  volumen  de  dicho  cono. 


A)  lf*h3 
D)  ^nh3 


B)  ^nh3 
E)  lf*h3 


C)  ±§rch3 
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12.  En  una  semiesfera  está  inscrito  un  cono  circular,  el 
vértice  coincide  con  el  centro  de  la  circunferencia 
que  sirve  de  base  a  la  semiesfera;  la  recta  que  une 
el  centro  de  la  base  dél  cono  con  un  punto  de  la 
circunferencia  mayor  de  la  semiesfera  determina 
con  el  piano  de  la  base  dél  cono  un  ángulo  de  30°. 
Calcular  la  razón  entre  los  volúmenes  dél  cono  y  la 
semiesfera. 

A)  1312  B)  3-13/3  0  3/2/2 

D)  V2/3  E)  V3/9 


17.  Al  desarrollar  dós  conos  rectos  se  obtienen  2  sec- 
tores  circulares  que  tienen  peri  metrós  |  -  y 

2^3+—  R.  Si  la  longitud  de  la  generatriz  de  los 

conos  es  R,  calcular  la  razón  de  los  volúmenes  de 
los  conos. 


a)Í5Ö 
'  32 


D) 


i8Ö 

32 


B) 


/6Ö 

32 


E)  M 
;  32 


13.  ABCD-EFGH  es  un  hexaedro  regular  cuya  arista 
midé  L.  Si  la  altura  de  un  cono  recto  es  congruen- 
te  a  la  arista  dél  hexaedro  y  el  rádió  de  la  base 
dél  cono  es  el  rádió  de  la  circunferencia  inscrita  al 
triángulo  ABC,  hallar  el  volumen  dél  sólido  limitado 
por  el  cono. 


14.  La  generatriz  de  un  tronco  de  cono  forma  un  ángu¬ 
lo  cuya  medida  es  53°  con  la  base  inferior  y  es  per- 
pendicular  a  la  recta  que  une  su  extremo  superior 
con  el  extremo  inferior  de  la  generatriz  opuesta.  Si 
la  generatriz  midé  “g”,  calcular  el  área  lateral  dél 
tronco  de  cono. 


D) 


16rcg2 

15 


E) 


17rcg2 

15 


C) 


lOjig2 

9 


15.  Un  tronco  de  cilindro  de  revolución  está  inscrito 
en  un  cono  de  revolución  donde  sus  generatrices 
están  inclinadas  formando  un  ángulo  cuya  medi¬ 
da  es  30_con  respecto  a  la  base.  Además,  el  diá- 
metro  AB  de  la  base  dél  cilindro,  está  contenido 
en  el  diámetro  MN  de  la  base  dél  cono,  tál  que 
MA  =  AB  =  2(BN).  Determinar  la  reláción  de  los 
volúmenes  de  los  sólidos  limitados  por  el  tronco  de 
cilindro  y  el  cono  recto. 

A)  9/64  B)  15/64  C)  36/125 

D)  27/125  E)  18/125 

16.  En  un  tronco  de  cono  de  revolución  cuyo  volumen 
es  63,  las  longitudes  de  los  diámetros  de  sus  bases 
están  en  la  reláción  de  1  a  2,  calcular  el  volumen 
dél  sólido  que  se  obtiene  intersectando  los  conos 
que  tienen  por  bases,  las  bases  dél  tronco  y  por 
vértices  los  centros  de  las  bases  respectivamente 
opuestos. 

A)  3,6  B)  3,8  C)  4,0 

D)  4,2  E)  4,4 


18.  Calcular  el  volumen  de  la  intersección  de  los  conos 
que  se  encuentran  inscritos  en  un  cubo  de  lado  “k” 
tál  que  el  vértice  de  un  cono  se  encuentra  en  el 
centro  de  la  base  dél  otro  y  las  bases  de  los  conos 
són  círculos  inscritos  en  caras  opuestos  dél  cubo. 


Tik 

12 


19.  Un  cono  de  revolución  está  inscrito  en  un  prisma 
recto.  Calcular  el  volumen  dél  prisma  si  el  volumen 
de  la  esfera  inscrita  en  el  cono  es  36ti  y  el  períme- 
tro  de  la  base  dél  prisma  es  cinco  veces  la  longitud 
de  la  generatriz  dél  cono.  (la  superficie  esférica  y  la 
base  dél  cono  són  equivalentes,  la  base  dél  cono 
está  inscrita  en  una  base  dél  prisma). 

A)  1240  B)  1200  0  2400 

D)  1200/2  E)  1200/3 


20.  En  un  octaedro  regular  P-ABCD-Q  la  arista  midé 
L  unidades,  calcular  el  volumen  dél  cono  circular 
cuya  base  se  encuentra  inscrita  en  la  cara  BCQ  y 


su  vértice  coincide  con  el  punto  P. 

Rí  ^L3 

B)  100 

/6rcL3 

108 

D, 

E) 

1  108 

21.  Se  tiene  un  cono  y  un  embudo  congruente,  cuyas 
alturas  miden  H,  se  traza  un  piano  paralelo  a  las 
bases  de  manera  que  el  área  de  la  sección  dél 
cono  sea  al  doble  dél  área  de  la  sección  dél  em¬ 
budo.  Calcular  la  distancia  dél  vértice  dél  cono  al 
piano. 

A)  B)  ^  C)  ^ V2 

D)H(/2-1)  E)  H(2  -  ■12) 

22.  Siendo  el  área  de  la  base  de  un  cono  recto,  la  mi- 
tad  de  su  área  lateral.  Hallar  la  medida  dél  ángulo 
que  determina  la  altura  y  la  generatriz. 

A)  20°  B)  25°  C)  30° 

D) 36°  E)  45° 
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23.  En  un  tronco  de  cono  recto  la  altura  midé  8  m  y  el 
segmento  de  mediatriz  de  una  de  sus  generatrices 
limitada  por  la  altura  midé  3  m.  Calcular  el  área  de 
la  superficie  lateral. 

A)  1  Otc  B)  I871  C)  287t 

D)  38ti  E)  4871 

24.  Calcular  el  volumen  de  un  cono  de  revolución,  si 
en  él  se  puede  inscribir  una  pirámide  cuadrangular 
regular  con  todas  sus  aristas  de  longitud  L  y  tál 
que  la  base  de  la  pirámide  se  encuentre  contenida 
en  la  base  dél  cono. 

A)^  B)nL^2  c)nip_ 

nx  nL3V2  fn  jiLV2 

'  4  '  12 

25.  Un  cono  de  revolución  y  un  cilindro  circular  recto 
són  secantes  equivalentes  y  tienen  la  misma  base. 
^Qué  fracción  de  volumen  dél  cono  no  es  común  a 
la  dél  cilindro? 

A)  8/27  B)  8/29  C)  6/25 

D)  9/25  E)  11/30 


26.  En  un  tronco  de  cono  de  revolución  cuya  longitud 
de  su  altura  es  H  y  los  rádiós  de  su  base  R  y  r,  cal¬ 
cular  el  volumen  dél  sólido  que  es  la  intersección 
de  los  conos  cuyos  vértices  són  los  centros  de  las 
bases. 


27.  Un  piano  secante  a  un  cono  recto  de  revolución  de 
base  circular  cuyo  rádió  midé  2  pasa  por  el  vértice 
e  interseca  a  la  base  determinando  en  su  intersec¬ 
ción  con  el  cono  un  triángulo  equilátero  cuyo  lado 
midé  2/3.  Entonces,  el  volumen  dél  sólido  limitado 
por  el  cono  es: 

A)8V2|  B)4V2|  03/2* 

D)4V2ti  E)  2/2 ti 

28.  En  un  tronco  de  cono  de  revolución  los  rádiós  de 
las  bases  y  la  generatriz  miden  1 ;  2  y  6  cm  respec- 
tivamente.  Calcular  la  longitud  dél  menor  recorrido, 
para  ir  de  un  punto  de  la  base  inferior  a  otro  de  la 
base  superior  recorriendo  la  superficie  lateral  y  tál 
que  dichos  puntos  sean  los  extremos  de  una  gene¬ 
ratriz. 

A)  6/2  cm  B)3/3  cm  C)  6/3  cm 

D)  9/3  cm  E)  9/2  cm 


29.  En  la  figura  mostrada,  AM  =  MV  y  NB  =  3(VN). 
Calcular  la  razón  entre  los  volúmenes  de  los  tron- 
cos  de  cilindro  de  revolución. 


30.  En  el  gráfico  se  muestra  un  tronco  de  cono  de  re¬ 
volución  y  un  cono  de  revolución.  En  el  tronco  de 
cono  se  traza  un  piano  paralelo  a  las  bases  por  02 
tál  que  =  0203  =  A03,  AB  y  CD  determinan 
un  ángulo  de  medida  37°.  En  el  cono  también  se 
traza  un  piano  paralelo  a  la  base  por  05.  Si  la  ra¬ 
zón  de  volúmenes  de  sólidos  determinados  tanto 
en  el  tronco  de  cono  como  en  el  cono  són  iguales 

0405 

'e‘  o. 


calcule 


31.  En  la  figura  mostrada  se  tiene  un  tronco  de  cono 
de  revolución.  Si  AB  =  BC,  OQ  =  QB  y  el  volumen 
dél  sólido  Q-ABC  es  100,  calcular  el  volumen  dél 
tronco. 


D)  150ti  E)  160ti 


32.  Según  el  gráfico  mostrado,  calcular  la  razón  de 
volúmenes  dél  tronco  de  cono  circular  recto  y  dél 
cilindro  circular  recto  mostrados,  si  AB  =  BC. 


33.  En  el  gráfico  se  muestra  al  tronco  de  cono  circu- 
lar  recto.  Los  conos  interiores  a  dicho  tronco  són 
equivalentes.  PA  =  PC,  R  =  8,  r  =  3,  calcular  el 
volumen  de  dicho  tronco. 


A)  It^(73  +  2T6) 

B)  "^(73  -  2V6) 

C)  "^(82  -  3-Í82) 

D)  (82  +  3-Í82) 

E)^nV73 

34.  Se  tiene  un  tronco  de  cono  cuyas  bases  són  cír- 
culos  de  rádiós  2  y  4.  Calcular  el  rádió  dél  círculo 
paralelo  a  las  bases  que  determinan  troncos  par- 
ciales  equivalentes. 

A)  36  B)  3/36  C)  3,5 

D)  3,6  E)  (Q 


35.  Se  tiene  un  tronco  de  cono  cuyas  bases  tienen 
área  St  y  S2  (S2  >  S^,  se  traza  un  piano  paralelo 
a  las  bases.  Dicho  piano  dista  de  la  base  menor  y 
mayor  “m”  y  “n”  respectivamente.  Hallar  el  área  de 
la  sección  determinada  en  el  tronco  por  el  piano 
paralelo  a  las  bases. 


A) 


m/S^  -  n/S^ 
m  +  n 


g\  m2  -/$!  +  n  & 
m  +  n 


q)  / m*/s7  +  n/S^ \ 

\  m  +  n  ) 


p\  /  n^/S 2  +  m^ \ 

\  m  +  n  / 


E)  /  m2  +  n2  \ 

;  \  m  +  n  / 


36.  En  el  gráfico  se  tiene  un  cono  de  revolución  cuya 
generatriz  midé  3  m  y  BC  =  2  m.  Calcular  el  área 
de  la  superficie  lateral  dél  cono,  si  VC  torna  un  va- 
lor  entero  impar.  VB  n  AC  =  {T} 


Geometria  ■  645 


A)  2n  m2  B)  4ti  m2  C)  5n  m2 

D)  3ti  m2  E)  3,2:1  m2 

37.  En  un  hexaedro  ABCD-EFGH  cuya  arista  midé  12, 
en  BF  y  CG  se  ubican  los  puntos  M  y  N  respecti¬ 
vamente.  Si  MN  //  FG  y  EM  =  3  calcular  el  volumen 
dél  cono  cuya  base  está  limitada  por  la  circunferen- 
cia  inscrita  en  el  triángulo  GMN  y  de  vértice  A. 

A)  12ti  B)16ti  C)  871 

D)10tc  E)  7n 

38.  Se  tiene  un  tronco  de  cono  de  revolución  de  volu¬ 
men  igual  a  63  m3.  Calcular  el  volumen  dél  sólido 
que  resulta  de  intersecar  los  conos  que  tienen  por 
bases  las  bases  dél  tronco  y  por  vértices  los  cen- 
tros  de  dichas  bases.  (R  =  2r) 


A)  ^  B)  4  C)^ 

D)^  E)  16 

39.  Según  el  gráfico  se  tiene  un  tronco  de  cono  cuyas 
bases  tienen  áreas  A  y  B,  interiormente  se  ubica 
un  punto  O.  Si  el  volumen  dél  tronco  es:  calcular 

-£■  +  (VA  y  VB  són  los  volúmenes  de  los  conos 

de  vértice  O  y  las  áreas  de  las  bases  A  y  B  respec¬ 
tivamente). 


A)  (A  +  B)-1  B)  (A  +  2  7AB  +  B)"1 

C)(A  +  27ÁB)-1  D)  (A  +  VAB  +  B)'1 

E)  A  +  7AB  +  B 
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40.  En  el  gráfico  los  conos  de  vértices  O^Oy  centros 
de  sus  bases  O  y  P  respectivamente  són  semejan- 
tes.  Calcular  la  razón  de  los  volúmenes  de  dichos 
sólidos. 


A)  1  B)  4  C)  7  D)  8  E)  9 


41.  En  un  tronco  de  cono  de  revolución,  el  área  de  la 
superficie  lateral  es  4n  veces  multiplicado  por  la  ge- 
neratriz  y  el  rádió  de  la  base  menor,  la  medida  dél 
ángulo  determinado  por  dós  generatrices  diametral- 
mente  opuestos  es  53°  y  el  rádió  de  la  base  mayor 
es  9.  Calcular  el  volumen  dél  cono  deficiente. 

A)  18ti  B)36ti  C)  277t 

D)  54ti  E)  45ti  ■ 


42.  Calcular  la  altura  de  un  cilindro  recto  circular  de 
volumen  máximo,  inscrito  en  un  cono  circular  recto 
de  rádió  5  y  altura  12. 

A)  3  B)  6  C)  4  D)  5  E)  10 

43.  Se  tiene  el  prisma  regular  ABC-DEF  en  el  cual  se 
inseribe  el  cono  cuyo  vértice  es  el  baricentro  de  la 
región  triangular  DCB  y  cuya  base  circular  está  ins- 
erita  en  la  base  DEF.  Calcular  la  razón  de  volúme¬ 
nes  de  los  sólidos. 

A)  2773  b)673  c)873 

271  71  71 

D)  12^3  E)  373 

71  2ti 

44.  En  el  gráfico  se  muestra  dós  conos  de  revolución, 
en  el  cual  AQ  es  tangente  a  la  superficie  dél  cono 
menor  en  Q.  Si  AQ  =  1 3  y  VO  =  3(QT)  =  15,  calcu¬ 
lar  el  volumen  dél  sólido  limitado  por  ambos  conos. 


A)  70Ű7i 
D)  820ti 


v 


C)  720ti 


45.  En  un  cono  de  revolución  se  inseribe  dós  esfe- 
ras  como  se  muestra  en  la  gráfica.  Si  AB  =  30 
y  0102  =  12,  calcular  el  volumen  dél  cono  de¬ 
terminado  por  un  piano  tangente  a  las  esferas  y 
paralelo  a  la  base  dél  cono  de  revolución. 


A)  4000ti 
D) 800rc 


C)  70  007c 


46.  En  un  cono  de  revolución  por  un  punto  P  de  la  ge- 
neratriz  que  lo  divide  en  una  reláción  de  1  a  3,  se 
traza  una  recta  perpendicular  que  intersecta  a  la 
prolongación  dél  diámetro  en  Q.  Si  PQ  =  12  y  el 
rádió  de  la  base  es  3,  calcular  el  producto  dél  área 
de  la  sección  axial  y  el  área  de  la  superficie  lateral 
dél  cono. 

A)  422ti  B)  421ti  C)312tc 

D)  432ti  E)  415ti 


47.  Calcular  el  volumen  de  un  cono  de  base  circular 
cuya  altura  midé  7  y  además  la  proyección  dél  vér¬ 
tice  dél  cono  es  un  vértice  dél  hexágono  regular  cir- 
cunscrito  a  la  base  cuya  área  de  su  región  es  60  /3 . 

A)  307t  B)  3271  C)  7Ü7i 

D)  37ti  E)  407i 


48.  En  la  figura  el  diedro  que  formán  el  triángulo  VFB  y 
la  base  dél  cono  midé  2a,  AB  =  a  y  AF  =  b.  Calcu¬ 
lar  el  área  de  la  superficie  lateral  de  cono. 

(mZAVO  =  90°  -  a) 


49.  Determinar  el  ángulo  en  el  vértice  de  la  sección 
axial  de  un  cono  de  revolución  circunscrito  a  cua- 
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tro  esferas  congruentes  dispuestas  de  manera 
que  cada  una  de  ellas  esté  en  contacto  con  las 
otras  trés. 

A)  arccos(1/3)  B)  arccos(1/4) 

C)  arccos(1/5)  D)  arccos(1/6) 

E)  arccos(1/7) 

50.  La  altura  de  un  cono  de  revolución  es  de  4  m  y  el 
rádió  de  su  base  midé  3  m,  dicho  cono  es  intersec- 
tado  por  un  piano  paralelo  a  su  base  de  tál  manera 
que  la  superficie  totál  dél  cono  resultante  sea  igual 
a  la  superficie  lateral  dél  cono  primitivo.  Calcular  la 
distancia  dél  vértice  dél  cono  al  piano. 

A)  /5  B)  Jl  C)  3 

D)  /ÍÖ  E)  /Í3 

51.  El  volumen  de  un  tronco  de  cono  de  revolución  es 
33671  cm3  la  altura  midé  4  cm  y  el  rádió  de  la  base 
mayor  es  el  doble  dél  rádió  de  la  base  menor.  Ha- 
llar  el  rádió  de  la  base  mayor. 

A)  12  cm  B)  6  cm  C)  8  cm 

D)  5  cm  E)  4/2  cm 

52.  Calcular  el  rádió  de  la  esfera  circunscrita  a  un 
cono  circular  recto  de  12  m  de  rádió  básico  y  18  m 
de  altura,  si  el  centro  de  la  esfera  es  interior  al 
cono. 

A)  10  B)  8  C)12 

D)  13  E)  15 

53.  Una  cuerda  dél  círculo  base  de  un  cono  circular 
recto  de  8  m  de  altura,  midé  16  m.  La  distancia  de 
la  cuerda  al  centro  dél  círculo  de  la  base  es  de  4  m. 
Calcular  el  área  lateral  dél  cono. 

A)  1 2n  m2  B)  48/5ti  m2  C)  96;:  m2 

D)  96ti  m2  E)  487i  m2 

54.  Calcular  el  volumen  de  un  tronco  de  cono  cuyas 
bases  són  círculos  de  2  y  6  m  de  rádió  y  sabiendo 
que  el  área  dél  tronco  de  conos  es  igual  a  la  suma 
de  las  áreas  de  las  bases. 

A)  527i  m3  B)  53ti  m3  C)  54ti  m3 

D)  55ti  m3  E)  56tc  m3 

55.  Dado  un  cono  de  revolución,  calcular  el  volumen 
de[cono  cuya  base  es  una  sección  perpendicular  a 
OByOM  =  MB. 


A)12V2n  B)  167671  C)  ^73ti 

o 

D)  1876ti  E)  2473ti 

56.  Calcular  el  volumen  de  un  cono  recto  de  revolución 
sabiendo  que  un  punto  cualquiera  de  una  de  sus 
generatrices  dista  de  la  base  6  m,  dél  vértice  dél 
cono  5  m  y  de  la  altura  3  m. 

A)  1  87,5ti  m3  B)  1  875ti  m3  C)  1  8,75tuti3 

D)  187,57t  m3  E)  207im3 

57.  La  figura  muestra  a  un  cilindro  oblicuo  de  60  cm3 de 
capacidad,  inscrito  en  el  cono  recto  de  revolución. 
Calcular  el  volumen  de  dicho  cono. 


A)  1 20  cm3  B)  80  cm3  C)  1 60  cm3 

D)  150  cm3  E)  140  cm3 

58.  La  altura  de  un  cono  recto  se  divide  en  trés  seg- 
mentos  congruentes  por  dós  puntos,  por  dichos 
puntos  se  trazan  planos  paralelos  a  las  bases.  Cal¬ 
cular  el  volumen  de  la  parte  mayor,  si  el  volumen 
dél  cono  es  de  27  m3. 

A)  5  m3  B)  9  m3  C)  19  m3 

D) 21  m3  E) 24  m3 

59.  De  la  figura,  calcular  el  área  de  la  base  dél  cono  cir¬ 
cular  recto,  si  AB  es  diámetro  de  la  base,  VA  =  17 
y  VO  =  15 

V 

A)  64 ti 

B)  72n 

C)  56ti 

D)  96ti 

E)  120ti  A 


60.  Si  el  volumen  de  un  cono  es  el  doble  dél  área  de  su 
base,  calcular  su  altura. 

A)  3  B)  4  C)5 

D)  6  E) 9 

Calcular  el  volumen  de  un  cono  recto,  si  su  área 
lateral  es  igual  al  doble  dél  área  de  la  base  y  el 
rádió  de  la  base  midé  2. 

A)tc/3  B)  (871/3  )/3  C)  16ti/3 

D)(4ti76)/3  E)(3tc73)/2 

Calcular  el  rádió  de  la  esfera  inscrita  en  un  cono 
equilátero  de  generatriz  igual  a  6  /3 
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A)  3  B)  2  C)  2,5 

D)  3,5  E)  1 

63.  Calcular  el  volumen  de  un  tronco  de  cono  de  revo- 
lución,  sabiendo  que  la  diferencia  de  los  cubos  de 
sus  rádiós  es  81  y  que  la  generatriz  es  VTÖ veces  la 
altura. 

A)  671  B)  97i  C)  127i 

D)  157i  E)  1 871 

64.  La  superficie  totál  de  un  cono  es  200ti,  el  producto 
de  la  generatriz  y  el  rádió  es  136.  Calcular  su  volu¬ 
men. 

A)  3207t  B)  325ti  C)  350ti 

D)  370ti  E)  375ti 

65.  Calcular  el  volumen  de  un  cono  recto,  si  el  ángulo 
dél  sector  circular  que  se  obtiene  al  desarrollar  el 
área  lateral  dél  cono  es  288°  y  la  generatriz  es  10. 

A)  125ti  B)  89ti  C)  82ti 

D)  IIO71  E)  128ti 

66.  Una  cuerda  trazada  en  la  base  de  un  cono  circular 
recto  midé  8.  Si  la  distancia  de  la  cuerda  al  centro 
dél  círculo  base  es  2  y  la  altura  dél  cono  midé  4, 
calcular  la  medida  de  la  generatriz. 

A)  4  B)  5  C)  6 

D)  7  E) 8 


69.  Calcular  el  rádió  básico  de  un  cono  recto,  si  se 
sabe  que  el  perímetro  de  su  triángulo  generador  es 
40  y  su  altura  es  2  menos  que  su  generatriz. 

A)  8  B)  6  C)  7 

D)  4V2  E)  6/2 

70.  Hallar  el  volumen  de  un  cono  equilátero  en  función 
dél  rádió  V  de  la  esfera  inscrita. 

A)  nr3  B)  2nr*  C)  Zn? 

D)  Anl3  E)  5IU-3 

71.  Si  se  sabe  que  el  volumen  dél  cono  menor  es  48, 
calcular  el  volumen  dél  cono  mayor. 


A)  375/8  B)  375/4  C)  375/2 

D)  375/7  E)  375 

72.  Calcular  la  altura  de  un  cono  circular  recto,  si  se 
sabe  que  el  perímetro  dél  triángulo  generador  es 
30  y  este  volumen  es  igual  a  los  2/9  dél  producto 
entre  las  medidas  dél  rádió  de  la  base  y  el  área  totál. 

A)  8  B)  9  C)10  D)  11  E)  12 


67.  El  desarrollo  de  la  superficie  lateral  de  un  cono  de 
revolución  es  un  semicírculo  de  rádió  R  =  2.  Calcu¬ 
lar  el  volumen  dél  sólido. 

A)  £V3  B)  i/4  C) 

3  4  3 

D)  |V6  E)  |/5 


73.  La  altura  de  un  cono  recto  es  trisecada  por  dós  pla- 
nos  paralelos  a  la  base.  Calcular  el  volumen  de  la 
parte  intermedia,  si  el  volumen  dél  cono  es  27. 

A)  6  B)  7  C)  8 

D)  9  E) 10 


68.  Calcular  el  volumen  de  un  cono  de  revolución,  si  se 
sabe  que  el  desarrollo  de  la  superficie  lateral  es  un 
semicírculo  de  área  igual  a  1 871. 

A)  15ti /3  B)127iV3  0  971^3 

D)12n/3  E)3nV3 


74.  Calcular  el  área  totál  de  un  cono  de  revolución,  si  la 
generatriz  y  la  altura  se  diferencian  en  1 ,  además 
el  rádió  de  la  base  midé  5. 

A)  3Ű7i  B)  45ti  C)  60ti 

D)90ti  E)  1 207t 
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Esfera  y 
teoremas  de 
Pappus-Guldin 


Pappus  de  Alejandría  nace  en  el 
ano  290  en  Alejandría  y  muere  en 
el  ano  350.  Es  considerado  unó  de 
los  más  grandes  geómetras  grie- 
gos,  siendo  unó  de  sus  teoremas 
un  elemento  fundamental  en  el 
proyecto  de  la  geometria  moder- 
na.  No  hay  gran  conocimiento  so- 
bre  su  vida,  solo  se  sabe  que  vivió 
en  el  tiempo  dél  emperador  Theo- 
dosio  el  Mayor  y  que  vivió  toda  su 
vida  en  Alejandría.  Sus  trabajos 
los  dedicó  a  Hermodorus  (su  hijo), 

Pandrosion  y  Megathion.  Pappus 
menciona  a  un  amigo  llamado 
Hierius,  también  filósofo  y  quien 
lo  animó  a  estudiar  ciertos  problé¬ 
más  matemáticos. 

Pappus  es  autor  de  la  Colección 
Matemática,  en  la  que  se  presenta 
un  panorama  histórico  de  la  ma¬ 
temática  clásica  y  se  comentan 
los  trabajos  de  Euclides,  Arquímedes,  Apolonio,  Ptolomeo  y  otros;  también  se  incluyen  algunas 
demostraciones  alternativas  y  nuevas  proposiciones  geométricas  a  esta  obra  que  consta  de  ocho 
libros,  de  los  cuales  casi  todos  se  conservan  excepto  el  primero  y  parte  dél  segundo.  Est os  libros 
contienen  una  serie  de  problémás  que  introducen  nociones  geométricas  importantes.  como  el 
foco  de  una  parábola  o  la  directriz  de  una  cónica,  y  los  enunciados  de  muchos  teoremas,  entre 
ellos  el  que  expresa  la  superficie  y  el  volumen  de  las  figurás  de  revolución.  En  geometria,  se  le 
atribuyen  varios  teoremas,  conocidos  todos  con  el  nombre  genérico  de  «teorema  de  Pappus». 

Fuente:  Wikipedia 
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<4  ÁREA  DE  VA  ESFERA 


<4  ZÓNA  ESFÉRICA 


La  superficie  de  la  esfera  es  el  lugar  geométrico 
de  los  puntos  que  equidistan  de  otro  punto  llamado 
centro. 

Teoremas: 

1 .  El  área  engendrada  por  un  segmento  de  recta  AB 
que  gira  alrededor  de  un  eje,  situado  en  el  mis- 
mo  piano,  sin  cortarse,  es  igual  al  producto  de  la 
proyección  EF  dél  segmento  sobre  el  eje,  por  la 
longitud  de  circunferencia  que  tiene  por  rádió  la 
porción  de  mediatriz  dél  segmento,  intersecada 
por  el  eje. 

AB  y  xy  estén  situados  en  un  mismo  piano. 

Sea: 

Sa§:  área  generada  por  la  rotá¬ 
ción  de  AB 

EF:  proyección  de  AB  sobre  xy. 
ML:  mediatriz  de  AB. 

Luego: 

Sáb  =  Sí:  (tronco  de  cono) 

Sáb  =  ti(AE+BF)AB  =  2ti(MN)(AB) 

Como:  AMNL~  AAHB  (AH  =  EF) 

5$}  =  -  (MN)(AB)  =  (ML)(EF) 

•••  Srb  =  2^(ML)(EF) 


2.  El  área  engendrada  por  una  poligonal  regular  que 
gira  alrededor  de  un  eje  situado  en  el  mismo  piano, 
que  pasa  por  el  centro  sin  cortarla,  es  igual  al  pro¬ 
ducto  de  la  longitud  de  la  circunferencia  que  tiene 
por  rádió  la  apotema  de  la  poligonal,  por  la  pro¬ 
yección  de  la  poligonal  sobre  el  eje.  (Teorema  de 
Arquímedes) 

SABCD:  área  generada  por  la  rotáción  de  la  poligo¬ 
nal  ABCD 


Sabcd  —  SAB  +  SBC  +  SCD 

Sabcd  =  2*(ap)(EL)  +  2*(ap)(U)  +  2H(ap)(JF) 

Sabcd  =  27i(ap)(EL  +  LJ  +  JF) 

Sabcd  =  2ji(ap)(EF) 


Es  la  porción  de  superficie  esférica  limitada  por  dós  pla- 
nos  paralelos.  Los  planos  determinan  dós  circunferen- 
cias  que  són  las  bases  de  la  zóna,  la  distancia  entre  los 
planos  es  la  altura  de  la  zóna. 


Teoremas: 

1 .  El  área  de  una  zóna  es  igual  al  producto  de  la  cir- 
cunferencia  máxima,  por  la  altura  de  la  zóna. 


La  zóna  se  puede  considerar  generada  por  la  rotá¬ 
ción  dél  arco  AB  alrededor  dél  diámetro. 

Si  en  el  arco  AB  se  inseribe  una  poligonal  regular 
cuyo  número  de  lados  aumenta  indefinidamente, 
entonces:  ap  ->  R 
De  acuerdo  al  teorema  anterior: 

Sáb  =  S20na  =  2nRh 


2. 


El  área  de  una  esfera  es  igual  al  producto  de  la 
circunferencia  máxima  por  el  diámetro. 

En  efecto,  la  superficie  de  la  esfera  se  puede 
considerar  generada  por  la  rotáción  de  una  se- 
micircunferencia  que  gira  alrededor  de  su  diá¬ 
metro. 


Como:  h  =  2R 


Sesf  =  2nR(2R)  =* 


Sesf.  =  4tiR2 


<4  HUSO  ESFÉRICO 

Es  la  porción  de  superficie  de  la  esfera,  comprendi- 
da  entre  dós  semicircunferencias  máximas  que  tienen 
un  diámetro  común.  Si  la  semicircunferencia  EAF  gira 
360°  alrededor  de  EF,  se  genera  la  superficie  de  la 
esfera. 
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<4  VOLUMEN  DE  iA  ESFERA 


Teoremas: 

1 .  El  volumen  dél  sólido  engendrado  por  un  triángulo 
que  gira  alrededor  de  un  eje  que  pasa  por  un  vér- 
tice,  sin  cortar  el  triángulo  y  situado  en  el  mismo 
piano,  es  igual  a  la  tercera  parte  dél  producto  dél 
área  generada  por  el  lado  opuesto  al  vértice  situa¬ 
do  sobre  el  eje,  por  la  altura  relativa  a  este  lado. 


1.er  caso:  el  eje  xy  se  confunde  con  unó  de  los  la- 
dos.  El  volumen  generado  por  el  triángulo  ABC,  es 
la  suma  de  los  volúmenes  de  los  conos  de  revolu- 
ción  generados  por  los  triángulos  rectángulos  ADB 
y  BDC. 


Sea  volumen  generado  por  el  AABC 


V^c  =  |*(BD)2(AD)  +  I*(BD)(DC) 

V*abc  =  j*(BD)2(AD  +  DC)  =  1k(BD)2(AC) 
Pero:  2SABC  =  (AC)(BD)  =  (BC)h 
V^abc  =  ^(BD)(BC)(h) 


Como:  n  (BD)(BC)  —  SL(cono)  —  SBC 


Luego: 


VAABc=  ^(Sic)(h) 


2.°  caso:  el  triángulo  solo  tiene  un  vértice  común 
con  el  eje. 


Prolongado  BC  hasta  D  sobre  xy. 

VaaBC  =  VaABC  “  ^AACD 

Vaabc  =  |(Ssc)(h)  -  i(Scö)(h) 

^AABC  =  g(S§C  — 

Vaabc  =  |(Sic)(h) 


2.  El  volumen  engendrado  por  un  sector  poligonal  re- 
gular  que  gira  alrededor  de  un  eje  que  pasa  por  el 
centro,  sin  cortarlo,  es  igual  a  la  tercera  parte  dél 
producto  dél  área  generada  por  la  poligonal  regu- 
lar,  por  la  apotema  (h). 

Sea: 

Yabcdo:  volumen  generado  por  el  sector  poligonal 
regular  ABCDO. 

YaBCDO  =  Vaaob  +  VABOC  +  VACOD 

vAbcdo= ^(ScoXh) 

VaBCDO  =  ^  (®ÁB  +  Sbc  +  SCD)h 
Vabcdo  =  ^  (SABCC)(h) 


<4  SECTOR  ESFÉRICO 

Es  el  volumen  engendrado  por  un  sector  circular  que 
gira  alrededor  de  un  diámetro  situado  en  el  mismo  pia¬ 
no  y  que  no  lo  corta. 


Teoremas: 

1 .  El  volumen  de  un  sector  esférico  es  igual  a  la  ter¬ 
cera  parte  dél  producto  dél  área  de  la  zóna  corres- 
pondiente,  por  el  rádió  de  la  esfera. 

Si  a  la  poligonal  inscrita  en  el  arco  AB  se  aumenta 
indefinidamente  su  número  de  lados:  ap  ->  R 


Vsec,  =  |nR2h 
esf. 


2.  El  volumen  de  la  esfera  es  igual  a  la  tercera  parte 
de  su  área  por  el  rádió. 

El  volumen  de  la  esfera  es  igual  al  volumen  de 
un  sector  esférico  engendrado  por  la  rotáción  de 
un  semicírculo  que  gira  alrededor  dél  diámetro: 
h  =  2R. 

ves,  =  §nR2(2R)  - 


<4  CUNA  ESFÉRICA 

Es  la  porción  de  volumen  de  la  esfera  limitada  por  dós 
semicírculos  máximos  que  tienen  el  mismo  diámetro. 

Si  el  semicírculo  EAF  gira  360°  alrededor  de  EF,  se  en- 
gendra  el  volumen  de  la  esfera. 
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<♦  ANILLO  ESFÉRICO 

Es  el  sólido  generado  por  la  rotáción  de  un  segmento 
circular  que  gira  alrededor  de  un  diámetro  exteriőr. 


Teorema 

El  volumen  de  un  anillo  esférico  es  igual  a  la  sexta  parte 
dél  volumen  de  un  cilindro  que  tiene  por  rádió  la  cuerda 
dél  segmento  y  por  altura  la  proyección  de  esta  cuerda 
sobre  el  diámetro. 


El  volumen  dél  anillo  es  igual  a  la  diferencia  dél  volu¬ 
men  dél  sector  esférico  OBMA  menos  el  volumen  gene¬ 
rado  por  el  triángulo  AOB. 


Val*  =  f  nR2h  -  1Sjb(OL) 

Vanl„o  =  f  *R2h  -  ±(2n)(OL)(h)(OL) 

Vanl„„  =  §*h[R2  -  (OL)2 

v  _  2  J(AB)21 
''anillo  -  - 4 - J 


]  =  |7ih(AL)2 


V,„ill0  =  |n(AB)2(h) 


<4  SEGMENTO  ESFÉRICO 

Es  la  porción  de  volumen  de  la  esfera  comprendida  en- 
tre  dós  planos  paralelos. 

Teorema 

El  volumen  de  un  segmento  esférico  es  igual  al  volu¬ 
men  de  una  esfera  que  tiene  por  diámetro  la  altura  dél 
segmento,  más  el  volumen  de  un  cilindro  de  igual  altu¬ 
ra  y  que  tiene  por  base  la  semisuma  de  las  bases  dél 
segmento. 

El  volumen  dél  segmento  esférico,  es  igual  al  volumen 
dél  anillo  AMB,  más  el  volumen  dél  tronco  de  cono  ge¬ 
nerado  por  el  trapecio  AEFB. 


Vseses,  =  (AB)2h  +  f(a2  +  b2  +  ab) 

Vsagest  =  f-lh2  +  (a  -  b)2]h  +  ^(a2  +  b2  +  ab) 

VsegeS,  =  +  -f  (3a2  +  3b2) 

Fórmula  dél  seg. 
esférico  de  2  bases 


Si  el  segmento  esférico  tiene  una  base: 

V  =  ^Jth3  +  v  V  =  Í7ih2(3R  -  h) 


<4  TEOREMAS  DE  PAPPLJS-GULDIN 

1 .  El  área  generada  por  una  figura  que  gira  alrededor 
de  un  eje  coplanario  y  exteriőr,  es  igual  al  producto 
de  la  longitud  o  perímetro  de  la  figura,  por  la  longi- 
tud  de  la  circunferencia  que  describe  su  centro  de 
gravedad. 


C:  perímetro  de  la  figura  que  va  a  girar. 

S:  área  generada  por  la  rotáción  de  la  figura  C. 
X:  distancia  dél  centro  de  gravedad  de  C,  al  eje. 

S  =  2tiCX 


2.  El  volumen  engendrado  por  la  rotáción  de  una  figu¬ 
ra  que  gira  alrededor  de  un  eje  coplanar  y  exteriőr, 
es  igual  al  producto  dél  área  de  la  figura,  por  la  lon¬ 
gitud  de  la  circunferencia  que  describe  su  centro 
de  gravedad. 


Resolución: 


Geometría  ■  653 


Sea:  A:  área  de  la  figura  que  va  a  girar. 

V:  volumen  obtenido  por  la  rotáción  de  A. 

X:  distancia  dél  centro  de  gravedad  de  A,  al  eje. 

V  =  2ttAX 


Ejemplos: 

1.  En  una  esfera  de  rádió  R,  una  zóna  esférica  de  al¬ 
tura  R/4,  es  equivalente  a  un  huso.  Hallar  el  ángulo 
correspondiente  al  huso. 

Resolución: 


Se  tiene: 


Áreas  equivalentes,  quiere  decir  que  són  iguales: 
Por  enunciado:  Shuso  =  Szona 


u»^  (#)«»- ¥ 


a  =  45° 


2.  Hallar  el  volumen,  en  m3,  de  un  segmento  esférico 
de  una  base,  cuyo  casquete  tiene  área  40ti  m2  y  el 
rádió  de  la  esfera  midé  10  m. 

Resolución: 

Sea  la  figura: 

H 


Por  dato:  S^  =  40tt 

Es  decir:  2tiR(HM)  =  40ti 

Sustituyendo  el  valor  de  R  y  despejando  HM: 

HM  =  2;  entonces: 

V**,  „s,  =  §*R2(HM)  =  §n(102)(2) 

Vseg  esf  =  400(|)  m3 

3.  En  una  circunferencia  de  rádió  R  =  2/3  cm,  se 
tiene  una  cuerda  AB,  siendo  m  AB  =  1 20°.  Hallar  el 
volumen  dél  anillo  esférico  que  se  obtiene  al  girar 
360°,  el  segmento  circularAB,  alrededor  de  un  eje 
diametral  paralelo  a  AB. 


R  =  2/3 

AAMO:  mZAOM  =  60° 

=»  AM  =  ^V3  =>  AM  =  =  3 


Luego:  h  =  6,  ya  que  EF  //AB 


El  volumen: 
vanllto  =  l(*)(AB)2(h) 
•••  Vanillo  =  36ti  cm3 


Va*  =  i"(62)(6) 


4.  La  figura  muestra  una  esfera  inscrita  en  un  octavo 
de  esfera  de  rádió  R.  Hallar  el  rádió  de  la  esfera. 


Resolución: 

Sea  M,  el  centro  de  la  esfera. 


a  * 


S,  es  el  punto  de  tangencia  de  ambas  superficies 
esféricas. 

E,  G  y  H,  són  puntos  de  tangencia,  de  la  superficie 
esférica,  con  los  planos  BOC,  AOB  y  AOC,  respec- 
tivamente. 

OM  es  diagonal  dél  cubo  formado,  cuya  arista  tiene 
longitud  igual  al  rádió  x  de  la  esfera. 

En  el  piano  AOW;  OS  =  R  y  MS  =  x 
Pero,  para  el  cubo:  OM  =  x/3 
Entonces:  OM  +  MS  =  OS 
xV3  +  x  =  R  =>  x  =  5.(^3  _  i) 

5.  Hallar  el  área  de  la  superficie  dél  sólido  que  se  ge- 
nera  al  girar  la  figura^sombreada  alrededor  dél  eje 
diametral  CD,  si  mBC  =  120°  y  r  =  dato. 
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Resolución: 

Se  hacen  los  trazos  que  a  continuación  se  indican: 
S§c:  área  dél  casquete  que  genera  BC. 

S§5:  área  de  la  superficie  lateral  cónica  que  genera  BC. 

La  superficie  pedida  seré: 

Stotal  =  S§c  +  S(3c 

Es  decir: 

Stotal  =  2ti(CH)  +  ti(BH)(BC) 

Swtt,  =  2jtr(|l)+n(^y3)(rV3) 

C  _  9  J2. 

°total  —  2  7lí 

6.  Se  tienen  dós  esferas  concéntricas;  se  traza  un 
piano  secante  a  la  esfera  mayor  y  tangente  a  la 
esfera  menor,  determinando  un  círculo  de  16*  m2. 
Calcular  el  área  dél  casquete  menor  formado  en  la 
esfera  mayor,  sabiendo  que  el  rádió  de  la  esfera 
menor  es  3  m. 


Resolución: 

Por  dato,  se  conoce  el  área  dél  círculo  en  el  piano 
secante: 


A  =  Tir2  =  16ti;  de  donde:  r  =  4 
EnelAOO.E:  R  =  5 
=*  h  =  R-  3  =  5-  3  =  2 

Cálculo  dél  área  dél  casquete  (AJ: 

Ax  =  (27t)(R)(h)  =  (2ti)(5)(2)  Ax  =  20*  m2 


7.  Una  cuerda  de  rádió  r  =  2  mm,  se  enrolla  fuerte- 
mente,  obteniéndose  una  esfera  de  rádió  R  =  3  cm. 
Hallar  la  longitud  de  la  cuerda,  suponiendo  que  no 
hay  espacios  libres  en  el  enrollamiento. 


Si  L,  es  la  longitud  de  la  cuerda  (forma  cilíndrica) 
se  tendrá: 

Volumen  dél  cilindro  (cuerda)  =  Volumen  de  la  esfera  (ovillo) 

=>  rtPL  =  4"R3  =>  L  =  ^ 

3  3r2 

Reemplazando  datos:  L  =  Crn^, 

3(2  mm)2 

rm3 

L  _  9  _^n_;  recordando  que:  1  cm  =  10  mm 
mm 

=»  L  =  9  —  9000  mm  L  =  9  m 

mm 

8.  P  es  un  punto  exteriőr  a  una  esfera  de  centro  O. 
Se  trazan  todas  las  rectas  tangentes  a  la  superfi¬ 
cie  esférica,  desde  P,  formándose  un  cono  equilá- 
tero,  cuya  base  es  un  círculo  menor  de  la  esfera. 
Hallar  la  reláción  de  volúmenes  dél  cono  a  la  es¬ 
fera. 


Resolución: 

Por  ser  el  cono  equilátero:  AAPB 
Sea  R:  rádió  de  la  esfera. 


AOMB  =>  MB  =  ^V3 
APMB  =>  PM  =  (MB)-/3 
=>  PM  =  (|V3)73  =  |R 
Luego: 

Vcono  (MB)2(P 


!*r3 


vcono 

VL. 


(») 


4R3 


4R 


_9_ 

32 


9.  Se  funde  una  bola  de  plomo  de  rádió  8  cm  para 
obtener  luego  bolitas  dél  mismo  matériái,  con  rádió 
1  cm  cada  una.  ^Cuántas  bolitas,  como  máximo, 
se  obtendrán? 


Resolución: 

Sean  “n”  bolitas 

Como  los  volúmenes,  de  la  esfera  original  y  la 
suma  de  las  pequenas,  deben  ser  iguales: 


Reemplazando  datos: 

(8  cm)3 
n  ”  "(ícmf 


.-.  n  =  512 
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10.  En  la  figura:  AB  =  30°  y  §C  =  90° 

Hallar  el  área  de  la  superficie  que  genera  el  perí- 
metro  de  la  región  sombreada,  al  girar  una  vuelta, 
alrededor  dél  diámetro  CD. 


Resolución: 

AB,  genera  una  zóna  esférica. 

BC  y  AC,  generan  superficies  cónicas. 


Se  observa  que  BC  es  lado  dél  cuadrado  y  AC  lado 
dél  triángulo  equilátero,  inscritos. 

BC  =  L4  =>  BC  =  R/2 
AC  =  L3  =>  AC  =  R/3 

También  se  observa  que: 

OB  =  R;AH  =  Bii;  HC  =  |RyOH=|- 
Luego:  Sjc  =  *(AH)(AC)  =  |*R2 
Sgö  =  *(OB)(BC)  =  R2/2 

S20(la  =  Sra  =  2*R(OH)  =  2*r(|)  =*  Sáb  =  *R2 

Área  totál  de  la  superficie  generada: 

Sx  =  SÁC  +  Sgc  +  S  £§ 

Sustituyendo  valores  hallados: 

S„=  |*R2  +  *R2/2  +  *R2  S„  =  -5^(5  +  2/2) 

11.  Dos  planos  paralelos,  distantes  14  cm,  determinan 
sobre  una  esfera,  círculos  de  áreas  225 n  cm2  y 
25371  cm2,  respectivamente.  Hallar  el  volumen  de 
la  esfera,  sabiendo  que  los  anteriores  planos  están 
a  ambos  lados  dél  centro. 

Resolución: 

R:  rádió  de  la  esfera. 

Para  los  círculos: 
na2  =  225*  =>  a2  =  225  1  j 

*b2  =  253*  =>  b2  =  253 

Con  el  teorema  de  Pitágoras: 

AOME:  R2  =  a2  +  y2  ...(I) 

AOHF:  R2  =  b2  +  (14  -  y)2  ...(II) 


Restando  miembro  a  miembro: 
o  =  a2  +  y2  -  b2  -  (14  -  y)2 
0  =  225  +  y2  -  253  -  (14  -  y)2 

De  donde:  y  =  8 
Reemplazando  en  (I): 

R2  =  a2  +  y2  =  225  +  64  =>  R  =  17 

•  \/  —  4  d3  _  4913  _m3 

•  •  ''est  3  rcH  3  n  cm 

12.  Hallar  el  rádió  de  una  esfera  en  la  cual,  dós  cír¬ 
culos  menores  están  contenidos  en  planos  que 
formán  un  diedro  de  120°  y  cuyas  circunferencias 
tienen  un  punto  común.  Las  áreas  de  los  círculos 
anteriores,  són  97t  cm2  y  16ti  cm2. 

Resolución: 

Consideremos  el  gráfico:  mZABC  =  120° 


Para  hallar  los  rádiós  de  los  círculos  menores. 

=  16*  =>  AB  =  8 

También:  n(^p)2  =  9*  =>  BC  =  6 
En  ABHC: 

BH  =  ^P  =  |=  3aHC  =  |^p)(/3)  =  3/3 

En  AAHC:  AH  =  AB  +  BH  =  8  +  3  =  11 

=>  (AC f  =  (AH f  +  (HCf  =  II2  +  (3/3  J2  =»  AC  =  2/37 

=>  QC  =  /37  =  ^/3  .-.  R  =  |/T11 

13.  Hallar  el  volumen  dél  segmento  esférico  de  una 
base,  en  una  esfera,  cuya  superficie  tiene  área 
3671  m2.  El  área  de  la  superficie  totál  dél  segmento, 
es  11  ti  m2. 

Resolución: 


El  volumen  dél  segmento: 

Vseses,  =  ^*h2(3R  -  h)  ...(I) 

Para  la  superficie  esférica:  47iR2  =  367i  =>  R  =  3 
La  base  dél  segmento,  tiene  área:  7ta2  y  el  casque- 
te:  27iRh 
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Por  dato:  na2  +  2rtRh  =  11ji 
a2  +  6h  =  11  ...(II) 

En  el  AAMO: 

(AM)2  +  (OM)2  =  (OA)2 
a2  +  (R  -  h)2  =  R2 
a2  +  (3  -  h)  =  9  ...(III) 

Restando  (II)  -  (III): 

6h  -  (3  -  h)2  =  2 

h2  -  12h  +  11  =  0  =*  h  =  1 


Finalmente,  en  (I): 

Vs^es.  =  jn(1)(3  x  3  -  1)  •  V^,  =  |7t  m3 

14.  En  un  recipiente  que  tiene  la  forma  de  un  cilindro 
circular  recto  de  altura  igual  al  rádió,  se  deposita 
aréna,  adoptando  esta,  la  forma  de  una  semies- 
fera  cuyo  círculo  máximo  coincide  con  la  base  dél 
cilindro  igual  al  rádió  de  su  base.  <j,Qué  fracción  dél 
volumen  dél  recipiente  no  esté  ocupado? 

Resolución: 

Con  el  gráfico  adjunto,  el  volumen  Vx  desocupado 
seré: 


Vx  ^cilindro  ^semiesfera 


Siendo:  Valindro  =  jti^h  =  rcPr 

Vdlindro  =  nf3  •••00 

^semiesfera  =  |«*  ("I) 


Con  (II)  y  (III),  en  (I):  V„  =  nr3  -  ^irr3 
•••  V,  =  -Inr3  =  i(VciMro) 

15.  Un  piano  R  que  pasa  por  una  recta  tangente  en  A, 
a  una  circunferencia  máxima  de  una  semiesfera, 
forma  15°  con  el  piano  P  que  contiene  dicho  círcu¬ 
lo.  Calcular  la  reláción  entre  las  áreas  dél  casquete 
y  la  zóna  esférica  determinadas  en  la  semiesfera 
por  un  piano  Q  que  pasa  paralelo  al  piano  P  por  el 
extremo  B  dél  diámetro  AB  en  el  círculo  determina- 
do  por  el  piano  R  en  la  semiesfera. 

Resolución: 

Sea  la  figura;  llamando  4r  al  diámetro: 


En  el  AABC  (15°;  75°):  BH  =  Ap. 

=  r 

Área  dél  casquete: 

A,  =  [2it(2r)]{EF)  =>  A,  =  4nr(r) 

...(1) 

Área  de  la  zóna: 

A2  =  [2;t(2r)](OE)  =»  A2  =  4nr(r) 

...(2) 

Luego,  (1)  +  (2):  £-1 

3 


PROBLÉMÁS 


RESUELTOS 


1.  Hallar  el  volumen  dél  sólido  engendrado  al  girar 
el  hexágono  regular  ABCDEF,  360°  alrededor  dél 
eje  CD. 


El  volumen  pedido,  según  el  teorema  de  Pappus: 
V  =  (Aabcdef)(2ti)(x) 

Donde: 

x:  distancia  dél  centro  O,  al  eje 
x:  apotema  dél  hexágono. 


Recordando  que,  la  apotema  midé:  -|/3 

V=(!a2V3)(2K)(fV3)  V=|na3 

2.  El  lado  de  un  cuadrado  ABCD  midé  10.  Hallar  el 
volumen  dél  sólido  engendrado  al  girar  el  cuadra¬ 
do,  una  vuelta,  alrededor  de  un  eje  coplanar  que 
pasa  por  el  punto  D,  haciendo  un  ángulo  de  8°  con 
CD,  exteriormente  al  cuadrilátero. 

Resolución: 

ABCD:  BD  =  10/2 

OD=  ^  =  572 

AODH:  mZHDO  =  53° 

=>  OH  =  4/2 
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Por  teorema  de  Pappus: 

V  =  2ti(OH)(AD2)  =>  V  =  2ti(4/2)(102) 

V  =  80071^2 

3.  Hallar  la  reláción  de  volúmenes  de  los  sólidos  ge- 
nerados  al  girar  las  regiones  MBN  y  AMNC,  alrede- 
dor  dél  eje  MN,  si  AM  =  MB  y  BN  =  NC. 


Resolución: 


Sean:  VMBN  volumen  que  genera  MBN 

VAMNC  volumen  que  genera  AMNC 

Xi;  x2  y  x3:  distancias  de  los  centros  de  gravedad  de 

las  regiones  triangulares  MBN,  MNC  y  AMC,  al  eje 

de  giro. 

Por  propiedad  dél  baricentro  para  cada  región,  es 
fácil  deducir,  que: 


Además,  la  altura  dél  triángulo  ABC  es  el  doble 
triángulo  MAC,  pero  tienen  la  misma  base,  lueg 

S_  SaBC  a  q  _  q  _  SABC 

AMC - 2  A  °MBN  ~  °MNC - ^ 

Aplicando  el  teorema  de  Pappus-Guldin: 

Vmbn  =  S„BN(2jt)(x,)  «  VMBN  =  %^(2n|) 


^mbn 

Vamnc 

VAmnc 


—  ‘gdSABc 

=  VAMC  +  VMNC 


V„BN  = 
...(1) 


-(¥Hfd )+(¥H) 


W  =  f  n(d)(SABC)  ...(2) 

Se  pide:  ,  relacionando  (1)  h-  (2): 

Vamnc 


Vamnc 

.  Vmbn  _  _1_ 
Vamnc  5 


4.  Usando  el  teorema  de  Pappus-Guldin,  deducir  la 
posición  dél  centro  de  gravedad  de: 


I.  Una  semicircunferencia. 

II.  Un  semicírculo 

III.  Un  cuarto  de  circunferencia 

IV.  Un  cuarto  de  círculo 


Resolución: 

I.  Sea  ACB,  una  semicircunferencia  de  centro  O  y 
rádió  “r”. 

Al  girar  ACB,  360°  alrededor  dél  eje  AB,  se  ge¬ 
nera  la  superficie  esférica,  cuya  área  es: 

SáIc  =  (iongitud  de  ÁBC)(27i)(OG) 

Siendo  G,  el  centro  de  gravedad  dél  arco. 

Así:  4;ir2  =  (7cr)(27t)(OG) 

De  donde:  OG  =  — 

n 

II.  Si  G,  es  centro  de  gravedad  dél  semicírculo;  su 
giro  alrededor  dél  eje  AB,  determina  una  esfera. 
Según  Pappus: 


Vgenerado  (AsemiCireí,io)(2it)(OG) 

Reemplazando  sus  equivalentes: 
fnr3  =  (?f)(2n)(OG) 

De  donde:  OG  = 

3  71 

III.  Sea  AB  un  cuarto  de  circunferencia,  de  centro 
O  y  rádió  r.  G,  es  el  punto  que  indica  la  posición 
de  su  centro  de  gravedad. 

Al  girar  AB,  360°  alrededor  dél  eje  OB,  se  gene¬ 
ra  média  superficie  esférica.  Según  el  teorema 
de  Pappus. 


A 


Sfö  =  (Iongitud  de  AB)(27i)(y) 
Reemplazando  equivalentes: 

tHtMtt) 

De  donde:  OG  =  y  = 
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IV.  Al  girat^e[  cuarto  de  círculo  AOB,  360°  alrede- 
dor  de  OB,  el  volumen  generado  corresponde  a 
média  esfera. 


Por  Pappus: 

Vgenerado  =  (área  dél  cuarto  de  círculo)(27i)(GH) 
Reemplazando  sus  equivalentes: 

§ ^  =  (^)(2n)(GH) 


GH  = 


4r 

371 


5. 


En  un  tetraedro  regular  de  arista  “a”,  se  traza  una 
esfera  tangente  a  sus  aristas.  Hallar  el  área  de  la 
superficie  esférica. 

Resolución: 

Por  Menelao: 

(n)(x)(2n)  =  (2n)(y)(3n) 

=>  x  =  3y 

Pero:  x  +  y  = 

3y  +  y  =  y  = 

Por  Pitágoras: 

+  8 

Luego;  el  área  de  la  superficie  esférica  es: 

s  =  4„(s!)  ,.s- 


71a 

2 


6.  En  un  octaedro  regular  cuya  arista  midé  L,  se  ins¬ 
eribe  una  esfera,  hallar  el  área  de  la  superficie  es¬ 
férica  inserita. 

Resolución: 


El  área  de  la  superficie  inserita  es: 


1  =  471 1 


Uö]2  .  s  =  2n\3 


6  / 


2jú3 
3 


7. 


El  lado  de  un  rombo  midé  “a”;  una  superficie  esfé¬ 
rica  de  rádió  R  es  tangente  a  todos  los  lados  dél 
rombo.  La  distancia  desde  el  centro  de  la  esfera  al 


8. 


9. 


piano  dél  rombo  es  igual  a  “d”.  Calcular  el  área  de 
la  región  limitada  por  el  rombo. 

Resolución: 

o 

B 


Área  dél  rombo: 

S  =  2mn  ...(1) 

kOHM:  x  =  (r2  -  d2  ...(2) 

kAHD:  mn  =  xa  ...(3) 

De:  (1);  (2)  y  (3):  S  =  2(a)#?2-d2 
S  =  2a^R2-d2 

En  un  hexaedro  regular  de  arista  “a”  se  inseriben 
ocho  esferas  congruentes  de  rádiós  a/4.  Hallar  el 
rádió  de  una  esfera  interior  al  hexaedro  y  tangente 
a  las  esferas. 


Resolución: 

Por  Pitágoras: 

Efectuando:  x  =  -|(^3  -  1) 


V+a 

f:V* 

L- . 

Una  superficie  esférica  es  tangente  con  las  aristas 
de  un  hexaedro  regular,  hallar  en  que  reláción  se 
eneuentran  las  áreas  totales. 

Resolución: 


R:  rádió  de  la  esfera  tangente  con  las  aristas  dél  cubo. 
kOHM:  R  =  a/2 

6(2a  1  .  3 

4n(a(2f  ' '  * 


Se  pide  hallar:  x 


10.  Una  pirámide  regular  cuadrangular  tiene  dós  aris¬ 
tas  laterales  opuestas  formando  un  ángulo  recto  y 
g/ö 

su  volumen  es  -^=-.  Si  esta  pirámide  está  inserita 
en  un  casquete  esférico  con  su  base  inserita  en  la 
base  dél  casquete,  hallar  el  área  dél  casquete. 

Resolución: 


VP  = 


ACe  — 


-mh 

9(2 


R  = 


3V2 

2 


f -  =  tj4kR2 
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Ace  =  9rc 


11.  Dos  círculos  máximos  determinan  al  intersecarse 
un  ángulo  diedro  que  midé  60°  y  una  cuna  esférica 

de  de  área  totál,  hallar  la  longitud  dél  rádió 
de  la  esfera. 


Resolución: 


=>  nR2  tiR2  7iR260  _  500ti 

2  2  90  4 

=>  R  =  5/3 


12.  Un  cono  recto  esté  circunscrito  a  una  esfera  cuyo 
rádió  midé  R.  Hallar  la  longitud  de  la  altura  dél  cono 
que  tiene  el  volumen  mínimo. 

Resolución: 


h 


V  =  V  =  —  TTa2h-  —  = - — - 

vcono  vx  q  ;ta  "•  k  / — ö - 

3  h  Jh2  -  2hR 

v  -'/-I-  hR2h2  _  1  p2  h2 

x  3n(h2 -  2hR)  3"  (h  -  2R) 


cia  dél  centro  de  la  esfera  al  piano  secante  es  4, 
hallar  el  valor  de  R. 


Resolución: 

Sabemos: 

S  =  9n  =  Tir2 
=>  r  =  3 
Por  Pitágoras: 
R2  =  32  +  42 


15.  Hallar  el  volumen  dél  segmento  esférico  de  una 
sola  base,  si  el  área  dél  casquete  esférico  corres- 
pondiente  es  cuatro  veces  el  área  de  la  base,  si  el 
rádió  de  la  esfera  midé  4/3  . 


Resolución: 


AcE  =  4B  =>  2jiRh  =  4na2 
RM:  a2  =  h(2R  -  h) 

=>  27iRh  =  4jih(2R  -  h) 

-  h  =  |R 

=>  h  =  6/3  A  a  =  6 

VSE=i(6/3)3  +  n^6Í3 


.-.  VSE  =  21  6h/3 


16.  En  un  triángulo  ABC  se  traza  la  altura  BH,  siendo 
BH  =  3  y  AC  =  4.  Si  la  región  triangular  ABC  gira 
alrededor  de  AC,  hallar  el  volumen  dél  sólido  ge- 
nerado. 

Resolución: 


Piden:  VSG{A<VBC)  =  Vx  =  2nxA 
x  =  0 ±0-±3  =,  x=  1 

A  =  =»  A  =  6 

Vx  =  2n(1)(6)  Vx=12ji 


h  =  4R 


13.  Un  hexaedro  regular  de  lado  4  m  está  inscrito  en 
una  esfera.  Determinar  el  volumen  de  la  esfera. 

Resolución: 

El  diámetro  de  la  esfera  circunscrita  a  un  cubo  de 
arista  L  es  L/3  =  2R. 

=>  2R  =  4/3  =>  R  =  2/3 

VESF  =  |ji(2V3  )3  Vesf  =  32ti/3 

14.  Al  trazar  un  piano  secante  a  una  esfera  de  rádió  R, 
se  determina  una  sección  de  área  9h,  sí  la  distan- 


17.  El  volumen  dél  sólido  generado  al  girar  el  sector 
(AOB)  una  vuelta  alrededor  de  L1  es  cuatro  veces 
el  volumen  dél  sólido  generado  por  el  segmento 
circular  EF  al  girar  una  vuelta  alrededor  de  L2.  El 
valor  de  a. 
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Resolución: 


Piden  a;  dato:  VSE  =  4VAE 

=*  §*R2H  =  4(|)(7t)(EFf(H)  -  EF  =  R 

AEOF:  equilátero  a  =  60° 

18.  Una  región  hexagonal  regular  de  lado  “a”,  gira  al- 
rededor  de  un  lado.  Calcular  el  volumen  dél  sólido 
generado. 

Resolución: 


19.  Si  M  y  N  es  el  área  lateral  y  el  área  de  la  base  de  un 
cono  de  revolución,  entonces  el  rádió  de  la  esfera 
inscrita  en  el  cono  recto  de  revolución  midé: 

Resolución: 


N  =  7i  R2  ...(2) 

De(1)y(2):g  =  M1/X  A  R=N^ 


.  (2R)(h)  . 

Vbc  =  pr  =>  2  =  (9  +  R)r 

IN(M-N) 

"  r  ~  'V  n(M  +  N) 


20.  En  una  esfera  de  rádió  R  se  inseribe  un  cono 
circular  recto  de  mayor  volumen.  Hallar  dicho  vo¬ 
lumen. 


Resolución: 

l 


Piden:  ...máx 

V„  =  ijia2h;  RM:  a2  =  h(2R  -  h) 

Vx  =  ^*(h)(h)(2R  -  h)  =  i(2Rh2  -  h3)  ...(1) 

f(h)  =  2Rh2  -  h3  =>  =  0  =  4Rh  -  3h2 

-  h  =  |R;  en  (1):  V,=  |jÍR3 

21 .  En  una  esfera  de  rádió  R,  se  inseribe  un  cilindro  de  re¬ 
volución  de  mayor  volumen.  Hallar  sus  dimensiones. 

Resolución: 


Piden:  a,  h  cuando  V*,  es  máximo 
V*  =  7ia2h  =»  4R2  =  4a2  +  h2  ...(1) 

*  Vdl  =  ”h(4R^~  h2)  =  |(4R2h  -  h3) 

f(h)  =  4R2h  -  h3  =>  =  0  =  4R2  -  3h2 

-*  h=  MRien(1):  a  =  M 

22.  En  un  semicírculo  cte  diámetro  MN^  se  traza  una 
cuerda  AB,  tál  que  AB  //  MN  y  mAB  =  120°;  si  el 
volumen  de  una  esfera  con  rádió  igual  al  dél  semi¬ 
círculo  es  24/3  dm3.  Calcular  el  volumen  (en  dm3) 
dél  sólido  que  genera  el  segmento  circular  AB,  al- 
rededor  dél  diámetro  MN. 


Dato:  |7tR3  =  24/3  =>  jiR3  =  18/3 

VAB  =  in(AB)2(A'B')  =  |Ur3  .-.  VAB  =  27 
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23.  Una  esfera  esté  inscrita  en  un  cono  equilátero  de  al¬ 
tura  “h".  Calcular  el  volumen  dél  segmento  esférico 
de  una  base  determinado  por  la  circunferencia  de 
tangencia  y  el  casquete  tangente  a  la  base  dél  cono. 

Resolución: 


h 


24.  El  área  de  la  base  de  una  pirámide  cuadrangular 
es  16  y  su  apotema  midé  2/3  .  Hallar  el  área  de  la 
superficie  totál  de  la  semiesfera  inscrita  en  dicha 
pirámide,  donde  el  círculo  máximo  está  contenido 
en  la  base  de  la  pirámide. 

Resolución: 


h2  =  (2/3 f  -  22  =>  h  =  2/2 
kRM:  2(h)  =  2/3  (R)  =>  R  =  -2ÍÍ 
Atot  semiesf  =  ASE  +  A0  =  2rtR2  +  ItR2 
A*,*™*,  =  3n(^)2=  8n 


26.  En  un  trapecio  isósceles,  ángulo  agudo  midé  45°  y 
las  longitudes  de  los  lados  laterales  són  iguales  a 
la  longitud  de  la  base  menor,  y  gira  alrededor  dél 
lado  lateral.  Si  la  longitud  dél  lado  lateral  dél  trape¬ 
cio  es  “b”,  hallar  el  volumen  dél  sólido  de  revolu- 
ción  obtenido. 

Resolución: 


VsG(AAPD)  —  271 


(„  +  0  +  b*SS)(: 


3  2 

=  £(2b  +  b/2)3  ...(2) 

0  +  0  +  b V\lb£L\ 


^SG(ABPC)  “  271 


VsG(ABPC)  “  j^(b/2  f 


H-i 


•••(3) 


(3)  y  (2)  en  (1): 

VSG(S)=  i(2b  +  b/2)3-^(b/2f 


27.  En  un  cono  de  revolución  se  inseribe  una  esfera. 
En  el  cono  2  generatrices  diametralmente  opues- 
tas  determinan  un  ángulo  que  vale  90°.  Si  el  diá- 
metro  de  la  base  midé  4/2  m,  hallar  el  área  de  la 
superficie  esférica  (en  m2). 


Resolución: 


25.  Hallar  el  área  (en  m2)  de  una  superficie  esférica 
sabiendo  que  las  áreas  de  los  círculos  menores 
paralelos  y  distantes  3  m  y  situados  a  un  mismo 
lado  dél  centro  miden  n  m2  y  16n  m2. 


Pide:  Ase  =  4tiR2 

R  + R/2  =2/2  =>  R=  2(2-/2) 

Ase  =  4w[2(2-/2)f  AsE  =  32k(3-2/2) 


Resolución: 

Por  teorema  de  Pitágoras: 

R2  =  a2  +  42 
R2  =  I2  +  (a  +  3)2 
R  =  /Í7 

Ase  =  4tiR2  =  68ti 


28.  En  una  octante  de  esfera  cuyo  rádió  midé  R  está 
inscrita  una  esfera.  Hallar  el  área  de  dicha  superfi¬ 
cie  esférica. 

I.  2(3  -  /2)R27i  II.  2(2  -  /3)R2ti 

Resolución: 

Para  todo  sólido  circunscrito  a  una  esfera  se  cumple: 
Vsoi  =  ^(Stot.XO 
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29.  Si  una  esfera  está  inscrita  en  un  cubo  y  el  área  de 
la  superficie  esférica  es  K  veces  el  área  lateral  dél 
cubo.  Calcular  K: 


30.  Una  esfera  está  inscrita  en  un  cono  equilátero  de 
área  totál  108.  Calcular  el  área  de  la  superficie  es¬ 
férica. 


Resolución: 


Dato:  108  =  2ti(RV3)(2RV3)/1)  +  n(Rl3f 
Simpliflcando:  9tiR2  =  108  =•  R2  =  — 

71 

Luego:  Aesfera  =  4nR2  =  4n(^)  .-.  Aesfera  =  48 


31.  Se  circunscribe  una  superficie  esférica  a  un  tetrae- 
dro  regular  cuya  arista  midé  “a”.  Hallar  el  volumen 
que  determina  la  superficie  esférica. 

Resolución: 


De  la  figura: 


Por  Menelao:  (n)(x)(2n)  =  (2n)(y)(3n)  =*  x  =  3y 


-  M2#)'  -  Ta 


3 

71 /6„ 


Por  Pitágoras:  x2=^-  +  ~=^x  = 


32.  Dada  la  figura,  hallar  el  volumen  generado  al  rotar 
la  superficie  sombreada  alrededor  dél  eje  yy’;  R  =  2; 
OA  =  AB  =  R. 


Resolución: 


Luego  por  teorema  de  Pappus  y  Guldin: 

V  =  2jc(x)S  =>  V  =  2ti(2)(7i)  .\  V  =  4ti2 

33.  En  un  casquete  esférico  correspondiente  a  una  su¬ 
perficie  esférica  de  rádió  8,  se  cumple  que  el  área 
de  la  base  es  igual  a  los  3/16  dél  área  de  la  su¬ 
perficie  esférica.  Hallar  la  longitud  de  la  altura  dél 
casquete. 

Resolución: 


8  -  h 

\8 

a 

-i 

h 

Por  dato:  Tia2  =  (3/1  6)(4ti)(82) 

^  a2  =  3(16)  ...(1) 

Por  teorema  de  Pitágoras: 

82  =  a2  +  (8  -  h)2  ...(2) 

Reemplazando  (1)  en  (2): 

64  =  3(16)  +  64  -  16h  +  h2 

=>  0  =  h2  -  16h  +  16(3)  =>  (h  -  12)(h  -  4)  =  0 

.-.  h  =  4 

34.  P  es  un  punto  exteriőr  a  una  esfera  de  centro  O, 
se  traza  todas  las  rectas  tangentes  a  la  superficie 
esférica  desde  P,  formándose  un  cono  equilátero 
cuya  base  es  un  círculo  menor  de  la  esfera.  Hallar 
la  reláción  de  volúmenes  dél  cono  y  la  esfera. 

Resolución: 


Geometria  ■  663 


Vc:  volumen  dél  cono 
Ve:  volumen  de  la  esfera 

-'W«(¥í(f 


=  71  / 3R2  \3R  __  3tiR3 


3\  4 


8 


Luego:  ^ 


3tcR3 


_9_ 

32 


35.  Hallar  el  volumen  de  la  esfera  inscrita  en  un  octae- 
dro  regular  de  arista  “a”. 


36.  En una circunferencia de cenjro O se tiene elsegmen- 
to  circular  determinado  por  AB,  tál  que  mAB  =  60°, 
donde  el  área  dél  segmento  circular  es  3(2 n  -3/3). 
Hallar  el  volumen  generado  por  este  segmento  cir¬ 
cular  al  girar  alrededor  de  un  diámetro  exteriőr  a 
este  segmento. 


Resolución: 


Por  teorema  de  Pitágoras:  R2  =  a2  +  b2  -  2bR  +  R2 

a2  +  b2  \3  4_(a2  +  b2)3 


□  _  a2  +  b2 

R~  ~2b~ 


Luego:  Vesfera  g7i(a  2+bb  )  3 K  8b3 


38.  Determinar  la  distancia  dél  centro  de  gravedad  de 
la  región  semicircular  mostrada  al  segmento  AB: 


Resolución: 

Por  teorema  de  Pappus  y  Guldin: 


Resolución: 


39.  Se  tiene  una  superficie  esférica  de  rádió  R,  se  tra- 
zan  dós  planos  perpendiculares  a  un  diámetro  AB, 
de  modo  que  unó  de  ellos  dista  dél  vértice  A,  h  y  el 
otro  piano  dista  dél  vértice  B,  2h.  Si  la  razón  de  los 
rádiós  de  las  secciones  determinadas  por  los  pla¬ 
nos  en  la  superficie  esférica  es  de  /2  a  /3,  hallar 
el  valor  de  “h”. 


Dato:  3(2h  - 

■3V3)=5p-M(R) 

D2 

Dato:  -  =  5; 
h  V3 

r,  <  r2 

3(271-3/3) 

i=  £L(2k-3V3) 

Il-1  =»  r2_ 

3r,2 

..(1) 

=»  R2  =  36  *  R  =  6 

rf  3  2 

2 

Luego: V  = 

f(AB)2h 

De  la  figura: 

Pero:  h  =  R 

0 

R2  =  r,2  +  (R  - 

h)2 

..(2) 

Reemplazando:  V  =  £(62)6 

R2  =  r22  +  (R  - 

2h)2 

•(3) 

V  =  36ti 

D 

(2)  =  (3):  r,2  + 

(R  -  h)2 

=  r | 

Resolución: 


37.  En  un  cono  circular  recto  (cono  de  revolución)  está 
inscrita  una  esfera  y  el  rádió  de  la  circunferencia 
tangente  midé  “a”.  Si  la  distancia  dél  centro  de  la 
base  dél  cono  a  una  de  sus  generatrices  midé  “b”, 
calcular  el  volumen  de  la  esfera. 


De  donde:  2Rh  -  3h2  =  r\  -  r2  ...(4) 

También  de  la  figura: 

r2  =  r2  +  (R  -  h)2  =»  2Rh  -  h2  =  r,2  ...(5) 

(1)  en  (4):  2Rh  -  3h2  =  r,2  =  í 
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=>  4Rh  -  6h2  =  r?  ...(6) 

De  (5)  y  (6):  2Rh  -  h2  =  4Rh  -  6h2 


40.  Una  esfera  tiene  48  de  volumen  se  traza  un  piano 
secante  a  una  distancia  dél  centro  igual  a  la  mitad 
dél  rádió.  Hallar  el  volumen  dél  menor  segmento 
esférico  que  se  determina. 


Resolución: 


Simplificando:  VSE  =  ...(2) 

(1)  en  (2):  VSE  =  ±(38)  •  VSE  =  ^ 

•••  VSE  =  7,5 


41.  En  una  esfera  de  rádió  R,  a  qué  distancia  dél  cen¬ 
tro  se  trazará  un  piano  secante  para  que  las  áreas 
de  los  casquetes  determinados  se  encuentran  en 
la  reláción  de  k,/k2  (k1  >  k2). 

Resolución: 


De  la  figura:  H  =  R  +  x  ...(1) 
Por  teória:  ACi  =  27iRh  A  ACz  =  27iRh 
Ac,  2kRH  ac,  H  k, 

**  Ac2  2jiRH  ■*  ACz  h  k2 

k 

De  donde:  H  =  r^-h;  pero:  h  =  R  -  x 
k2 

-H  =  £(R-x)  ...(2) 

2  k 

(1)  en  (2):  R  +  x  =  £(R  -  x) 


Rk2  +  xk2  =  Rk,  -  xk, 

x(k,  +  k2)  =  R(k,  -  k2)  .-.  x  =  R^+~^ 

42.  Una  superficie  esférica  de  área  144 ti  es  interseca- 
da  por  dós  planos  que  formán  entre  sí  un  ángulo 
diedro  que  midé  60° ,  de  modo  que  la  recta  de  inter- 
sección  de  los  dós  planos  es  tangente  a  la  esfera  y 
el  piano  bisectriz  contiene  un  diámetro  de  la  esfera. 
Hallar  el  volumen  de  la  parte  de  la  esfera  compren- 
dido  en  el  ángulo  diedro. 

Resolución: 


Por  dato:  4?i(2r)2  =  144ti 
=>  4I-2  =  36  =>  r  =  3 
Sea  volumen  en  pedido:  Vx 
Vx+2[^  +  ln(rV3)í2r]  =  |n(2r)3 

w  ,  10nr3  _  32nr3  v  _  32nr3  10nr3 

«  3  “  3  *  3  3 

Vx=^it(3)3  Vx=198n 

43.  En  un  tronco  de  cono  de  revolución  se  encuentra 
inscrita  una  esfera  cuya  área  totál  se  desea  calcu- 
lar,  se  sabe  que  la  suma  de  su  diámetro  con  una  de 
las  generatrices  dél  tronco  de  cono  es  25  y  la  suma 
de  los  rádiós  de  las  bases  dél  tronco  es  13. 

Resolución: 


Dato:  2R  +  g  =  25  A  ^  +  r2  =  13 

Por  teorema  de  Pitot:  2g  =  2r1  +  2r2  =*  g  =  ^  +  r2 

Luego:  2R  +  13  =  25  =>  2R  =  12  =>  R  =  6 

En  consecuencia:  =  4n(6)2 

•••  Amfora  =  144* 
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®  PROBLÉMÁS  DE  EXAMEN  DE  ADMISIÓN  UNI  @ 


PROBLÉMA  1  (UNI  2008  - 1) 

Se  inseribe  una  esfera  en  un  cono  de  revolución.  Sa- 
biendo  que  en  el  cono,  dós  generatrices  opuestas  de- 
terminan  un  ángulo  de  60°  y  el  diámetro  de  su  base 
es  18  unidades.  Calcule  el  volumen  de  la  esfera  (en 
unidades  cúbicas). 

A)  108n/3  B)  324n  C)  324rc  73 

D)  972n  E)  972*73 


Resolución: 


Como  AO  es  biseetriz  dél  ZTAM: 

El  kOMA  (notable  30°  y  60°) 

R73  =  9  =»  R  =  3/3 
Reemplazando  en  (I): 

VE  =  |*(373 )3  VE  =  108*73 

Clave:  A 


=*  VAftBC  =  4" 


Clave:  E 


PROBLÉMA  3  (UNI  2012  -1) 

La  razón  entre  los  volúmenes  de  dós  esferas  es  8/27. 
Calcular  el  volumen  de  la  eufia  esférica  dél  ángulo  die- 
dro  15°  de  la  esfera  mayor. 

A)  3,571  B)  3rc  C)  2,5ti 

D)  27i  E)  1 ,57i 


Resolución: 


r  =  2k  A  R  =  3k 


V 


(*R3)(15) 

270 


=  1 ,5*k3  =»  Párák  =  1 


=>  V 


eufia 


1  ,571 


Clave:  E 


PROBLÉMA  2  (UNI  201 1  - 1) 


L  es  una  recta  que  contiene  un  punto  C,  ABC  es  un 
triángulo  rectángulo  (recto  en  B)  cuyo  cateto  AB  es  pa- 
ralelo  a  la  recta  L.  Si  BC  =  /3cm  y  AB  =  2  cm,  enton- 
ces  el  volumen  (en  cm3)  dél  sólido  de  revolución  que  se 
obtiene  al  girar  el  triángulo  alrededor  de  L  es: 


A)  2*  B)  ^  C)  3n 

D)^  E)4n 


Por  semejanza:  kCMN  ~  L^CGH 


x  _  2m , 
/3  ”  3m’ 


Por  teorema  de  Pappus:  V^BC 


=  27t(x)(ÁreaMBC) 


^mbc 


PROBLÉMA  4  (UNI  2012  -  II) 


Determine,  en  la  siguiente  figura,  el  volumen  generado 
al  rotar  la  región  sombreada  alrededor  dél  eje  x. 


Resolución: 


Piden:  Vsolgen 

El  segmento  circular,  cuando 
gira  alrededor  de  x,  genera  un 
anillo  esférico. 

V  =  An(AB)2R 

=>  V=  4*(R72)2R 
b 

Clave:  B 


PROBLÉMA  5  (UNI  2013  -  II) 

En  un  semicírculo  cuyo  rádió  niide  R  cm,  se  inseribe 
un  triángulo  rectángulo  ABC  (AC  diámetro)  tál  que  al 
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girar  alrededor  de  la  hipotenusa  genera  un  sólido,  cuyo 
volumen  es  la  mitad  de  la  esfera  generada  por  dicho 
semicírculo.  Entonces  el  área  de  la  superficie  esférica 
es  al  área  de  la  región  triangularABC  como: 


Piden:  ^E?-F 
A^abc 

Condición:  Vs  = 

|nx* 2a  +  ^7tX2b  = 

inx2(a  +  b)  =  ^R3  =>  x  =  R 
2R 

Aesf  4nR2  _  . 

AfiABC  9RR 

2 


Clave:  C 


PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 
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1.  Calcular  el  área  de  la  superficie  esférica  circuns- 
crita  a  un  cono  equilátero,  en  el  cual  el  área  de  su 
superficie  totál  es  A. 

A)  2A  B)  3A  C)  25A/3 

D)  16A/9  E)  16A/5 

2.  Dos  superficies  esféricas,  cuyas  áreas  són  576n  y 
367i,  són  tangentes  exteriormente  y  se  apoyan  en 
un  piano.  Calcular  la  distancia  entre  los  puntos  de 
tangencia  con  dicho  piano. 

A)  6  B)  8  C)  12 

D)6V2  E)6V3 


A)  8ji  B)  6ji  C)  5n 

D)  6-l2n  E)6/3n 

7.  Del  gráfico  se  sabe  que  OC  =  3;  CD  =  1  y  R  =  5. 
Calcular  el  área  totál  de  la  superficie  dél  sólido  ge- 
nerado  por  la  región  sombreada  al  girar  360°  alre- 
dedor  de  L. 


3. 


En  el  gráfico,  AB  es  perpendicular  al  piano  dél  cír- 
culo  de  rádió  r.  Si  DC  =  2(DE)  y  AE  =  2(AC)  =  4, 
calcular  el  área  de  la  superficie  esférica. 


A)  18n 
D)  16ti 


C)  24ti 


4. 


Según  el  gráfico,  A,  B,  C,  D,  E  y  F  pertenecen  a 
la  superficie  esférica  y  T  es  punto  de  tangencia. 
Calcular  la  razón  de  volúmenes  de  los  sólidos 


V-ABC  y  V-DEF.  (V-DFE  es  un  triedro  equilátero 
cuya  cara  midé  30°).  Si: 


(VT)6 

( A  advf  )  ( A  avfe  )( A  adve  ) 


A)  K/8 

B)  K/4 

C)  K/2 

D)  K/36 

E)  K/64 


5.  Un  cuerpo  en  forma  de  esfera  de  volumen  V  es  ca- 
lentado  hasta  que  su  rádió  aumenta  en  un  décimo 
de  su  valor  inicial.  Calcular  el  nuevo  volumen  de  la 
esfera. 

A)  1.331V  B)  1 ,227V  C)  1,666V 

D)  1,343V  E)  1.434V 


6.  El  volumen  de  una  esfera  es  numéricamente  igual 
al  área  de  su  superficie  y  el  área  dél  huso  corres- 
pondiente  a  dicha  esfera  es  2/9  dél  área  de  la  su¬ 
perficie  esférica.  Calcular  el  volumen  de  la  cuna 
esférica  determinada  por  el  huso. 


A)  72ti  B)  60tx  C)  64ti 

D)  39n  E)  45ti 

8.  Calcular  la  medida  dél  ángulo  que  debe  girar  un 
semicírculo  de  rádió  3/28,  respecto  dél  diámetro 
como  eje  de  giro,  para  que  el  volumen  de  la  cufia 
esférica  sea  equivalente  a  un  segmento  esférico 
de  una  sola  base  de  altura  2  y  se  encuentre  en  una 
esfera  de  rádió  3. 

A)  60°  B)  90°  C)  45° 

D)  67°30’  E)  75° 


9.  En  el  gráfico  se  muestra  un  cilindro  de  revolución  y 
un  semicuna  esférica.  Si  AB  =  4(AQ)  y  el  volumen 
dél  cilindro  es  2507t,  calcular  el  volumen  de  la  se- 
rnicuha  esférica. 


A\  37  0071 
A  27 

n\  35  0071 
'  27 


B) 

E) 


3601ti 

25 

4601ti 

27 


^ \  4601ti 
^  25 


10.  Una  esfera  es  tangente  a  un  piano.  Un  punto  de 
dicho  piano  dista  13  y  12  dél  centro  y  dél  punto  de 
tangencia,  respectivamente.  Calcular  el  volumen 
de  la  esfera. 


A) 


500ti 


3 

D)  1205ti 


B)  c)  100ti 

E) 106n 


11.  El  rádió  de  la  base  de  un  cilindro  de  revolución 
midé  3/2 ,  una  de  las  bases  dél  cilindro  coincide 
con  el  círculo  máximo  de  una  semiesfera  inscrita 
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en  dicho  cilindro  y  la  otra  base  coincide  con  la  base 
de  un  cono  recto  inscrito  en  el  mismo  cilindro.  Cal- 
cular  el  volumen  dél  segmento  esférico  compren- 
dido  entre  la  base  de  la  semiesfera  y  la  sección 
común  dél  cono  y  la  semiesfera. 

A)  45k  B)  5071  C)  52ti 

D)  60tü  E)  6471 


12.  En  el  gráfico,  OT  =  TB.  Calcular  la  razón  de  volú- 
menes  de  los  sólidos  generados  por  las  regiones 
sombreadas  cuando  giran  alrededor  de  L.  (T  y  Q 
són  puntos  de  tangencia). 


A)  7/3 

B)  4/5 

C)  9/4 

D)  1/8 

E)  6/5 


13.  La  sección  mostrada  en  la  esfera  determina  dós 
superficies  equivalentes  en  la  superficie  semiesfé- 
rica  y  AB  =  4  Í2 .  Calcular  el  volumen  dél  cilindro  de 
revolución. 

A)  47i 

B)  27i 

C)  Qn 

D)  I671 

E)  1271 

14.  Si  m  AB  =  32°;  R  =  5,  calcular  el  área  de  la  suger- 
ficie  generada  por  PQ  al  girar  360°  alrededor  L. 


A)  8ti2  B)10ti2  C)9,6ti2 

D)  4,87c2  E)19,2ti2 

15.  En  un  romboidé,  cuyos  lados  están  en  la  razón  de 
3  a  7,  calcular  la  razón  de  volúmenes  de  los  sólidos 
que  se  obtienen  al  girar  la  región  romboidal  en  tor- 
no  a  sus  lados. 

A)  2/7  B)  3/7  C)  4/7 

D)  6/7  E)  1 

16.  En  un  triángulo  ABC  se  ubica  su  triángulo  mediano 
PQR,  tál  que  PR  //  BC  y  PQ  // AC.  Si  mZABR  =  a  y 
mZRBC  =  0,  calcular  la  razón  de  volúmenes  de  los 
sólidos  generados  por  la  región  triangular  PQR  al 
girar  360°  alrededor  de  AB  y  BC ,  respectivamente. 


A\  sen2a 
’  sen20 


B) 


tana 

tan0 


sen2a 

COS0 


D) 


sena 

sen0 


sena 
;  cos  20 


17.  Un  triángulo  rectángulo  cuyos  catetos  tienen  de 
longitud  3  y  4  gira  alrededor  de  su  hipotenusa  ge- 
nerando  dós  conos  de  base  común;  a  éste  sólido  se 
le  circunscribe  una  esfera.  Calcular  el  volumen  dél 
sólido  exteriőr  a  los  dós  conos  e  interior  a  la  esfera. 


A)lr* 

D>fr" 


d\  327 

B)  -Wn 

p\  288 

E)  -3Ö* 


r)  337  „ 

c)  -wn 


1 8.  En  una  esfera  se  trazan  dós  planos  paralelos  que  in- 
tersecan  a  un  mismo  lado  dél  centro.  Sabiendo  que 
la  distancia  entre  ambos  es  de  7  y  la  distancia  de  la 
sección  mayor  al  centro  de  las  esferas  es  4.  Calcu¬ 
lar  el  área  dél  casquete  esférico  correspondiente  a 
la  sección  menor,  si  el  rádió  de  la  esfera  es  15. 

A)  IOOti  B)  120ti  C)200ti 

D)  400ti  E)  300ti 


19.  En  el  gráfico,  se  muestra  una  semiesfera,  donde  se 
traza  un  piano  Q  secante  a  la  semiesfera,  tál  que 
el  ángulo  diedro  determinado  por  los  planos  P  y  Q, 
midé  37°,  MN  =  RÍ2.  Calcular  la  razón  de  volúme¬ 
nes  de  los  sólidos  determinados  en  la  semiesfera. 


A)  118/7  B)  118/5  C)119/7 

D)  119/5  E)  119/4 

20.  En  el  gráfico,  OT  =  TB.  Calcular  la  razón  de  volú¬ 
menes  de  los  sólidos  generados  por  las  regiones 
sombreadas  cuando  giran  alrededor  de  L  (Q  y  T 
són  puntos  de  tangencia). 


D)  4/5  E)  6/5 

21.  Si  a  un  polígono  se  le  aumenta  en  4  a  su  número 
de  lados,  entonces  la  suma  de  sus  ángulos  inter- 
nos  se  duplica.  Calcular  el  número  de  vértices  dél 
polígono  regular. 
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A)  5  B)  6  C)  7  D)  8  E)  9 

22.  Según  el  gráfico,  AP  =  4  y  PC  =  2.  Calcular  el  volu¬ 
men  dél  sólido  generado  por  la  región  sombreada 
al  girar  360°  alrededor  de  AB. 


A)14ti/3  B)8jiV3  0  6ti/3 

D)10tx/3  E)13ti/3 

23.  En  un  tetraedro  regular  se  inseribe  y  circunscribe 
esferas.  Si  el  área  de  la  superficie  totál  dél  tetrae¬ 
dro  es  144/3  ,  calcular  el  volumen  dél  sólido  com- 
prendido  entre  las  dós  esferas. 

A)  702/2  ti  8)702/3  n  C)208/6n 

D)  700/6ti  E)  701/6ti 


A)  28  B) 30  C)  32 

D) 36  E)  39 

27.  En  el  gráfico  se  muestra  trés  esferas  congruentes; 
calcular  la  razón  de  áreas  entre  el  casquete  esféri- 
co  y  la  zóna  esférica  determinados  en  la  semiesfe- 
ra  por  un  piano  paralelo  al  piano  P  y  que  contiene 
a  los  puntos  A  y  B.  (A,  T,  Q  y  B  són  puntos  de  tan- 
gencia). 


D)  +  1  E)  4|E  -  1 


24.  Según  el  gráfico  se  tiene  un  segmento  esférico  de 
dós  bases.  Un  cilindro  de  revolución,  un  cono  de 
revolución  y  una  esfera  inserita  en  el  cilindro.  Si 
el  volumen  dél  cono  y  el  cilindro  són  V,  y  V2  res- 
pectivamente.  Calcular  el  volumen  dél  segmento 
esférico. 


C) 


V,  +  3V2 
6 


25.  En  el  gráfico  se  muestra  dós  semiesferas  de  rádiós 
6R  y  5R,  dós  planos  P  y  Q  paralelos  donde  r  =  2  /5  R. 
Calcular  la  razón  de  volúmenes  de  los  segmentos 
esféricos  de  dós  bases. 


28.  En  el  gráfico  se  muestra  un  prisma  recto 
ABCD-A'B'C'D'  cuya  base  es  una  región  rombal, 
mZBCD  =  53°.  Calcular  la  razón  de  volúmenes 
dél  prisma  y  de  la  cuna  esférica.  (T  es  punto  de 
tangencia). 

A)  9/2 ti 

B)  7/2n 

C)  5/27i 

D)  3/2 ti 

E)  9/ti 


29.  En  la  figura  mostrada,  la  razón  de  volúmenes  de 
los  conos  de  vértice  V  y  el  cono  mayor  de  vértice  O 
es  de  1  a  24/3  respectivamente.  Calcular  la  razón 
de  áreas  de  los  casquetes  esféricos  determinados. 
(Q  es  punto  de  tangencia). 


A)  2/2  -  1  B)  2/3-1  0/3-1 

D)  2/5  -  1  E)  3/2-1 


A)  38/7  B)  34/7  C)  32/7 

D)  5  E)  37/7 

26.  Calcular  el  número  de  lados  de  un  polígono  regu¬ 
lar,  cuyo  lado  midé  6,  si  el  número  de  diagonales 
es  3  veces  su  perímetro. 


30.  En  el  gráfico,  el  semicírculo  de  diámetro  AB  gira 
360°  en  tomo  a  AB.  Si  la  razón  de  los  volúme¬ 
nes  de  los  sólidos  generados  por  las  regiones 
sombreadas  es  de  2  a  1.  Calcular  el  valor  de  0. 
(mAC  >  mBD) 
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A)  30°  B)  37°  C)  53° 

D)  5372  E)  75° 

31.  En  una  esfera  de  rádió  R  se  inseribe  un  cono  de 
altura  h  y  rádió  de  la  base  r,  hallar  la  reláción  entre 
R,  h  y  r. 

A)  r2  +  h2  =  2Rh  B)  R2  +  h2  =  2Rr 

C)  R2  +  r2  =  2Rh  D)  h  =  12  +  r 

E)  r2  +  h2  =  2Rr 

32.  Un  cono  recto  esté  circunscrito  a  una  esfera  de  rá¬ 
dió  R,  si  el  volumen  dél  cono  es  mínimo,  hallar  la 
altura  dél  cono. 

A)  2R  B)3R  C)4R 

D)  5R  E)  5 R/2 

33.  El  área  de  un  casquete  esférico  es  la  quinta  parte 
dél  área  de  la  esfera.  Si  la  altura  dél  casquete  es 
de  2  dm,  hallar  el  volumen  dél  segmento  esférico. 

A)^jidm3  B)  jii  dm3  C)^ndm3 

D)4^ndm3  E)^7idm3 


A)  5471  B)135it/2  C)  57ji/2 

D)  130n/2  E)  105ji/2 

38.  Hallar  el  volumen  de  un  tronco  de  cilindro  circular 
recto  circunscrito  a  una  esfera  de  rádió  R,  si  los 
planos  de  sus  bases  formán  un  ángulo  diedro  de 
45°. 

A)  7iR3(3  +  V6)  B)  ;iR3(2  +  72) 

C)  nR3(lZ  +  1)  D)  tiR3(V2  +  1) 

e)  jiR3(2  +  76) 

39.  Se  dán  2  esferas  tangentes  exteriormente  y  cuyos 
rádiós  miden  Idm  y  3dm.  Hallar  el  volumen  dél 
cono  recto  circunscrito  a  ambas  esferas. 

A)  1  Qn  dm3  B)  28ti  dm3  C)  38ti  dm3 

D)  8I71  dm3  E)  587i  dm3 

40.  El  área  de  la  superficie  esférica  inserita  en  un  cilin¬ 
dro  recto  es  los  ...  dél  área  totál  dél  cilindro. 

A)  3/2  B)  2/3  C)1/3 

D)  3/4  E)  2/5 


34.  Una  esfera  está  inserita  en  un  cono  equilátero  de 
108  de  área  totál.  Calcular  el  área  de  la  superficie 
esférica. 

A)  36  B)  42  C)  48 

D) 54  E)  60 

35.  En  un  tetraedro  regular  de  arista  a,  calcular  la  re¬ 
láción  de  volumen  de  las  esferas  inserita  y  circuns- 
erita. 

A)  1/25  B)  1/27  C)  1/30 

D)  1/20  E)  1/60 


36.  En  una  esfera  de  rádió  R  está  inserito  una  pirámide 
hexagonal  regular  de  volumen  máximo.  Hallar  di- 
cho  volumen. 


A) 


16/3  p3 
21  R 


O 


27 


41.  Se  tiene  una  semiesfera  tál  que  su  volumen  es  nu- 
méricamente  igual  al  área  de  su  círculo  máximo. 
Calcular  el  área  de  la  superficie  de  dicho  sólido. 

A)  971  B)  27  ni  A  C)  25ti/4 

D)  I871  E)  2471 

42.  Las  medidas  de  los  rádiós  de  las  esferas  inserita  y 
circunscrita  a  un  tetraedro  regular  están  en  la  relá¬ 
ción  como: 

A)  1:2  B)  2:3  C)1:3 

D)  2:5  E)  3:5 

43.  En  la  octava  parte  de  una  esfera  de  rádió  4/3m 
se  inseribe  un  cilindro  recto  de  volumen  máximo. 
Calcular  la  altura  dél  cilindro. 

A)  1  m  B)  2  m  C)  3  m 

D)  4  m  E)  5  m 


D)  l^R3  E)  |R3 

37.  Calcular  el  volumen  generado  por  la  región  som- 
breada  al  girar  una  revolución  completa  alrededor 
de  AB,  si  AB  =  6  (AB  =  BC  =  AC) 


44.  La  altura  de  un  cono  recto  es  igual  a  4  m  y  el  rádió 
de  su  base  es  igual  a  3  m.  Calcular  a  que  distancia 
de  su  vértice  se  debe  intersectar  dicho  cono  por 
un  piano  paralelo  a  la  base  para  que  la  superficie 
totál  dél  pequeno  cono  obtenido  sea  equivalente  a 
la  superficie  lateral  dél  cono  dado. 


A)  78  m 
D)  VTÍ  m 


B)  77  m 
E)  7Í5  m 


C)  7TÖ  m 
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45.  De  una  hója  rectangular  ABCD  se  construye  una 
superficie  cónica  de  revolución  y  tál  que  los  vérti- 
ces  B  y  C  coinciden.  Calcular  la  medida  dél  mayor 
ángulo  formado  por  dós  generatrices. 

A)  60°  B)  90°  C)  53° 

D)  75°  E)  30° 

46.  Se  funde  una  bola  de  plomo  de  rádió  5  cm,  para 
obtener  bolas  cuyo  rádió  sean  de  1  cm  cada  una. 
^Cuántas  bolas  de  plomo  se  obtendrán  en  el  pro- 
ceso? 

A) 50  B) 100  C)150 

D) 175  E) 125 


A)  ^senG 


24sen30 

E)  í|-senecos(|) 

50.  Calcular  el  volumen  dél  tronco  de  cilindro  recto 
cuya  sección  recta  forma  un  ángulo  a  con  la  base 
mayor  la  cual  tiene  un  área  A.  Las  generatrices 
máxima  y  mínima  miden  a  y  b,  respectivamente. 

A)  -|A(a  +  b)cosa  B)  (K  (a  +  b)cosa 

C)  -|A(a  +  b)cosa  D)  A^a^+  b^C0Sa 

E)  2A(a  +  b)cosa 


B)  ^|-sen20 


na  cos 


D)  • 


© 


24sen 


ti) 


47.  Hallar  el  volumen  generado,  al  rotar  la  siguiente 
superficie  alrededor  dél  eje  L. 


A)  B)  |ji2R3  C)  |nR3 

D)  |*R3  E)  |nR3 


51.  En  el  gráfico,  si  A  y  B  són  puntos  de  tangencia  y 
R  =  4,  calcular  el  volumen  generado  por  la  región 
cuadrada  PCTQ  al  girar  una  vuelta  con  respecto  a 
la  recta  L. 


A)  226ti  B)  236ti  C)  256ti 

D)  296ti  E)  324ti 


48.  Hallar  el  volumen  dél  sólido  generado  al  girar  el 
triángulo  equilátero  ABC,  alrededor  de  L. 


A) 

D) 


7ia3 13 

2 

7ta3/6 

3 


49.  A  través  dél  vértice  de  un  cono  se  ha  trazado  un 
piano  que  forma  con  la  base  dél  cono  un  ángulo 
diedro  cuya  medida  es _45°.  Este  piano  intersecta 
a  la  base  por  la  cuerda  AB  de  longitud  “a”,  que  une 
los  extremos  dél  arco  de  la  base  dél  cono  corres- 
pondiente  al  ángulo  Central  de  medida  0.  Hallar  el 
volumen  dél  cono. 


52.  Hallar  el  volumen  de  un  tronco  de  pirámide  regular, 
de  base  hexagonal,  circunscrito  a  una  esfera,  sa- 
biendo  que  las  aristas  básicas  miden  4  y  9  m. 

A)  1 097  m3  B)  1 297  m3  C) 1 1 97  m3 

D) 2197  m3  E) 2097  m3 

53.  En  un  triángulo  isósceles  ABC  de  incentro  L,  cuya 
base  es  AC  en  el  punto  T.  Si  el  área  de  la  región 
triangular  ABC,  es  S  y  región  triangular  ABC  es 
S  y  mZITC  =  a.  Calcular  el  área  de  la  superficie 
generada  por  el  triángulo  ABC  al  girar  una  vuelta 
alrededor  de  L. 

A)  TiScota  B)  47iScota  C)  TiStana 

D)  37iScota  E)  27iStana 

54.  Según  el  gráfico,  se  muestra  una  esfera  y  un  tron¬ 
co  cilindro  de  revolución.  A,  C  y  O  són  puntos  de 
tangencia.  Si  el  producto  de  las  áreas  determina- 
das  en  la  esfera  y  la  base  superior  dél  tronco  de  ci¬ 
lindro  es  numéricamente  a  BC,  calcular  el  volumen 
de  la  esfera. 
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A)  8 
D)  8/3* 


E)  8/3 


C)  8* 


55.  Hallar  el  volumen  generáció  por  la  región  sombrea- 
da,  si  ABCD  es  un  cuadrado  y  R  =  /5  . 


A)  10*  B)  8*  C)Tn 

D)  ^*  E)  ^* 

56.  Según  el  gráfico,  siendo: 

AB  =  5  A  (AP)2  +  (PB)2  =  12. 

Calcular  el  volumen  dél  sólido  generado  por  la  ré¬ 
gión  sombreada  al  girar  360°  en  tomo  a  la  recta  AB. 


A)  571  B)  12k  C)  10rc 

D)  9 ti  E)  2571 


circunferencia  mayor  de  la  semiesfera  determina 
con  el  piano  de  la  base  dél  cono  un  ángulo  de  30°. 
Hallar  la  razón  entre  los  volúmenes  dél  cono  y  la 
semiesfera. 

A)  73/2  B)  72/3  0)372/2 

D)  72/3  E)  73/9 

58.  Calcular  el  volumen  que  genera  un  cuadrante  cuyo 
rádió  midé  3  al  girar  un  ángulo  de  40°  alrededor  de 
unó  de  sus  rádiós. 

A)  2n  B)  3 ti  C)  4ti 

D)  571  E)  6ti 

59.  Se  tiene  una  zóna  esférica  de  una  base  definida 
por  un  piano  secante  a  una  superficie  esférica  cuyo 
rádió  midé  8,  de  modo  que  la  suma  dél  área  de  la 
superficie  de  esta  zóna  y  dél  área  de  su  base  es 
igual  a  los  7/16  dél  área  de  la  superficie  esférica. 
Calcular  la  longitud  de  la  altura  de  esta  zóna. 

A)  1  B)  2  C)3 

D) 4  E) 5 

60.  En  una  semicircunferencia  de  diámetro  AB  igual  a 
2R  se  traza  la  cuerda  CD  paralela  al  diámetro  y 
que  subtiende  un  arco  cuya  medida  es  120°.  Cal¬ 
cular  el  volumen  dél  sólido  generado  por  el  seg- 
mento  circular  CD  al  girar  alrededor  de  AB. 

A)  5^1  B)  C)  5^- 

m  *R373  *R3/2 

’  2  2 

61 .  Se  tiene  un  cilindro  inscrito  en  una  esfera  de  rádió  R, 
donde  el  rádió  de  la  esfera  es  el  doble  dél  rádió  de  la 
base  dél  cilindro.  <j,A  qué  distancia  dél  centro  debe 
pasar  un  piano  paralelo  a  las  bases  dél  cilindro,  para 
que  la  sección  comprendida  entre  la  esfera  y  el  cilin¬ 
dro  sea  equivalente  a  la  base  dél  cilindro? 


57.  En  una  semiesfera  está  inscrito  un  cono  circular,  el 
vértice  coincide  con  el  centro  de  la  circunferencia 
que  sirve  de  base  a  la  semiesfera;  la  recta  que  une 
el  centro  de  la  base  dél  cono  con  un  punto  de  la 


a)B® 

D)m 


B) 

E) 


R/3 

2 

2R/3 


C)2^l 


1. 

D  : 

9. 

A 

17. 

B 

2. 

C  | 

10. 

A 

18. 

B 

3. 

E  i 

11. 

A 

19. 

A 

4. 

E  1 

12. 

D 

20. 

C 

5. 

A  | 

13. 

A 

21. 

B 

6. 

A  j 

14. 

E 

22. 

B 

7. 

D  | 

15. 

B 

23. 

C 

8. 

B  ! 

16. 

D 

CNI 

E 

25.  C  j 

33.  A 

26.  E 

34.  C 

27.  B 

35.  B 

28.  A 

36.  C 

29.  B 

37.  E 

30.  B 

38.  D 

31.  A 

39.  D 

32.  C 

40.  B 

....Sill!.. 

41. 

B 

49. 

D 

57. 

E 

42. 

C 

50. 

D 

58. 

A 

43. 

D 

51. 

C 

59. 

D 

44. 

C 

52. 

C 

60. 

D 

45. 

A 

53. 

B 

61. 

A 

46. 

E 

54. 

D 

47. 

B 

55. 

C 

48. 

B 

56. 

C 

Temas  ^v|#íj 
selectos  |  c:;a  t 

Arquitas  de  Tarento  (430  a.  C.-360 
a.  C.)  fue  un  filósofo,  matemáti- 
co,  astrónomo,  estadista,  gene¬ 
rál  y  contemporáneo  de  Platón. 

Arquitas  de  Tarento  perteneció  a 
los  pitagóricos  y  fue  alumno  de 
la  escuela  de  Filolao.  Fue  amigo 
de  Platón,  al  que  conoció  duran- 
te  el  primer  viaje  que  este  realizó 
al  sur  de  Italia  y  a  Sicilia  en  388 
a.  C.,  tras  la  muerte  de  Sócrates. 

En  su  Carta  Séptima,  Platón  ase- 
gura  que  Arquitas  trató  de  res- 
catarlo  en  sus  dificultades  con 
Dionisio  II  de  Siracusa,  mediante 
una  carta  de  recomendación  y 
enviando  un  barco  a  Sicilia  en 
361  a.  C. 

Ensenó  matemáticas  a  Eudoxo 
de  Cnidos,  siendo  a  su  vez  maes¬ 
tro  de  Menecmo.  Fue  la  prime- 
ra  persona  en  lograr  una  buena 
aproximación  al  probléma  de  la  duplicación  dél  cubo  y  unó  de  los  primeros  que,  tras  Pitágoras, 
trabajó  en  el  conocimiento  conjunto  de  la  Aritmética,  Geometria,  Astronomía  y  Música,  el 
Quadrivium,  así  como  de  la  Acústica,  acotando  las  matemáticas  a  disciplinas  técnicas,  con  las 
cuales  se  cree  haya  inventado  la  polea,  el  tornillo  y  una  especie  de  mecanismo  articulado  con 
alas,  similar  a  un  pájaro.  al  que  Iogró  hacer  volar  cerca  de  300  metrós  gracias  al  impulso  de  un 
núcleo  de  vapor  comprimido.  Según  Aristóteles,  fue  el  inventor  dél  sonajero.  Otros  también 
aseguran  su  influencia  directa  sobre  Euclides.  Arquitas  falleció  en  un  naufragio  en  las  costas  de 
Apulia  entre  los  anos  360  y  350  a.  C. 


Fuente:  Wikipedia 
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<4  MÁXIMOS  V  MÍNIMOS 

Existen  muchos  casos  de  la  vida  diaria  en  los  que  es 
necesario  hallar  valores  extremos  (máximos  o  míni- 
mos),  por  ejemplo  a  un  empresario  le  interesa  minimi- 
zar  sus  costos  y  maximizar  sus  ganancias;  en  nuestro 
caso  nos  interesa  maximizar  o  minimizar  áreas,  volú- 
menes,  distancias,  para  ellő  se  utilizan  métodos  que  se 
estudian  en  matemática  superior  cuyo  desarrollo  esca- 
pa  de  la  temática  de  este  libro:  sin  embargó,  a  continua- 
ción  se  indican  algunas  reglas  y  propiedades  que  nos 
permitirán  resolver  problémás  de  este  tipo.  (Si  quieres 
profundizar  en  el  téma  te  sugiero  consultar  un  libro  de 
cálculo). 

Derivadas 

Dada  una  función  y  =  f(x),  la  derivada  de  y  respecto  a  x 
dy 

se  representa  por:  y’;  Dx,  y;  f(x). 

Geométricamente  la  derivada  de  una 
función  y  =  f(x)  en  un  punto  dado  es 
la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la 
curva  en  dicho  punto. 

En  el  gráfico  adjunto  P(x0;  y0)  es  pun¬ 
to  de  tangencia,  entonces  mL  =  f  (x0). 

Reglas  básicas  para  el  cálculo  de  derivadas 


Función 

Derivada 

y  =  C(constante) 

y’  =  o 

y  =  af(x)  (a  =  cte) 

y'  =  af’(x) 

y  =  xn 

y'  =  nx"’’ 

y  =  [f(x)]n 

/  =  [f(x)r\  f(x) 

y  =  f(x)  ±  gM 

y  =  fix)  ±  g’(x) 

y  =  f(x)g(x) 

y  =  f'(x)g(x)  +  f(x)g’(x) 

y  =  f(x)/g(x) 

f(x)g(x)  +  f(x)g'(x) 
y  g2(x) 

Éjem pl os : 

y  =  8  =>  y’  =  0 
y  =  5x  =>  y’  =  5 
y’  =  5x3  =>  y’  =  1 5x2 
y  =  4x5  +  7  =>  y’  =  20x4 
y  =  x(x3  +  5)  =>  y’  =  1(x3  +  5)  +  x(3x2) 
y’  =  x3  +  5  +  3x3  =  4x3  +  5 
r  =  2x3  +  1  _  v/,  _  6x2(4x4  -  3)  +  (2x3  -f  1)(16x3 
(4x4-3  f 


y  = 


y  = 


y  = 


4x4  -  3 

36x6  +  16x3  -  18x2 

(4x4  -  3  f 


Derivadas  de  funciones  trigométricas 


Función 

Derivadas 

y  =  senx 

y’  =  cosx 

y  =  cosx 

y’  =  -senx 

y  =  tanx 

y’  =  sec2x 

y  =  cotx 

y’  =  -csc2x 

y  =  secx 

y’  =  secxtanx 

y  =  cscx 

y’  =  -cscxcotx 

y  =  senf(x) 

y’  =  f  (x)cosf(x) 

y  =  cosf(x) 

y’  =  -f(x)senf(x) 

y  =  tanf(x) 

y’  =  f  (x)sec2f(x) 

y  =  cotf(x) 

y’  =  -f  (x)csc2f(x) 

y  =  secf(x) 

y’  =  f  (x)secf(x)tanf(x) 

y  =  cscf(x) 

y’  =  -f(x)cscf(x)cotf(x) 

Ejemplos: 

o  .  d(2x)  0 

•  y  =  sen2x  =>  y  =  — — cos2x 
3  3  dx 

w3\ 


y’  =  2cos2x 


•  y  =  cosx3  =>  y’  =  ^^--(-senx3)  =*  y’  =  -3x2senx3 

o  ,  , d(senx) 

•  y  =  sen  x  =>  y  =  2(senx) — — — - 

=>  y’  =  2senxcosx 

•  y  =  cos35x  =>  y’  =  3(cos25x)-d^C^5x^ 

y'  =  3cos25x  ■  ^  sen5x  =>  y’  =  1 5cos25xsen5x 

Criterio  de  la  primera  derivada  (para  el  cálculo  de 
máximos  y  mínimos) 

Dada  una  función  continua  y  =  f(x)  en  un  intervalo 
I  =[a;  b],  se  denominan  números  críticos  a  todos  los 
valores  de  x  e  I,  tál  que  su  primera  derivada  es  igual  a 
cero  o  no  está  definida. 

Suponga  que  “c”  es  un  número  crítico,  es  decin 
f  (c)  =  0  v  f  (c)  3. 

I.  Si  f  (x)  >  0,  para  a  <  x  <  c  y  f (x)  <  0  para  c  <  x  <  b 
(es  decir,  f  cambia  de  positiva  a  negativa  en  “c”), 
entonces  f  tiene  un  máximo  local  en  “c”. 

II.  Si  f  (x)  <  0,  para  a  <  x  <  c  y  f  (x)  >  0  para  c  <  x  <  0 
(es  decir,  f  cambia  de  negativa  a  positiva  en  “c”), 
entonces  T  tiene  un  mínimo  local  en  “c”. 

III.  Si  f  no  cambia  de  signo  en  “c”,  entonces  T  no  tie¬ 
ne  extremo  (máximo  o  mínimo)  en  “c”. 

Propiedad: 

La  función  cuadrática  f(x)  =  ax2  +  bx  +  c  (a  #  0)  tiene 

b 


un  máximo  o  un  mínimo  en  x  =  - 


2a 


2. 
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(**)  Si  a  >  0,  es  un  mínimo. 

(**)  Si  a  <  0,  es  un  máximo. 

Ejemplo: 

Hallar  los  valores  extremos  de  f(x)  =  3x  -  x3 

Resolución: 

Aplica  el  criterio  de  la  primera  derivada. 
f(x)  =  3x  -  x3  =>  Dxf(x)  =  Dx(3x)  -  Dx(x3) 

=>  f  (x)  =  3  -  3x2 

Calcula  los  números  críticos:  f  (x)  =  0  =>  3  -  3x2  =  0 
1  -  x2  =  0  =*  x2  =  1  =>  x  =  -1  v  x  =  1 
Ubica  dichos  números  en  una  recta  numérica  y  analiza 
el  signo  de  f  (x) 


f(x)  <  0  f(x)  >  0  f(x)  <  0 
« - 1 - ^ - ► 

-1  -1 

Observa  que  antes  de  -1,  f(x)  <  0  y  después  de  -1, 
f(x)  >  0,  como  hay  cambio  de  signo,  en  x  =  -1,  hay 
mínimo. 

Además,  antes  de  1 ,  f  (x)  >  0  y  después  de  1 ,  f  (x)  <  0, 
como  hay  cambio  de  signo,  en  x  =  1,  hay  máximo. 

El  mínimo  valor  de  f(x)  es: 
f(-1)  =  3( — 1 ) — ( — 1  )3  =>  f(-1)  =  -3  +  1  =  -2 
El  máximo  valor  de  f(x)  es:  f(1)  =  3(1)  -  (I)3 
f ( 1 )  =  3  —  1  =2 


Aplicaciones: 

1 .  Hallar  las  dimensiones  dél  rectángulo  de  perímetro 
36  cm,  cuya  área  es  máxima. 


Resolución: 


Según  dato: 

2x  +  2y  =  36 

=>  x  -í-  y  =  18 

y  =  18  -  x  ...(1) 

El  área:  S  =  xy 

Con  (1):  S  =  x(18  -  x) 

El  valor  de  x  que  da  el 

al  hacer  =  0 
dx 


T 

y 

i 


=>  S  =  18x  -x2 
máximo  de  S  se  encuentra 

f  S  =  f(x) 


Es  decir:  s  , 

máx 

dx(18x  -  x2)  =  0 
18-2x  =  0  =>  x  =  9 
Reemplazando  en  (1):  y  =  9 


Luego:  entre  todos  los  rectángulos  que  tienen  igual 
perímetro,  el  cuadrado  es  de  máxima  área. 

jn 

Notar  que:  S’  =  =  18  -  2x,  se  verifica  que  lo 

hallado  es  un  máximo  ya  que: 

s”=>8-2*) 

S”=  -2  <  0,  cumple  con  el  criterio  de  la  segunda 
derivada. 


Dos  lados  de  un  triángulo  tienen  longitudes  5  y  8, 
respectivamente.  Hallar  el  valor  máximo  dél  área. 

Resolución: 

En  este  caso  el  ángulo  a  es 
variable. 

El  área  se  evalúa: 

A  =  -l(5)(8)sena  =  20sena 

Hallamos  el  valor  de  a  que  da  el  máximo  valor  de 

A,  haciendo  ^  =  0;  -£-(20sena)  =  0 
da  da 

Es  decir:  20cosa  =  0  =>  a  =  90° 

Entonces,  el  valor  máximo  dél  área  será: 
A  =  20sen90°  =>  =  20 

Hemos  deducido  que  dadas  las  longitudes  de  dós 
lados  de  un  triángulo,  aquel  que  tiene  área  máxima 
es  un  triángulo  rectángulo  que  tiene  por  catetos  las 
longitudes  conocidas. 


3.  Un  jardinero  posee  una  cuerda  de  100  metrós  y 
quiere  cercar  con  ella,  en  forma  de  sector  circular, 
un  jardín,  de  modo  que  el  área  sea  máxima.  Hallar 
dicha  área. 


Resolución: 

Si  x  es  el  rádió  dél  sector,  entonces  la  longitud  dél 
arco  AB  es  (100  -  2x). 

El  área: 

S  =  ^  (longitud  de  AB)(radio) 

s  =  1(100 -2x)(x) 

S  =  50x  -  x2  ...(1) 

Para  hallar  el  máximo,  hacemos: 

Luego:  50  -  2x  =  0 
=*  x  =  25;  este  es  el  valor  de  x  que  da  el  máximo 
deS. 


dS=0 

dx 


Reemplazando  en  (1): 


4.  Hallar  el  valor  máximo  dél  área  dél  rectángulo  ins- 
crito  en  un  semicírculo  de  rádió  Y\  si  unó  de  sus 
lados  está  sobre  el  diámetro. 

Resolución: 

Considerando  el  gráfico: 


y  =  rsena  A  x  =  2rcosa 
El  área  dél  rectángulo: 

A  =  xy  =  2r2senacosa 

=>  A  =  r2sen2a.  Se  observa  que  A  es  función  de  a, 
donde  0°  <  a  <  90°. 
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Para  hallar  el  valor  de  a  que  da  el  máximo  valor  de 

A:  ^  =  0 
da 

r2(2oos2a)  =  0  =»  cos2a  =  0  =>  2a  =  90°  =>  a  =  45° 
=*  Amáximo  =  r2sen(2  x45°)  =  PsenQO0 
•  a  =  r2 

En  un  rombo  ABCD  cuyo  lado  midé  3/3  m,  se  tra- 
za  por  el  vértice  A  una  recta  paralela  a  la  diagonal 
BD,  luego  se  hace  girar  el  rombo  en  torno  a  esta 
recta,  una  vuelta  completa,  con  lo  que  se  generará 
un  sólido  cuyo  volumen  máximo  debe  calcularse, 
así  como  la  longitud  de  BD,  para  este  volumen. 

Resolución: 

Sea,  según  el  gráfico: 

AO  =  x;  BO  =  y;  con  el  teorema  de  Pappus-Guldin, 
el  volumen  dél  sólido  generado,  es: 

V  =  2jix(área  ABCD) 

»2x)(2y)| 


V  =  2nx 


1 


V  =  4tix  y 


4 

\  B 

..(D 

3V^ 

A 

Al 

/x 

T  \ 

\  0 

(2) 

i 

r  I 

3 

En  el  AAOB:  x2  =  (3V3  f  -  y2 

Reemplazando  en  (1): 

V  =  4ti(27  -  y")y 

Como  V=  f(y),  hallamos  ^  e  igualamos  a  cero 
para  obtener  el  valor  de  “y”  que  da  el  máximo: 

^  =  10811-12^ 

108ti  -  12?!/  =  0 


^  =  ^(108ny-4n/) 

4^  =  o 


dy 


y  =  3 


Luego,  BD  =  6  m  y  el  volumen  máximo: 

V  =  216n  m3 

6.  Un  árból  de  9  m.  de  altura  se  encuentra  en  la  cima 
de  una  colina  de  17  m.  de  alto.  Si  el  ojo  de  un  ob- 
servador  se  encuentra  a  1  m  dél  suelo,  <j,a  qué  dis¬ 
tancia  debe  encontrarse  de  un  punto  directamente 
bajo  el  árból,  para  que  sea  máximo  el  ángulo  for- 
mado  por  las  visuales  a  la  base  y  a  la  copa  dél 
árból? 

Resolución: 

Sea  el  gráfico: 


Incógnita:  x,  cuando  a  es  máximo. 

Se  observa:  a  =  <|>  -  p 

tana  =  tan(<j>  -  p)  =*  tana  =  ~  tan^ 

VT  1  +tan<f>tanp 

Del  gráfico:  tan<|)  =  ^ 


ta"0  =  ü§  =  ^ 


16 

X 


Luego:  tana  = 


25 

x 


16 

x 


1  + 


(?)(?) 


tana  = 


9x 


x2  +  400 


Como  tana  =  f(x),  (función  de  x),  a  será  máximo 
cuando  tana  lo  sea. 

9x 


Luego,  derivamos:  f(x)  = 


x2  +  400 


e  igualamos  a 


cero  para  hallar  el  valor  de  x  que  da  el  máximo: 
df(x)  9(x2  +  400)  -  9x(2x) 

dx  ^  (x2  +  400 f 

De  donde:  9(x2  +  400)  -  18x2  =  0  =»  x  =  20  m 


Determinar  las  dimensiones  dél  cono  circular  recto 
circunscrito  a  una  esfera  de  rádió  2  m,  de  tál  modo 
que  el  volumen  de  dicho  cono  sea  mínimo. 

Resolución: 

Sean  x  e  y,  el  rádió  de  la  base  y  la  altura  dél  cono, 
respectivamente.  El  volumen  V,  dél  cono,  es: 


V  =  -|x2y 


...(1) 


En  el  triángulo  AMB:  AB  =  Jx2  +  y2 

Se  trata  de  despejar  una  de  las  variables  (x  0  y),  en 

función  de  la  otra,  para  reemplazar  en  (1). 

AOTB  ~  AAMB:  ^  =  §§  -- 

AM  AB 

2  y-2 

x 

4y 

De  donde:  x  =  — —r 
y-4 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

V 


4jiy2 

=.  V-  4n 

y2  1 

3(y  -  4)  ' 

v  3 

(y-4). 

Derivando  respecto  a  y: 


dV 

4ti 

CM 

> 

■°l 

dV 

4ti 

OO 

1 

04 

>» 

dy 

“  3 

dy\x  -4/ 

dy 

3 

(y-4)2. 

Igualando  a  cero  para  hallar  el  valor  de  y  que  da  el 
mínimo  V. 

47t[y2-8y 


y  = 


=  0,  de  donde:  y2  -  8y  =  0 
y  =  8 


3  [(y-4)2 

[0,  de  un  mínimo 
1 8,  de  el  mínimo  buscando 

Para  hallar  x,  de  (2),  expresión  anterior: 

X*  =  =  8  ^  x  =  2V2 

y-4  8-4 

Por  lo  tanto,  la  altura  dél  cono  es  8  m  y  el  rádió  de 
la  base  2/2  m. 

Con  un  alambre  de  longitud  100  m  se  forma  un 
cuadrado  y  una  circunferencia.  Indicar  cómo  debe 
cortarse  el  alambre  para  que  la  suma  de  las  áreas 
encerradas  sea: 

I.  Mínima.  II.  Máxima. 


Dato:  Tomar  n  =  -y- 

Resolución: 

Se  tiene: 

alambre 

•- - « 

I - 100 - 1 


Debe  cumplirse:  2nx  +  4y  =  100 
con  71  =  =*  +  4y  =  1 00 


De  donde:  11x  +  7y  =  175 

1 1  x 

Luego,  despejando  y:  y  =  25  - 


La  suma  de  áreas  encerradas:  A  =  7ix2  + 
Con  (1): 


275  2 
49 


25- 


11x  j2 


550 


x  +  625 


y2 


...(2) 


Se  puede  responder  a  las  preguntas  planteadas, 
observando  el  gráfico  de  la  función  A  =  f(x). 


x^  da  el  mínimo  valor  A,  de  la  función  A  =  f(x), 
el  cual  se  obtiene  haciendo  f  (x)  =  0. 

Veamos:  ^  =  -rW^^x2  -  -§|^x  +  625) 
dx  dx\  49  7  f 

■  dA  550  550 
‘ *  dx  49  7 

Igualando  a  cero:  ^|^x  -  -  o 

de  dónde:  x  =  7  (este  es  el  valor  x^ 

Y  se  verifica  analíticamente  que  es  el  mínimo, 

yaquef(x)=  ^x--^ 

Siendo  la  segunda  derivada:  f'(x)  = 


550 

49 


>  0 


Así,  el  valor  mínimo  de  A  se  obtiene  al  reempla- 
zar  x  =  7,  en  (2): 


Amlnim„=^(7)2-^(7)  +  625 


550/ 


El  alambre  en  este  caso,  debe  cortarse 
para  obtener  una  circunferencia  de  longitud 
27tx  =  2|-i^)(7)  =  44  m,  siendo  el  resto  de 

100  -  44  =  56  m,  para  formar  el  cuadrado  de 
lado  y  =  56/4  =  14  m. 


II.  De  la  curva  A  =  f(x),  se  observa  que  x3  da  el 
máximo  valor  de  A,  el  cual  ocurre  cuando  “x” 
es  máximo.  Es  decir,  cuando  “y”  sea  mínimo. 


_  Geometria  ■  677 

Hecho  que  ocurre  al  dedicar  todo  el  alambre  a 
formar  una  circunferencia. 

Entonces:  y  =  0.  De  modo  que,  al  reemplazar 
en  (1),  se  obtiene: 

0  =  25-il*  =>x=±^  valor  de  x3 

Al  sustituir  en  (2),  hallamos  el  máximo  valor  de 
A  =  f(x): 

*  275 / 1 75 \2  550/175\  ,  R9(- 

“  tsyít)  -~(tt)+625 

Am*,mo=  ^m2  =  795,45  m2 

Notar  que  en  la  curva  A  =  f(x),  el  punto  A2  se 
obtiene  para  x  =  0,  dando  el  valor  A  =  625  m2, 
en  la  expresión  (II).  Esto  ocurre  cuando  todo 
el  alambre  se  dedica  a  formar  un  cuadrado  de 

lado  =  25  m. 

4 

Por  lo  tanto,  en  el  intervalo  [0;  x3],  el  mínimo  es 
A,  y  el  máximo  A3. 

9.  La  figura  muestra  una  porción  de  cartulina,  en  for¬ 
ma  de  sector  circular  de  rádió  R,  con  la  cual  se 
quiere  obtener  la  superficie  lateral  de  un  cono  de 
revolución  de  volumen  máximo. 

Hallar  la  longitud  dél  rádió  de  la  base  dél  cono. 


Resolución: 

Llamando  x,  el  rádió  de  la  base  dél  cono;  la  gene- 
ratriz  R  y  la  altura  M2  -  x2 
El  volumen  V,  se  evalúa: 

V  =  |x2VR2-x2 
-  V=|x2(R2-xT 
Hallamos,  ahora  V’  = 

dx 

=>  V’=  |(2x)(R2-x2)1,2+  i x2(i)(-  2x)(R2-  x2)1,2_1 

V  =  |nx(R2  -  xT  ~  f  x3(R2  -  x2)-1'2 


Igualando  a  cero,  para  hallar  el  valor  de  x  que  da  el 
máximo  V: 


V’  =  0  =»  |xx(R2  -  x2f  -  |x3(R2  -  x2rm  =  0 
De  donde:  x  = 


10.  Hallar  la  longitud  máxima  de  una  varilla  de  acero 
que  se  puede  trasladar  de  un  corredor  a  otro,  de 
anchos  27  y  64  pies,  respectivamente,  suponiendo 
que  la  varilla  debe  permanecer  siempre  paralela  al 
piso. 
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Resolución: 

lázi4 


h27n 

La  situación  es  como  indica  la  figura:  donde  la  va¬ 
rilla  AC  podrá  deslizarse  a  través  de  A  y  C. 

AC  =  AB  +  BC 

AC  =  27csca  +  64seca  ...(1) 

Se  observa  que  AC  =  f(a) 

Luego:  =  -27cscacota  +  64secatana 

Igualando  a  cero,  para  hallar  el  valor  de  a  que  cum- 
ple  la  condición  planteada: 

-27cscacota  -l-  64secatana  =  0 
De  donde:  tana  =  3/4  =>  a  =  37° 


Finalmente,  reemplazando  en  (1): 

AC  =  125  pies. 


AC  =  27  X  4  +  64  X  f 
3  4 


11.  En  un  sector  circular  de  áfea  conocida  A,  hallar  la 
medida  dél  ángulo  Central,  para  que  el  perímetro 
sea  mínimo. 

Resolución: 

Sea  x  la  longitud  dél  rádió  y  a  (en  radianes),  la  me¬ 
dida  dél  ángulo  Central. 

La  longitud  dél  arco  seré:  ax. 


El  dato:  ^-  =  A 
Para  el  perímetro: 

P  =  2x  +  ax  =  (2  +  a)x  =>  P  =  (2  +  a),^ 

o  mejor:  P  =  2/2Aa'1/2  + /2A(a1/2)  ...(1) 

Como  P  es  una  función  de  a,  para  hallar  el  valor 
dP 

mínimo  de  P,  hacemos:  =  0 

da 

Así:  P’  =  ^  =  2V2X(l)(a~*'1)+ 

FIK  I 


P'  =  dP  =  _  Í2A  (cT3*)  + 

da  2. 


...(2) 


Haciendo  P’  =  0,  para  hallar  el  valor  de  a  que  da  el 
mínimo  valor  de  P:  -  -/2A  (a_3/2)  +  :^-(a~V2)  =  0 
De  donde:  a  =  2  rád 

Nóta.  Verificamos  que  a  da  un  mínimo  de  P,  com- 
probando  que  P’  >  0,  para  a  =  2.  En  efecto,  deri- 
vando  respecto  a  a,  la  ecuación  (2)  para  hallar  P”: 


p”=£<p’) 


p-'=  ^.(_V2Aa-3/2  +  ^a-i'J) 

P”=_/2A(_|)a-“-'  +  Íp(-l)a-,/2-' 

P”=  |y2A(a-5,2)-^p(a-3'2) 

El  gráfico  P  vs  a,  es: 


■=  3££/  1  \  VSü  1 


'p"-f®(7?)  4 


(ff) 


Efectivamente:  P"  =  =  JE- =  IK  >  o 

o  o  4 

a  =  2,  es  el  mínimo  valor  de  P. 

12.  Si  el  perímetro  de  un  triángulo  isósceles  es  L,  ha¬ 
llar  el  valor  máximo  dél  área. 

Resolución: 

Sea  el  triángulo  ABC,  con  AB  =  BC 
B 


Sean:  AB  =  y;  AC  =  x  (x  e  y  són  variables) 
Dato:  2y  +  x  =  L  ...(1) 

Incógnita:  valor  máximo  dél  área  ABC 
Llamemos  S  al  área  dél  triángulo  ABC: 

S  =  |(AC)(BH) 

Siendo:  AH  =  HC  =  ;  en  el  triángulo  ABH: 


BH=  ^(ABf-(AH)2  =  Jy2-^ 

Luego:  S  =  l(x)J y2--£ 

Debemos  expresar  S  en  función  de  una  sola  varia- 
ble.  Para  ellő,  despejamos  x  en  (1): 
x  =  L  -  2y.  En  la  expresión  anterior: 


S  =  -l(L-2y)^y2 
Simplificando: _ 


)Jy 


(L  -  2y  )2 


...(2) 


Para  hallar  el  valor  de  “y”  que  da  el  máximo  S, 
igualamos  a  cero,  la  derivada  de  S  respecto  a  “y”. 
dS 


=  0;  4- 


=  0 


dy  ~~  ’  dy 

Efectuando  el  desarrollo  de  la  derivada  dél  produc- 
to  de  las  funcionesjt  _  yj;  J[_y  _  L  Con  la  regla 
(V)  vista  anteriormente,  así  como  la  regla  (VII): 

JLv- 1) + (?  -  y)^(Ly  -  jJ  V)  =  0 

-íy^í+i(i-y)(Ly-ír=° 

L(H 


Es  decir: 


Ji-y- 


2 

Luego: 


)-M) 


De  donde:  y  =  -jj.  De  modo  que  al  reemplazar  en 
(1):x  =  | 

Es  decir:  AB  =  BC  =  AC  =  resultando  ABC,  un 

triángulo  equilátero.  El  valor  dél  área  es: 

/L\2V3  L2V3 

\  3  /  4  36 

13.  En  la  figura,  se  conocen  las  longitudes  a,  b  y  L. 
Hallar  el  valor  de  x,  de  modo  que  la  suma: 

S  =  AP  +  PC,  sea  mínima. 

A 


Resolución: 

Haciendo  uso  dél  teorema  de  Pitágoras  en  los 
triángulos  ABP  y  PDC: 

AP  =  la2  +  x2  y  PC  =  ^(L-xf  +  b2 

Luego:  S  =  Ja2  +  x2  +  ^(L  -  xf  +  b2 

Para  hallar:  Smlnimo  hacemos:  =  0 

Así:  ^-[i/a2  +  x2  +  ^(L  -  xf  +  b2]  =  0 

d  ^2^2  d  j(L_  )2  +  b2  =  0 
dx  dx1v  ’ 

oA(a2  +  xT  +  ^(L-xf  +  b2  =  0 


Efectuando:  ^(a2  +  x2)1' 


’(2x) 


+  ^[(L-  x)2  +  b2]1'2'  ’(2)(L  -  x)(-1)  =  0 


Simplificando: 
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(L-x) 


-/7+x2  V(L-Xf +  b2 
De  donde:  (b2  -  a2)x2  +  2a2Lx  -  a2L2  =  0 

Resolviendo  para  x: _ 

-2a2L±^(2a2L)2  -  4(-a2L2)(b2-  a2) 
X_  2(b2  -  a2) 

=  -2a2L  ±  2abL 
2(b2  -  a2) 

Dando:  x:  ;  si  b  ^  a  A  aL 


=  0 


b  +  a  ’ 


a  -  b 
aL 


Pero,  como  —  -  >  1,  entonces  >  L,  por  lo 

a  -  b  a  -  b 

gl 

cual  no  se  acepta  como  solución  _  b ,  ya  que  x 
debe  ser  menor  que  L. 

aL 

Así,  la  respuesta  seré:  x  = - r- 

a  +  b 

14.  De  una  hója  de  cartón  cuadrada,  de  lado  L,  hay 
que  hacer  una  caja  rectangular  abierta,  de  mayor 
capacidad  posible,  recortando  para  ellő  cuadrados 
de  lado  x,  en  los  ángulos  de  la  hója  y  doblando 
después  los  salientes  de  la  figura,  en  forma  de 
cruz.  Hallar  el  valor  de  x. 

Resolución: 

Se  tienen  los  esquemas: 


El  volumen  V  de  la  caja: 

V  =  (L  -  2x)2x  .-.  V  =  L2x  -  4Lx2  +  4x3 

Para  el  máximo:  =  0 

dx 

-j-(L2x  -  4Lx2  +  4x3)  =  0 
dx v  ' 

De  donde:  x  =  l_/2  v 
.-.  La  solución  será:  x  = 


L2  -  8Lx  +  12x2  =  0 

x  =  L/6 
L 


15.  En  una  semiesfera  de  rádió  R,  se  inseribe  un  cilin- 
dro  circular  recto,  de  volumen  máximo.  Hallar  dicho 
volumen. 


Resolución: 
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Sean  xey,  rádió  de  la  base  y  altura  dél  cilindro, 
respectivamente. 

El  volumen  V,  dél  cilindro: 

V  =  7tx2y  ...(1) 

En  el  triángulo  rectángulo,  obtenido  de  la  sección 
indicada: 

x2  =  R2  -  y2  ...(2) 

Reemplazando  (2)  en  (1): 

V  =  7t(R2  -  y2)y  =>  V  =  7iR2y  -  7iy3 

Es  decir,  hemos  expresado  V  como  una  función  de 
“y".  Para  hadar  el  valor  de  “y”,  que  da  el  máximo  V, 
se  iguala  a  cero  la  derivada. 

^7  =  °-  ^(*R2y-*y3)  =  0 
=>  tiR2  -  3;iy2  =  0 
De  donde:  y  =  -5-/3 
Ahora,  en  (2):  x  =  ^--/6 


Finalmente,  en  (1):  Vmáximo  =  |tiR3(3/3  -  276 ) 

<4  DEMOSTRACIÓN  DE  TEOREMAS  Y  PROPIE- 
DADES  EN  POLIEDROS 

Superficie  esférica  tangente  a  las  aristas  de 
un  cubo 

Consideremos  el  cubo  ABC... H, 
cuyas  aristas  tienen  longitud 
“a".  Determinemos  la  longitud  x 
dél  rádió  de  la  superficie  esféri¬ 
ca  tangente  a  todas  las  aristas. 

El  punto  de  contacto  con  ellas, 
es  su  punto  medio.  El  centro  de 
la  esfera  es  el  mismo  centro  dél 
cubo. 

Luego,  si  M  es  el  punto  de  tangencia  en  EF:  OM  =  x. 

P,  centro  de  la  cara  AHEF. 


Finalmente  en(1):  Vmáximo  =  |tiR3/3 

16.  La  figura  muestra  un  octavo  de  esfera  de  rádió  R, 
en  el  cual  se  inseribe  un  cilindro  circular  recto,  de 
volumen  máximo.  Hallar  dicho  volumen. 


Resolución: 

Sean  “x”  e  “y”,  rádió  de  la  base  y  altura  dél  cilindro. 
El  volumen:  V  =  7ix2y  ...(1) 

E,  es  el  punto  de  contacto  de  la  superficie  esférica 
con  la  circunferencia  de  la  base  superior  dél  cilindro. 
OM  biseca  el  ZAOC,  Por  lo  tanto:  OM  =  x/2 


En  el  AOPM:  OP  =  PM  =  |  x  =  |/2 

Superficie  esférica  tangente  a  las  aristas  de 
un  tetraedro  regular 

Consideremos  un  tetraedro  regular  ABCD,  cuyas  aristas 
tienen  longitud  “a”.  Queremos  hallar  la  longitud  x,  dél  rá¬ 
dió  de  la  superficie  esférica  tangente  a  todas  las  aristas 
dél  tetraedro.  Basta  notar  que  el  centro  de  esta  esfera 
es  el  mismo  que  el  de  la  esfera  circunscrita,  donde: 

OA  =  OB  =  OC  =  OD  =  R 


En  el  AOHE,  de  la  sección  BŐD: 
y2  =  R2  -  (xi2  +  x)2 
y2  =  R2-x2(3  +  2/2) 

R2  —  v2 

De  donde:  x2  = - ...(2) 

3  +  2/2  ' 

Reemplazando  (2),  en  (1): 


V  =  n(3  —  2  /2  )R2y  -  jt(3  -  2/2)y3 
Entonces,  para  el  Vm4ximo: 

^  =  0  =»  n(3  -  2  /2  )R2  -  3x(3  -  2  /2  Jy2  =  0 

Efectuando:  y  =  5-/3 

En  (2):  x2  =  (3-2/2)(|r2) 


Además,  en  la  sección  AOD,  OM  1  AD,  OM  =  x 
Entonces:  MD  =  — 

Y,  en  el  AOMD:  x2  =  R2  -  (|)2 

Como  se  sabe:  R  =  ZíL 


Teorema  de  Euler 


En  todo  poliedro  convexo,  el  número  de  caras  aumen- 
tado  en  el  de  vértices,  es  igual  al  de  aristas  más  dós. 
Siendo  C  el  número  de  caras,  V  el  de  vértices  y  A  el  de 
aristas,  hay  que  probar  que: 


C+V=A+2 


••(1) 


Sea  una  superficie  poliédrica  abierta  terminada  en  una 
línea  poligonal  plana  o  no  plana  ABCDEFGHIJ. 


Los  elementos  de  ella  cumplirán  esta  reláción: 


C+ V=A+ 1 


•(2) 


En  efecto,  se  cumple  en  el  caso  de  una  sola  cara,  pues 
el  número  de  lados  es  igual  al  de  vértices;  bastará  pro¬ 
bar  que  si  se  cumple  la  fórmula  anterior  para  una  super¬ 
ficie  de  C  caras,  se  cumple  para  C  +  1  caras. 

Anadamos  a  la  superficie  de  C  caras  una  cara  más 
CDEFK,  con  “m”  lados  y  “m”  vértices.  Suponiendo  que 
esta  nueva  cara  deje  todavía  abierta  la  superficie  polié¬ 
drica,  su  contomo  no  podrá  coincidir  con  la  línea  que 
antes  limitaba  la  abertura,  solo  coincidirán  “p”  de  los  “m” 
lados.  Al  tener  “p"  lados  comunes  con  la  superficie,  ten- 
drá  p  +  1  vértices  comunes,  o  sea  las  caras  són  ahora 
C  +  1 ,  los  vértices  V  +  m  -  (p  +  1 )  y  las  aristas  A  +  m  -  p. 


Y  componiendo  la  reláción  que  propusimos  (2): 

C  +  1  +  V  +  m-(p+1)  =  A+  m-  p  +  1 
C  +  V  =  A  +  1 

Queda,  pues,  probada  la  exactitud  de  la  fórmula  (2) 
en  virtud  dél  principio  de  inducción.  Pero  ocurre  que 
al  anadir  la  última  cara  que  cierra  el  poliedro,  el  nú¬ 
mero  de  vértices  y  el  de  aristas  no  aumentan,  pues 
unos  y  otras  són  comunes  a  la  superficie  y  a  la  cara 
que  se  anade.  En  cambio  las  caras  aumentan  en  una 
unidad. 

Así,  en  la  fórmula  (2),  si  el  primer  miembro  ha  aumenta- 
do  en  una  unidad,  para  que  subsista  la  igualdad  habrá 
que  anadir  unó  al  segundo  miembro,  quedando: 
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Demostración  de  que,  en  todo  poliedro,  la 
suma  de  la  medida  de  los  ángulos  en  todas 
las  caras  es: 

ZZ  de  todas  las  caras  =  360°(V  -  2) 

Supongamos  un  poliedro  que  tiene 
m1  caras  de  n1  lados  cada  una; 
m2  caras  de  n2  lados  cada  una; 
m3  caras  de  n3  lados  cada  una. 


Entonces: 

IZtodas  las  caras  =  m1[180°(n1  -  2)]  +  m2[180°(n2  -  2)]+  ... 
IZtodas  las  caras  =  ISO^tr^n,  +  m2n2  +  ...  -  -  2m2  -  ...) 

IZtodas  las  caras  =  180°[m1n1  +  m2n2  +  ...  -  2(01,  +  m2  + 

Por  otro  lado:  m,  +  m2  +  ...  =  C,  (número  totál  de  caras). 

y:  m,n,  +  m2n2  +  ...  =  2A  =  (siendo  A,  el  número  totál  de 
aristas). 

Reemplazando  esto  en  (1): 

IZtodas  las  caras  =  180°(2A  —  2C)  =  360° (A  —  C);  pero,  por  el 
teorema  de  Euler: 

A  +  2  =  C  +  V  =*  A-C  =  V-2 

Luego:  IZtodas  las  caras  =  360°(V  -  2) 


Demostración  de  que  solo  existen  cinco  po- 
liedros  regulares 

Vámos  a  demostrar  que  solo  existen  5  poliedros  regu¬ 
lares,  es  decir,  5  poliedros  convexos  cuyas  caras,  en 
cada  caso,  són  todas  regiones  poligonales  regulares 
congruentes.  Para  ellő,  consideremos: 

C:  número  de  caras. 

A:  número  de  aristas. 

V:  número  de  vértices. 

También: 
n:  número  de  lados  en  cada  cara. 
m:  número  de  aristas  que  concurren  en  cada  vértice. 

Se  tienen:  mV  =  2A  ...(I) 

y  nC  =  2A  ...(II) 

Igualando  los  primeros  miembros  de  (I)  y  (II): 

mV  =  nC  =>  V=  —  ,..(|||) 

m 

Por  el  teorema  de  Euler:  C  +  V  =  A  +  2 
Escribamos  esta  reláción  solo  en  términos  dél  número 
de  caras  (C).  Para  ellő,  de  (II):  A  = 

Y,  con  (III):  C  +  ^  ^  +  2 

v  '  m  2 


Despejando: 


C  = 


4m 

2m  +  2n  -  mn 


...(a) 


Ahora  estamos  en  condiciones  de  averiguar  cuántas 
caras  tendrán  los  poliedros  regulares,  dando  valores  a 


C  +  V  =  A  +  2 
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“m”  y  “n”.  Es  evidente  que,  el  menor  valor  de  “m”  es  3. 
También  el  menor  valor  de  “n”,  es  3. 

Probando,  para  “m”  primero  y  luego  “n”,  cuidando  que 
C  resulte  entero: 

1 2 

1.°  Si  m  =  3,  reemplazando  en  (a),  queda:  C  =  _ 

o  —  n 

Luego,  en  esta  última  expresión  de  C, 

Sin  =  3  =*  C  =  4  (tetraedro  regular) 

Sin  =  4  =>  C  =  6  (hexaedro  regular) 

Sin  =  5  =*  C  =  12  (dodecaedro  regular) 


2.°  Para  m  =  4;  en  la  expresión  (a),  luego  de  simplifi- 

o 

cár,  queda:  C  =  . 

4-n 


3.° 


Aquí,  el  único  valor  posible  de  “n”,  es  3;  lo  cual  con- 
duce  a  C  =  8  (octaedro  regular). 


Si  m  =  5,  en  (a):  C  = 


20 

10 -3n 


Deducimos  que,  en  este  caso,  el  único  valor  posible 
de  “n”;  es  3.  Resultando  C  =  20  (icosaedro  regular). 

4  0  Si  m  =  6,  en  (a),  queda:  C  =  ^  6  ^ 

Expresión  que  no  lleva  a  determinar  algún  otro  po- 
liedro. 


5.°  Análogamente,  para  otros  valores  de  “m”,  no  se  lo- 
gra  solución. 

Así,  queda  demostrado  que  solo  existen  5  polie- 
dros  regula  rés. 


Volumen  dél  icosaedro  regular 

Consideremos  un  icosaedro  regular  de  arista  “a”. 
Tenemos: 

Vjcosaedro  =  20VOFAG;  es  decir,  20  veces  el  volumen  de  la 
pirámide  OFAG: 

VICoSae«,o  =  20  x  I(área  FAG)(OP)  ...(1) 

La  apotema  OP  dél  icosaedro,  se  calcula  en  el  AOPF: 


OP  =  ^(OFf-(PF)2 

Siendo,  el  AFAG,  equilátero:  (PF)l3  =  FG 
=>  (PF)/3  =  a  =»  PF  =  -jL 

De  otro  lado:  OF  =  ^  =  |Mf2  +  AC2,  en  el  AFAC. 

AC  es  diagonal  dél  pentágono  regular  ABCHG: 

AC  =  |(/5  +  1) 

=»  OF  =  |^a2  +  ^(V5  +  lf  =  |^10  +  2/5 


Reemplazando  en  OP: 

OP  =  10  +  2^5)--^  = 

Finalmente,  en  (1): 
v  _  /  20 \/  2  73  V  a  ízUM) 

v icosaedro  \  2  )\  4  )\2l  6  ' 

w  _  5£l  17  +  3/5  \ 

v  icosaedro  Q  \  y  2  / 


o  también: 


>=  ^(a2)(3  +  /5) 


Volumen  dél  dodecaedro 

Consideremos  un  dodecaedro  regular,  cuya  arista  tiene 
longitud  “a”. 

El  volumen  dél  dodecaedro  seré  12  veces  el  volumen 
de  la  pirámide  OABCDE: 

^dodecaedro  ^2(VqAqqqE)  ...  (1) 


OP  es  la  perpendicular  dél  centro  dél  dodecaedro,  a  la 
cara  ABCDE. 

OP  es  apotema  dél  poliedro  regular.  P  es  centro  de  la 
cara  ABCDE. 

Entonces: 

Voabcde  =  |(área  ABCDE)(OP)  ...(2) 

PAes  el  circunradio  dél  pentágono  regular  ABCDE. 

Se  sabe: 

AB  =  ^ilO-r/20  =»  a  =  !y-JlO-/2Ö 
De  donde:  PA  =  ,  -2~-  ...(a) 

V10-V2Ö 

En  el  AOPA:  (OP)2  =  (OA)2  -  (PA)2  ...(3) 

De  otro  lado: 

OA  =  ^  =  |MH)2  +  (Hl)2  =  -ija2  +  (Hl)2 ,  en  elAIHA 
Hl  es  diagonal  dél  pentágono  regular  TIMBH: 

Hl  =  +  1) 

TH  es  diagonal  dél  pentágono  regular  de  lado  “a”: 

TH  =  |(V5  +  1) 

Entonces,  reemplazando  en  lo  anterior: 

Hl  =  |(V5  + 

hi  =  |(3  +  m) 

y,  en  OA  =  ^a2  + ^-(3  +  Vöf 
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-  (OA)2  =  i(9  +  3/5) 
Reemplazando  (a)  y  (p),  en  (3): 
(OP)-=  £(9  +  3/5, 


...(P) 


De  donde:  OP 


=  §{ 


25  +  11/5 

10 


...(4) 


El  área  dél  pentágono  ABCDE: 

ÁreaABCDE  =  (5x||(DC)(PZ)  =  (§a)(^)(/5  +  1) 

A,.aABCDE-(f)(7_a_pt1) 


Área  ABCDE  =  ^-/ 25  +  10/5 
4 


...(5) 


Finalmente,  reemplazando  (4)  y  (5),  en  (2)  y  luego  en  (1 ): 

2571775) 


V, 


,=  (l2xl)(^25TW)(§^ 
_  5a3  Í4 

2  V 


10 


/47  -h  21  V5 

10 


o,  también: 


,=  a  (15  +  7/5) 


Reláción  entre  las  alturas  y  el  rádió  de  la 
esfera  inscrita  en  un  tetraedro 

Sean  ha,  hb,  hc  y  hd,  las  longitudes  de  las  alturas  dél 
tetraedro  ABCD,  trazadas  desde  los  vértices  A,  B,  C  y 
D,  respectivamente. 


Sean,  además,  “r”  el  rádió  de  la  esfera  inscrita  y  Sa,  Sb,  Sc 
y  Sd>  áreas  de  las  caras  opuestas  a  los  mismos  vértices. 
El  volumen  V,  dél  tetraedro,  se  puede  escribir: 

V  =  T(sa)(ha) 

v  =  Usb)(h„) 

i  o 

V  =  Á(Sc)(hc) 

V  =  T(sd)(hd) 

Además,  al  trazar  OA,  OB,  OC  y  OD: 

^OBCD  4-  V0ACD  +  V0ABD  +  VOABC  =  VABCD 

i(Sa)(r)  +  l(Sb)(r)  +  |(Sc)(r)  +  i(Sa)(r)  =  V 
|r(Sa  +  Sb  +  Sc  +  Sd)  =  V 


lr/3V  + 

3\  h,  +  h, 


3V  3V  ,  3V\  _ 


KI 


V 


'b  Mc  Md  / 

De  donde,  al  simplificar  V  y  3,  pasando  luego  “r”  al  pri¬ 
mer  miembro,  queda: 


ha  hb  hc  +  hd  r 


.(ex) 


Reláción  entre  las  alturas  y  los  rádiós  de  las 
esferas  exinseritas  en  un  tetraedro 

Consideremos  un  tetraedro  ABCD:  E,  centro  de  la  es¬ 
fera  exinserita  relativa  a  la  cara  BCD,  y  ra  su  rádió.  Esta 
superficie  esférica  es  también  tangente  a  los  planos  de 
las  otras  trés  caras. 

Llamemos  rb,  rc  y  rd  los  rádiós  de  las  otras  esferas 
exinseritas  (La  denominación  es  tál  que  las  esferas  són 
opuestas  a  los  vértices  A,  B,  C  y  D,  respectivamente). 
Sean  también  ha,  hb,  hc  y  hd,  alturas  respectivas  dél  te¬ 
traedro. 


El  volumen  V  dél  sólido: 


v  =  Á[Sa(ra)  +  Sc(ra)  +  Sb(ra)  -  Sa(ra)] 

Es  decir:  V  =  l(ra)(S0  +  Sc  +  Sb  -  S.) 

Pero,  con  las  relaciones  de  la  demostración  anterior: 
o.  _  3V 
Sa"  K 


Entonces:  V  : 


=  1(ra)(3V  +  3V  +  3V_3V^ 


De  donde: 


1__1  111 

ra  ha  +  hb  +  h,  +  h. 


KI 

-0) 


En  forma  análoga: 


Caso  dél  tetraedro  regular 

1.°  Rádió  de  la  esfera  inscrita:  en  la  formula  (a),  al 
reemplazar:  ha  =  h5  =  hc  =  hd  =  h,  longitud  de  la 
altura  dél  tetraedro  regular. 


.(y) 


Reemplazando  aquí,  los  equivalentes  de  Sa,  Sb,  Sc  y  Sd, 
según  las  expresiones  de  (*): 


De  donde: 
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Además,  recordando  que,  si  “a”  es  la  longitud  de  la 
arista:  h  =  -|/6 .  Entonces,  la  longitud  dél  rádió  de 

la  esfera  inscrita,  en  términos  de  la  longitud  de  la 
arista,  es: 


-1 

II 

e5|“ 

S>i 

...  (e) 

V  =  |(S,+  S2  +  4S) 

2.° 


Rádió  de  la  esfera  circunscrita:  en  el  gráfico  ad- 
junto,  O  es  el  centro  común  de  las  esferas  inscrita 
y  circunscrita  al  tetraedro  regular  ABCD.  O,  estará 
sobre  la  altura  BH  dél  sólido. 

Luego:  BO  +  OH  =  BH. 


R  =  fh 
4 


R  =  3r 


R  =  |V6 
4 


3.°  Rádió  de  la  esfera  exinscrita:  en  la  expresión  (p): 

é  =  _H  +  K  +  K  +  H:  siendo  ra =  rt>  =  -  = r' 


De  donde: 


...(co) 


En  función  de  la  longitud  de  la  arista: 


r'  =  |V6 


..(Y) 


Prismoide  o  prismatoide 

Es  el  sólido  que  tiene  por  bases  dós  polígonos  situados 
en  planos  paralelos  y  cuyas  caras  laterales  són  trape- 
cios  o  triángulos.  Algunos  ejemplos  són: 

F  G 


D  C 

Prismatoide  de  bases:  ABCD  y  EFG 


HIJK  y  PQRST 


W 


UVWX,  LMNO 


Volumen  dél  prismoide.  Si  Sí  y  S2,  áreas  de  las  bases: 
“d”,  distancia  entre  los  planos  de  dichas  bases  y  S  el 
área  de  la  sección  equidistante  de  ellos,  el  volumen  V 
dél  prismatoide  viene  dado  por  la  formula: 


Para  demostrar  esta  expresión,  veamos  un  teorema 
previo. 

Teorema.  El  volumen  de  una  pirámide  trapecial  cual- 
quiera,  es  igual  a  cuatro  veces  el  volumen  de  una  pirá¬ 
mide  que  tiene  por  vértice  cualquiera  de  los  vértices  dél 
trapecio  y  por  base  la  región  triangular  formada  al  unir 
el  vértice  de  la  pirámide  trapecial  y  los  puntos  medios 
de  los  lados  no  paralelos  dél  trapecio. 

La  figura  muestra  una  pirámide  de  vértice  O  y  base 
ABCD,  donde  BC//AD. 


En  la  figura,  MN  es  mediana  dél  trapecio. 

O 


Debemos  demostrar  que: 


V0 


l  —  4(\/bmno) 


En  efecto,  sabemos,  por  propiedad  para  todo  cuadri- 
látero,  que: 

ambn  =  *4  aabcd  ...(a) 

Si  “h”,  es  la  distancia  de  O  al  piano  ABCD: 


Vn 


=  4(Aabcd  )(h) 


VBMN0  =  ^(AMBN)(h);  al  tomar  por  vértice  O  y  base  MBN. 

Dividiendo  miembro  a  miembro  estas  dós  últimas  ex- 
presiones: 

\?ABCD  =  aABCD  con  (a):  Vqabcd  =  4(Vbmno) 
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Demostración  de  la  fórmula  dél  volumen  dél  pris- 
moide 


Consideremos  el  prismatoide  de  bases  FEG  (triangular) 

yABCD  (cuadrangular). 

área  FEG:  S2 

área  ABCD:  St 

distancia  entre  las  bases:  “d” 

MNPR,  es  la  sección  equidistante  de  las  bases  y  tiene 
área  S. 

Sea  O,  un  punto  de  la  región  MNPR.  Los  planos  deter- 
minados  por  O  y  las  aristas,  descomponen  al  prismatoi¬ 
de  en  pirámides  cuyo  vértice  común  es  O  y  bases  las 
dél  prismatoide  y  las  caras  laterales  dél  mismo. 

El  volumen  V,  dél  prismoide  se  evalúa  sumando  los  vo- 
lúmenes  de  las  pirámides: 

V  =  V0ABCD  +  V0EFG  +  VqefaD  +  VqcdE  +  VqecbG  +  VqaBGF  -O  ) 


Siendo:  V0A8C0  =  1(S,)(|)  =  ^  ...(2) 

voefg  =  |(s  2)(|)  =  nr  '(3) 

Aplicando  el  teorema  anterior: 

^OEFAD  =  4VEMN0  =  |4  j(AoMN)(2  )  =  "0”(^OMn)  ‘"(4) 

Vocde  =  4VEONP  =  ^4  X  j(ANOP)|-^j  =  -^(Anop)  .(5) 
^OECBG  =  4Veopr  =  X'jjí^OPR)^ )  =  “^(^OPr) 

Vqabgf  =  4Vfmor  =  X-^j(AMOR)^j  =  -0-  (Amor)  ...(7) 


Reemplazando  en  (1),  las  expresiones  dél  (2)  al  (7): 
V  =  -g-  H  ^  I-  "0"(AOmn  +  ANOp  +  Aopr  +  AMOr) 

v  6  +  6  +  6  ^Mmnpr^ 

Siendo:  área  MNPR  =  S 

f—  ,  ..  S-d  Sód  4d  o 

Entonces:  V  =  -f 

b  b  b 

De  donde:  V  =  +  S2  +  4S) 


Problémás  básicos 

1.  Ubicación  dél  punto  medio  de  un  segmento 

Dado  el  segmento  AB,  ubicar  su  punto  medio. 

Resolución: 


A. - .B 


Haciendo  centros  en  A  y  B,  con  rádiós  V,  aproxi- 
madamente  mayor  que  la  mitad  de  AB,  se  trazan 
dós  arcos,  los  cuales  se  cortan  en  los  puntos  P  y  Q. 
Si  se  trazan  AP,  PB,  AQ  y  QB,  el  cuadrilátero  APBQ 
será  un  rombo.  Entonces,  PQ ,  es  mediatriz  de  ÁB. 
El  punto  medio  de  AB  es  la  intersección  de  PQ  yAB. 

2.  Trazo  de  la  bisectriz  de  un  ángulo 

Dado  el  ángulo  AOB,  trazar  su  bisectriz. 


Resolución: 


Haciendo  centro  en  O,  vértice  dél  ZAOB,  se  traza 
un  arco  con  cualquier  rádió  V,  cortando  OA  en  P  y 
OB  en  Q. 

Luego  con  centros  en  P  y  Q,  y  el  mismo  rádió  R  (que 
puede  ser  igual  a  Y),*  se  trazan  otros  dós  arcos,  los 
cuales  se  cortan  en  el  punto  M,  interior  al  ángulo. 
Entonces,  OM  será  la  bisectriz  dél  ángulo  AOB,  ya 
que  los  triángulos  OPM  y  OQM  són  congruentes. 

3.  Graficar  un  triángulo,  conociendo  las  longitu- 
des  de  los  trés  lados 

Sean  “a”,  “b”  y  “c”,  las  longitudes  de  los  lados  dél 
triángulo  que  se  quiere  formar. 

- a 

- b 

- c 


Resolución: 


<4  CONSTRLCCIONES  GEOMÉTRICAS  CON  RE- 
GLA  Y  COMPÁS 

Haciendo  uso  de  una  regla  sin  marcas  de  unidades 
y  un  compás,  vámos  a  solucionar  algunos  problémás 
gráficos  de  construcción. 


Sobre  una  recta,  tomamos  un  punto  P.  Luego,  con 
el  compás,  medimos  una  longitud  PQ  =  a. 

Con  centro  en  P  y  rádió  “b”,  trazamos  un  arco.  Con 
centro  en  Q  y  rádió  “c”,  trazamos  otro  arco  que  cor- 
ta  al  anterior  en  el  punto  M. 

PMQ  es  el  triángulo  que  da  la  solución. 
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4.  Copiar  un  ángulo  dado 

Dado  un  ángulo  ABC,  copiarlo  de  modo  que  unó  de 
sus  lados  sea  el  rayo  dado  OP. 


C  O  p 

Resolución: 

Con  centro  en  B  y  cualquier  rádió  “r”,  se  traza  un 
arco  que  corta  BA  en  M  y  BC  en  Q. 


Haciendo  centro  en  O  y  rádió  Y\  se  traza  un  arco, 
que  corta  OP  en  F. 


Luego,  con  centro  F  y  rádió  QM,  se  traza  otro  arco 
que  corta  al  anterior  en  el  punto  T. 

El  ángulo  TOP  es  congruente  al  ZABC,  ya  que  los 
triángulos  TOF  y  MBQ  són  congruentes  (LLL). 

5.  Por  un  punto  exteriőr  dado,  trazar  una  recta  pa- 
ralela  a  otra  dada 

Dados  el  punto  P  y  la  recta  “m",  trazar  por  P,  una 
recta  m’,  paralela  a  m. 

•P 


Resolución: 


Tomemos  dós  puntos  A  y  B  de  m . 

Con  centro  en  P  y  rádió  AB,  se  traza  un  arco. 
Haciendo  centro  A  y  rádió  PB,  se  traza  otro  arco 
que  corta  al  anterior  en  el  punto  C. 

Como  PC  =  AB  y  AC  =  PB,  entonces  ACPB  es 
paralelogramo. 

Por  lo  tanto,  m’  pasa  por  P  y  C. 

Otro  procedimiento: 


Se  torna  un  punto  O,  de  m  y  haciendo  centro  en  él, 
con  rádió  OP,  se  traza  una  semicircunferencia  que 
corta  m  en  E  y  F. 

Con  centro  en  F  y  rádió  EP,  se  traza  otro  arco  que 
corta  al  anterior  en  Q. 

Como  EP  =  FQ,  entonces  PQ  //  ín. 

6.  Trazar  una  perpendicular  a  una  recta,  por  un 
punto  dado 

Si  el  punto  está  fuera  de  la  recta  dada. 

Dados:  L  y  P. 

.P 

« - ►L 

Resolución: 

Haciendo  centro  P,  se  traza  un  arco  con  rádió 
suficiente,  de  modo  que  corte  a  L  en  los  puntos  A 
yB. 


A 

I 


La  mediatriz  de  AB  dará  solución  al  probléma,  ya 
que  P  equidista  A  y  B. 

Para  trazar  dicha  mediatriz,  basta  trazar  dós  arcos 
con  centros  A  y  B,  por  debajo  de  L  con  el  mismo 
rádió  y  ubicar  el  punto  Q.  Entonces,  PQ  _L  L  . 

Si  el  punto  está  en  la  recta  dada. 

P,  sobre  L 


Resolución: 

A 

/t'P 


t 

Se  traza  una  circunferencia  con  centro  P  y  cual¬ 
quier  rádió,  cortando  a  L  en  los  puntos  A  y  B. 
Luego,  se  traza  la  mediatriz  de  AB. 

Por  lo  tanto,  PQ  da  solución  al  probléma. 
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7.  Otros  procedimientos: 

Por  el  extremo  B,  trazar  una  perpendicular  al  seg- 
mento  dado  AB. 

A« - *B 


1.a  Resolución: 


Con  centro  en  B,  se  traza  un  arco  cualquiera  y  con 
el  mismo  rádió,  con  centro  en  C,  otro  arco  que  cor- 
ta  al  anterior  en  el  punto  D. 

Se  prolonga  CD  hasta  E,  de  modo  que  DE  =  CD. 
Entonces:  EB  _L  AB,  ya  que: 

ZECB  =  60°,  por  ser  ACDB  equilátero  y  CE  =  2CB. 


2.a  Resolución: 


Se  traza  una  semicircunferencia  AC,  de  centro  B  y 
rádió  BA. 

Con  el  mismo  rádió  y  centros  A  y  C,  se  trazan  arcos 
que  cortan  al  anterior  en  los  puntos  P  y  Q. 

Las  prolongaciones  de  AP  y  CQ,  se  encuentran  en 
F,  entonces  FB  _L  AB. 


8.  Dividir  un  segmento  en  un  numero  dado  de 
segmentos  congruentes 

Dividir  el  segmento  AB,  en  3  segmentos  congruen¬ 
tes. 

A- - *B 


Resolución: 

Por  A,  se  traza  un  rayo  cualquiera,  que  no  esté  en 
AB. 

Sobre  este  rayo,  se  tornán  sucesivamente,  con  el 
compás,  3  segmentos  congruentes:  AP^  P,P2  y 
P2P3.  (La  longitud  común  a  estos  segmentos,  pue- 
de  ser  cualquiera). 


Por  los  puntos  P2  y  P1f  se  trazan  paralelas  a  P3B, 
obteniéndose  los  puntos  M  y  N,  sobre  AB. 

Como  AP,  =  P,P2  =  P2P3.  entonces:  AN  =  NM  =  MB, 
quedando  resuelto  el  probléma. 

*\ 

El  procedimiento  es  el  mismo  para  cualquier  otro 
numero  de  partes  congruentes. 

V _ _ _ _ _ _ _ 

Aplicaciones: 

1 .  Construir  un  rectángulo,  dadas  sus  dós  longitudes 

Dadas  “a”  y  “b”,  longitudes  de  los  lados  de  un  rec¬ 
tángulo,  construir  dicha  figura. 

. _ b _ . 


Resolución: 


Sobre  una  recta  “n”,  se  torna  un  punto  A,  el  cual 
será  un  vértice  dél  rectángulo. 

Desde  A,  sobre  n,  se  torna  una  longitud  AB  =  b. 
Por  B,  con  alguno  de  los  procedimientos  estudia- 
dos  se  traza  una  perpendicular  a  AB  y  sobre  ella  se 
torna  BC  =  a. 

Con  centro  en  A  y  rádió  “a”,  se  traza  un  arco  que 
corta  en  D  al  arco  trazado  con  centro  C,  y  rádió  “b”. 
ABCD,  es  el  rectángulo  pedido. 


Si  se  pidiera  una  longitud  Va2  +  b2 ,  la  solución 
sería  AC. 

* _ I 


2.  Construir  un  cuadrado,  conociendo  la  longitud 
dél  lado 

Dada  la  longitud  L  dél  lado  de  un  cuadrado.  construirlo. 
L 


Resolución: 


El  procedimiento  es  igual  al  anterior,  haciendo: 
a  =  b  =  L 


3.  Construir  un  cuadrado,  conociendo  la  longitud 
de  su  diagonal 

Dada  la  longitud  “d”  de  la  diagonal  de  un  cuadrado, 
construir  dicha  figura. 


Luego,  se  traza  P3B. 
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Resolución: 


Sobre  una  recta  “n”,  se  torna  un  punto  A  y  a  partir 
de  él,  una  longitud  AC  =  d. 

Se  traza  la  mediatriz  de  AC,  es  decir: 
m  1  n,  en  M  (punto  medio  de  AC). 

Sobre  la  recta  “m”,  desde  el  punto  M,  se  ubican  los 
puntos  B  y  D,  de  modo  que  MB  =  MA  y  MD  =  MA. 
ABCD,  da  solución  al  probléma. 

4.  Conociendo  la  longitud  de  un  segmento,  cons- 
truir  otro  de  longitud  k  veces  al  lado 

Dado  el  segmento  de  longitud  “a”,  construir  otro  de 
longitud  doble,  triple,  etc. 

,  a  t 

Resolución: 

l-a-j  ^ 

A  A1A2A3A4  ■”  P 

Sobre  un  rayo  cualquiera  AP,  se  tornán  los  puntos 
A^  A2,  A3i...,  de  modo  que: 

AA1  =  a;  A1A2=  a;  A2A3  =  a;  ... ;  sucesivamente. 
Entonces:  AA2  =  2a;  AA3  =  3a;  AA4  =  4a;  ... 

Dado  el  segmento  de  longitud  “a”,  construir  otro 
cuya  longitud  sea  una  fracción  de  “a”. 

o 

Por  ejemplo,  obtener  un  segmento  de  longitud  -^a 

b 

Resolución: 

a 


Sobre  un  rayo  cualquiera  se  torna  la  longitud  AB  =  a. 
Por  A,  se  traza  otro  rayo,  en  el  cual  se  tornán  longi- 
tudes  iguales  entre  sí: 

AP1  =  P,P2  =  P2P3  =  P3P4  =  P4P5 

(una  cantidad  igual  al  numerador  de  la  fracción 
dada) 

Se  traza  P5B  y  luego  las  paralelas  R,E, ... 

=>AE  =  EF  =  FG  =  GH  =  HByAG  =  -|a,  es  la  solución. 

b 

Dado  un  segmento  de  longitud  “a”,  construir  otros 
de  longitud:  a/2;  a/3;  a/5. 


Resolución: 

Longitud  a/2 

Se  torna  una  longitud  AB  =  a  y  luego  se  traza 
BC  _L  AB,  con  BC  =  a 


i 


A  a  tB 


Como  el  AABC  es  isósceles  recto  en  B: 
.-.AC  =  a/2 

Longitud  a/3 


P  aVf  0 


Teniendo  las  longitudes  “a”  y  a/2,  se  puede  gra- 
ficar  un  triángulo  rectángulo  cuyos  catetos  tienen 
estas  medidas: 

PQ  =  a/2  y  QF  =  a 

=>  PF  =  J(PQ)2  +  (QF)2  =  haftf  +  a2 
PF  =  aV3 

Longitud  a/5 


Ahora,  con  las  longitudes  conocidas  a/3  y  a/2 
EM  =  a/3  y  MH  =  a/2 
EH  =  /(EM)2+(MH)2  =  J{aWf  +  (aV2f 
EH  =  al5 

5.  Dada  una  circunferencia,  cuyo  centro  (O)  es 
conocido.  Trazar  las  tangentes  a  ella,  desde  un 
punto  (P),  exteriőr. 


a 


Se  traza  PO. 
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Se  ubica  M,  punto  medio  de  PO. 

Con  centro  M,  se  traza  la  circunferencia  de  rádió 
MP,  que  intersecta  a  la  circunferencia  dada,  en  los 
puntos  Ay  B. 

PA  y  PB,  són  las  tangentes  pedidas  ya  que  los  án- 
gulos  inscritos  OAP  y  OBP,  en  la  circunferencia  de 
diámetro  OP,  són  rectos. 

6.  Dados  un  segmento  AB  y  un  ángulo  P,  de  me- 
dida  a  construir  el  arco  capaz  de  dicho  ángulo, 
cuyos  extremos  sean  A  y  B. 


Se  copia  el  ángulo  P,  teniendo  por  vértice  A  y  un 
lado  AB,  obteniéndose  ZBAD. 

Se  traza  por  A,  una  perpendicular  a  AD. 

Se  traza  la  mediatriz  de  AB. 

Ambas  perpendiculares  se  cortan  en  el  punto  O. 
Con  centro  O  y  rádió  OA,  se  traza  una  circunferen¬ 
cia,  en  la  cual  el  arco  ACB  da  solución  al  probléma, 

ya  que:  ZACB  =  ZBAD  =  —■ 

7.  Construir  un  triángulo,  conociendo  las  longitu- 
des  de  dós  lados  (a  y  b)  y  la  altura  hc,  hacia  el 
tercero. 

- a 

- b 

- hc 

Resolución: 

Sea  el  AABC.  Veamos  los  casos: 

Si  Ay  B,  són  agudos. 


Sobre  una  recta  cualquiera  “n”,  tomamos  un  punto 
arbitrario  H. 

Por  H,  elevamos  una  perpendicular  a  n,  sobre  la 
cual  tomamos  la  longitud  HC  =  hc. 


Con  £entro  C  y  rádió  “b",  trazamos  un  arco  que  cor- 
ta  a  n  en  el  punto  B. 

Con  centro  C  y  rádió  “a”,  trazamos  otro  arco  que 
corta  a  n  en  otro  punto  A,  estando  H  entre  A  y  B. 

El  AACB,  es  la  solución  al  probléma. 

Si  unó  de  los  ángulos  es  obtuso.  Por  ejemplo  ZB. 


Sobre  una  recta  cualquiera  “n”,  se  torna  un  punto  H. 
Por  H,  se  eleva  una  perpendicular  a  n,  sobre  la 
cual  se  torna  HC  =  hc. 

Con  centro  en  C  y  rádió  “a”,  un  arco  que  corta  a  n 
en  B. 

Con  centro  C  y  rádió  “b",  otro  arco,  determinándose  A. 
AABC,  obtuso  en  B,  da  solución  al  probléma. 

8.  Dados  dós  segmentos  AB  y  CD,  trazar  la  bisec- 
triz,  dél  ángulo  que  determinan. 


Por  B  y  D,  se  trazan  perpendiculares  a  AB  y  CD, 
respectiva mente,  sobre  las  cuales  se  tornán  longi- 
tudes  BP  y  DQ,  en  la  región  interior  al  ángulo  y  de 
modo  que  BP  =  DQ. 

Por  P,  paralela  a  AB.  Por  Q,  paralela  a  CD.  E,  es  el 
punto  de  corte  de  las  rectas  trazadas. 

EF,  bisectriz  dél  ángulo  PEQ,  da  solución  al  problé¬ 
ma. 

9.  Dado  un  segmento,  construir  su  porción  áurea. 

I - a - 1 


A  B 


Sea  “a”,  longitud  dél  segmento  dado. 
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Se  quiere  construir  un  segmento  de  longitud 

§(V5-1) 

Primera  resolución: 


Se  debe  encontrar  un  segmento  de  longitud: 


Se  ubica  M,  punto  medio  dél  segmento  dado  AB. 
Por  B,  se  eleva  una  perpendicular  a  AB  y  se  torna 
la  longitud  BE  =  a. 

Se  traza  EM.  Luego:  EM  =  -|/5 

Con  centro  M  y  rádió  ,  se  traza  un  arco  que  corta 
a  EM  en  el  punto  F. 

Como:  MF  =  |  =»  EF  =  EM  -  MF  =  |V5  - 1 
Por  lo  tanto,  EF  es  solución  al  probléma. 

Otra  Forma: 


E 

. . 


/V  /  i 

'  \  /  1 

: 

y' 

! 

ii  •  H  ^ 

A 

M  B 

P 

I - a - 1 


ABCD  es  el  cuadrado  pedido:  AB  =  L4 _ 

Al  trazar  las  mediatrices  de  AB,  BC,  CD  y  AD,  se 
determinan  los  puntos  M,  N,  P  y  Q. 

Se  construye  el  octógono  regular,  al  unir  AM,  MB, 
BN,  ...  Así:  AM  =  L8. 

Trazando  las  mediatrices  de  los  lados  dél  octógo¬ 
no,  se  encuentran  los  otros  vértices  dél  polígono 
regular  de  16  lados.  Se  observa:  AT  =  L16. 

11.  Dividir  una  circunferencia,  en  3;  6;  12;  24; ...  par- 
tes  iguales,  y  construir  el  triángulo  equilátero, 
hexágono  regular,  dodecágono,... 

Resolución: 


Para  dividir  la  circunferencia  en  6  partes  iguales, 
se  marca  un  punto  cualquiera  A  y  con  rádió  R  (el  de 
la  circunferencia  dada),  se  obtiene  los  punto  B  y  F. 
Haciendo  centros  en  B  y  F,  con  rádió  R,  se  ubican 
C  y  E,  respectivamente.  D  se  obtiene  con  centro  C 
y  rádió  R. 

ABCDEF  es  el  hexágono  regular:  AB  =  L6  =  R 
El  triángulo  equilátero  inscrito  se  logra  al  unir  los 
vértices  dél  hexágono  de  dós  en  dós: 

BF  =  L3  =  RV3 

La  mediatriz  de  AB,  determina  el  punto  M  sobre  el 
arco  AB.  AM  es  el  lado  dél  dodecágono  regular  ins¬ 
crito:  AM  =  L12. 


Con  centro  en  B  y  rádió  “a”,  se  traza  un  cuarto  de 
circunferencia  AE. 

Se  ubica  el  punto  medio  M,  de  AB. 

Con  centro  M  y  rádió  ME,_se  traza  otro  arco  que 
corta  a  la  prolongación  de  AB  en  el  punto  P. 

.-.  BP  es  solución  al  probléma. 

10.  Dividir  una  circunferencia  en  4;  8;  16;  ...  partes 
iguales  y  construir  el  cuadrado,  octógono  regular, 
polígono  regular  de  16  lados,... 

Resolución: 


Para  construir  el  cuadrado,  se  trazan  dós  diáme- 
tros  perpendiculares  entre  sí,  por  ejemplo  AC  y  BD. 


12.  En  una  circunferencia  de  rádió  R,  obtener  los  lados 
de  los  polígonos  regulares  inscritos:  pentágono  y 
decágono. 


Resolución: 


La  longitud  dél  lado  dél  decágono  regular  inscrito, 
es:  L,0  =  J|(V5  -  1) 

Esto  se  puede  lograr  con  el  método  visto  anterior- 
mente. 

Se  traza  un  diámetro  AB  y  el  rádió  OC,  perpendicu¬ 
lar  a  él. 

Se  ubica  M,  punto  medio  de  AO  y  con  centro  en 
dicho  punto  y  rádió  MC,  se  traza  un  arco  que  corta 
a  OB  en  D. 


Se  verifica:  OD  =  |-(/5  -  1)  =>  OD  =  L10 

Además,  como  OC  =  R  =>  OC  = 

Y,  finalmente:  CD  =  L5 

13.  Construcción  de  polígonos  regulares  (método 
generalizado) 

Dada  una  circunferencia  de  centro  O  y  diámetro 
“d”,  inscribir  en  ella  un  polígono  regular  de  “n”  lados 
(n  =  7,  en  la  figura). 


AEFGHIJ:  heptágono  regular 


Se  traza  un  diámetro  cualquiera  AB  y  se  divide  en 
“n”  partes  iguales. 

Con  centro  en  los  extremos  dél  diámetro  y  rádió 
AB  se  trazan  dós  arcos  de  circunferencia  que  se 
cortarán  en  un  punto  C. 

Si  une  el  punto  C  y  el  segundo  punto  de  división 
dél  diámetro  (para  cualquier  caso,  siempre  es  el 
segundo  punto  de  división)  con  una  línea  recta  que 
se  prolonga  hasta  que  corte  a  la  circunferencia:  el 
segmento  AE  obtenido  será  el  lado  dél  polígono  re¬ 
gular  buscado,  que  se  lleva  sobre  la  circunferencia 
en  forma  sucesiva  hasta  volver  al  punto  inicial:  AE, 
EF,  FG,  etc. 

Dado  un  segmento  que  se  sabe  es  el  lado  de  un 
polígono  regular  en  “n”  lados,  construirlo  (AB  es  el 
lado  de  un  pentágono  regular,  en  la  figura). 


Se  traza  una  semicircunferencia,  con  centro  en  A  y 
rádió  AB  para  obtener  el  punto  C. 

Con  el  compás  de  puntas  secas  se  divide  la  semi¬ 
circunferencia  en  tantas  partes  iguales  como  lados 
debe  tener  el  polígono  buscado  y  se  numera  como 
se  muestra  en  la  figura. 

El  rádió  A2  (siempre  A2)  será  el  lado  adyacente  al 
lado  dado  AB. 

Se  trazan  y  prolongan  los  rádiós  A3  y  A4  donde 
estarán  los  vértices  que  faltan. 

Con  centro  en  2  y  radjo^AB  se  obtiene  D  sobre  A3 
y  E  se  obtiene  sobre  A4,  haciendo  centro  en  D  o  B 
y  con  rádió  AB. 
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14.  Rectificación  de  circunferencias 

Dada  una  circunferencia  de  centro  O  y  diámetro 
“d”,  rectificarla  gráficamente  (es  decir,  obtener  un 
segmento  de  longitud  aproximada  a  la  de  dicha  cir¬ 
cunferencia). 


Se  traza  un_diámetro  AB  y  perpendicular  a  él  una 
tangente  BX. 

Sobre  BX  se  torna  una  longitud  BC  igual  a  trés  ve- 
ces  el  diámetro. 

BC  =  3(AB) 

Se  traza  un  rádió  OD,  perpendicular  a  AB. 

Con  centro  en  D  y  rádió  r(OD)  se  traza  un  arco  de 
circunferencia  que  cortará  al  arco  AD  en  un  punto  E. 
Desde  E  se  traza  una  paralela  a  OD  para  obtener 
el  punto  F  sobre  AB. 

Se  une  C  con  F,  por  una  recta  y  este  segmento 
será  la  circunferencia  rectificada  con  un  error  de 
1:  21  800,  aproximadamente. 

<4  LOS  TRÉS  PROBLÉMÁS  FAMOSOS  DE  CONS- 
TRliCCIÓN 

Los  antiguos  griegos  descubrieron  todas  las  construc- 
ciones  que  hemos  estudiado  hasta  ahora  y  muchas 
otras  más  complicadas.  Hubo,  sin  embargó,  varios 
problémás  que  los  mejores  matemáticos  griegos  tra- 
taron  de  resolver,  durante  muchos  anos,  sin  éxito  al- 
guno. 

Para  lograr  una  idea  de  lo  difícil  que  puede  ser  un  pro¬ 
bléma  de  construcción,  consideremos  el  probléma  de 
dividir  con  regla  y  compás  una  circunferencia  en  17  ar¬ 
cos  contiguos,  de  manera  que  cada  arco  solo  tenga  un 
extremo  común  con  el  arco  siguiente. 


Cuando  se  dibujan  las  cuerdas  correspondientes,  se 
obtienen  una  figura  llamada  polígono  regular  de  17  la¬ 
dos.  Este  probléma  éra  muy  conocido,  pero  permaneció 
sin  resolver  durante  más  de  dós  mii  anos.  Finalmente, 
en  el  siglo  pasado,  el  matemático  alemán  C.  F.  Gauss 
descubrió  la  construcción  requerida. 

Sin  embargó,  algunos  problémás  de  los  antiguos  grie¬ 
gos  resultaron  mucho  más  que  difíciles;  en  realidad, 
sus  resoluciones  eran  imposibles. 
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El  probléma  de  la  trisección  dél  ángulo 

Se  da  un  ángulo  BAC  cualquiera;  queremos  construir 
dós  rayos  AD  y  AE  (con  D  y  E  en  el  interior  dél  ZBAC) 
de  manera  que:  ZBAD  ^  ZDAE  ^  ZEAC. 


Para  esta  construcción,  solo  debemos  emplear  una 
regla  y  un  compás.  Lo  primero  que  la  mayoría  de  las 
personas  trata  de  hacer  es  tomar  AB  =  AC,  trazar  BC 
y,  luego  trisecar  BC,  como  se  indica  en  la  figura  de  la 
derecha.  Esto  no  funciona;  se  puede  demostrar  que  los 
ángulos  ZBAD  y  ZEAC  són  congruentes,  pero  ningu- 
no  de  estos  ángulos  es  congruente  con  el  ZDAE.  En 
realidad,  nádié  ha  encontrado  un  método  que  efectúe 
la  construcción. 


La  duplicación  dél  cubo 

Un  cubo  de  arista  “a”  tiene  un  volumen  igual  a  a3.  Dado 
un  segmento  de  longitud  “a”,  queremos  construir  un 
segmento  de  longitud  “b”,  tál  que  el  cubo  de  arista  “b” 
tenga  un  volumen  doble  que  el  cubo  de  arista  “a”.  Alge- 
braicamente,  desde  luego,  esto  significa  que: 

b3  =  2a3 
b  =  aV2 
V  =  a3 


Tampoco  nádié  ha  podido  resolver  este  famoso  problé¬ 
ma.  Hay  una  leyenda  curiosa  acerca  de  este.  Se  cuenta 
que  los  habitantes  de  una  cierta  ciudad  griega  se  mo- 
rían  en  gran  numero  a  causa  de  una  plaga,  y  decidieron 
consultar  al  oráculo  de  Delfos  para  averiguar  el  diós 
que  estaba  enojado  y  por  qué.  La  respuesta  dada  por  el 
oráculo  fue  que  Apolo  estaba  enojado.  El  altar  dedicado 
a  Apolo  en  la  ciudad  consistía  en  un  cubo  sólido  de  oro 
y  Apolo  quería  que  su  altar  fuese  exactamente  el  doble. 
Cuando  la  gente  regresó  de  Deltos,  construyeron  un 
nuevo  altar,  con  una  arista  doble  que  la  dél  antiguo. 
Entonces,  la  plaga  empeoró  en  lugar  de  mejorar,  y  la 
gente  se  dió  cuenta  de  que  Apolo  debió  haber  estado 
pensando  en  el  volumen  de  su  altar  (desde  luego,  al 
hacer  la  arista  el  doble,  el  volumen  se  multiplicó  por 
ocho  en  lugar  de  por  dós).  Esto  planteó  el  probléma.  De 
modo  que  la  primera  oportunidad  de  aplicar  la  matemá- 
tica  a  la  salud  pública  fue  un  fracaso  totál. 


7 

a 

A 

a 


La  cuadratura  dél  círculo 

Dado  un  círculo,  de  rádió  “a”,  queremos  construir  un 
cuadrado  cuya  área  sea  igual  a  la  dél  círculo. 


b 

A=b2 

Algebraicamente,  esto  significa  que  b  =  a  fű 
Durante  más  de  dós  mii  anos,  los  mejores  matemáticos 
trataron  de  resolver  estos  problémás  mediante  cons- 
trucciones  con  regla  y  compás.  Finalmente,  se  descu- 
brió  en  tiempos  recientes  que  los  trés  problémás  són 
imposibles  de  resolver  con  solo  regla  (no  graduada,  ni 
con  marcas)  y  compás. 

<♦  ISOMETRÍAS 

Definíción  1 

Una  aplicación  dél  piano,  en  sí  mismo,  es  una  regla  que 
asocia  a  cada  punto  dél  piano,  otro  punto  dél  mismo 
piano.  Si  P  es  un  punto  dél  piano  y  P’  el  punto  asociado 
mediante  una  aplicación,  escribiremos:  P  =>  P’ 

P’  se  llamará  el  valor  de  la  aplicación  en  el  punto  P.  De 
otro  modo,  podemos  decir  que  P’  corresponde  a  P  se- 
gún  la  aplicación  o  que  P  es  aplicado  en  P\ 

Las  aplicaciones  se  denotarán  con  letras  mayúsculas.  Así, 
diremos  que  si  F  es  una  aplicación,  entonces  F(P)  =  P\ 

Definíción  2 

Dos  aplicaciones  dél  piano  en  sí  mismo,  F  y  G,  són 
iguales,  sí  y  solo  sí,  para  todo  punto  P  dél  piano: 

F(P)  =  G(P) 

Aplicación  constante 

Sea  Q,  un  punto  dado  dél  piano.  Si  a  cada  punto  P  se  le 
asocia  el  punto  Q,  se  obtiene  la  aplicación  constante.  Q 
es  el  valor  constante.  En  ese  caso,  escribiremos. 

F^)  =  F(P2)  =  F(P3)  =...  =  Q. 

Donde  F  representaría  a  la  aplicación  constante. 


P3 


Aplicación  identidad 

Se  representa  con  la  létra  I. 

A  cada  punto  P  asocia  el  mismo  punto  P. 

I(P)  =  P,  para  todo  punto  P. 

Reflexión  a  través  de  una  recta 

Sea  L  una  recta.  Se  dice  que  el  punto  P’  es  reflexión  dél 
punto  P,  a  través  de  la  recta  L,  si  y  solo  si,  L  es  mediatriz 
dél  segmento  PP’;  esto  es,  L  interseca  a  PP’  en  forma 
perpendicular  y  en  su  punto  medio. 


A=na2 


Resolución: 
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Si  Rl  es  la  reflexión  a  través  de  la  recta  L,  podemos 
escribir:  RL(P)  =  P\ 


Ejemplo: 

En  la  figura,  el  AA’B’C’  es  la  reflexión  dél  AABC,  a  tra¬ 
vés  de  la  recta  L. 


Luego:  A’  =  RL(A):  B’  =  RL(B)  y  C'  =  RL(C) 


Sean:  d(A;  B)  =  a  y  d(B;  C)  =  b 
Luego: 


(b)(b)  _  b2 
2  2 


(a)  (a)  _  a2 
2  2 


Entonces: 

Aabcb  +  A*DCD.  =  y  +  y  = -^(b2  +  a2)  -(1) 


Pero,  en  el  AABC:  b2  +  a2  =  (1 0)2 

=>  b2  +  a2  =  100  ...  (2) 

Sustituyendo  (2)  en  (1): 

Aabcb'  "I"  Aaqqq.  =  —(100)  —  50 


Reflexión  a  través  de  un  punto 

Sea  O  un  punto  dado  dél  piano.  Se  dice  que  el  punto  P’ 
es  la  reflexión  dél  punto  P  a  través  dél  punto  O,  si  y  solo 
si.  O  es  punto  medio  dél  segmento  PP'.  Es  decir,  O  esté 
sobre  PP’  y  d(0;  P’)  =  d(0;  P). 
d(0;  P),  se  lee:  distancia  dél  punto,  O  al  punto  P 


Si  R  representa  la  reflexión  a  través  dél  punto  O,  escri- 
biremos:  R(P)  =  P\ 

Éjem pl  os : 

1  La  figura  muestra  la  reflexión  dél  AABC,  a  través 
dél  punto  O. 


C' 


R(A)  =  A’,R(B)  =  B’,  R(C)  =  C’,  donde  R  represen¬ 
ta  la  reflexión  a  través  dél  punto  O. 

2.  La  figura  es  un  rectángulo. 

d(A;  C)  =  10.  Si  Rl  es  la  reflexión  a  través  de  la 
recta  L,  hallar  la  suma  de  las  áreas  de  las  regiones 
ABCB’  y  ACDD’,  siendo  B’=  RL(B)  y  D’  =  RL(D). 


3. 


ABC  es  un  triángulo  equilátero,  cuyo  lado  tiene  lon- 
gitud  12.  A’B’C’  es  el  triángulo  obtenido  al  reflejar 
el  AABC  respecto  al  punto  O,  su  ortocentro.  Hallar 
el  área  de  la  región  común  al  AABC  y  AA’B’C’. 

Resolución: 


El  ortocentro  es  el  punto  de  intersección  de  las  alturas. 
EFGHIJ:  Región  hexagonal  (regular)  común  al 
AABC  y  AA’B’C’. 

AB 
3 


EF  = 


EF  =  4 


Sc^ún  =  6(Saeof);  AEOF  es  equilátero. 
Scon,»=  6(42Jy)  •••  =  24/3 


Dilatáción 

Sea  “r”  cualquier  número  reál  positivo.  La  dilatáción  en 
un  factor  “r”,  es  la  aplicación  Fr,  con  referencia  a  un  pun¬ 
to  O,  que  a  cualquier  punto  P,  le  asigna  el  punto  Fr(P) 
ubicado  sobre  el  rayo  de  vértice  O,  que  pasa  por  P,  a 
una  distancia  de  O  igual  a  Y  veces  la  distancia  de  O  a  P. 


ovd(0;  P) 


P'  =  F(P) 
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El  resultado  de  hallar  Fr(P),  también  es  escribe  rP: 

Fr(P)  =  rP 

Una  dilatáción  también  recibe  el  nombre  de  transforma- 
ción  de  semejanza.  La  figura  muestra  las  dilataciones 
dél  punto  A,  respecto  a  O  factores  2  y  0,5. 


Ejemplos: 

1.  Sea  AOB  un  triángulo  rectángulo,  recto  en  O.  Si 
la  aplicación  F  es  una  dilatáción  respecto  a  O  y 
d(0;  A)  =  d(0;  B)  =  2,  hallar:  d(F3(A);  F4(B)). 

Resolución: 


Sean  las  distancias: 

d(0;  F3(A))  =  6  A  d(0;  F4(B))  =  8 

Luego,  con  el  teorema  de  Pitágoras: 

x2  =  62  +  82  =>  x  =  10  =»  d(F3(A);  F4(B))  =  10 


2.  ÓBA  es  un  triángulo  rectángulo,  recto  en  B, 
d(0;A)  =  15yd(0;  B).=  12;  A’ y  B’ són  dilataciones 
de  A  y  B,  respecto  a  O,  factores  4/3  y  25/12,  res- 
pectivamente.  Hallar  el  área  de  la  región  AA’B’B, 
sabiendo  que  el  ángulo  AA’B’  es  recto. 

Resolución: 


Del  gráfico:  d(0;  A)  =  20  A  d(0;  B’)  =  25 
Luego,  con  el  teorema  de  Pitágoras  en  los  triángu- 
los  ÓBA  y  OA’B’  se  obtienen: 

d(A;  B)  =  9  A  d(A;  B)  =  15 
El  área.  S  =  Aa0AB'  —  Aaoba 
0_  [d(0;  A’)][d(A’;  B’)]  [d(0;  B)][d(A;  B)] 

S  2  2 


o  _  20x15 
b - 2 


12x9 


Rotáción 

Sea  O  un  punto  dado  en  el  piano  y  P  un  punto  dél  mis- 
mo,  tál  que  d(0;  P)  =  d.  La  rotáción  dél  punto  P,  respec¬ 
to  a  O,  un  número  de  grados  A,  se  logra  tomando  sobre 
la  circunferencia  de  centro  O  y  rádió  “d”,  un  arco  PP’  tál 
que  el  ángulo  POP’  tenga  medida  A.  (El  arco  PP’  tiene 
igual  medida). 

La  aplicación  que  asocia  P’  a  P  es  llamada  una  rotáción 
(antihoraria)  por  A,  respecto  a  O,  o  relativa  a  O. 

Se  denota  esta  aplicación  como  GA.  Luego,  en  la  figura 
Ga(P)  =  P’. 


P' 


O  d  P  O  d  P 


Ejemplos: 


1. 


La  figura  muestra  la  rotáción  dél  segmento  PQ,  80° 
respecto  al  punto  O,  obteniéndose  el  segmento 
P’Q’. 


■».  Q 


7+P 


‘  "6 


Una  rotáción  horaria  respecto  al  punto  O,  se  escri¬ 
be  G(_A)  y  asocia  el  punto  P”  al  punto  P,  tál  que  el 
ángulo  P’OP  tenga  la  misma  medida  que  A. 


P"  =  G_a(P) 


2. 


En  la  figura,  O,  P  y  Q  són  puntos  de  una  recta, 
d(0;  P)  =  8  y  d  (P;  Q)  =  7.  La  aplicación  G  es  una 
rotáción  respecto  al  punto  O. 

Si:  P’  =  G12.(P)  y  Q’  =  G102.(Q).  Hallar  d(P’;  Q’) 


O  P  Q 


Resolución: 

ZPOP’  midé  12° 

ZQOQ’  midé  102° 

=>  P’OQ’  midé  90° 

d(0;  P)  =  d(0;  P)  =  8  y 
d(0;  Q’)  =  d(0;  Q)  =  15 


APOQ’  (teorema  de  Pitágoras): 

x2  =  82  +  152  =*  x  =  17  d(P;  Q’)  =  17 


Observaciones. 

1.°  Una  rotáción  de  180°  respecto  a  O,  es  lo  mismo 
que  una  reflexión  a  través  de  O. 

180° 


_ O _ 


P'  O  P 


2 


S  =  96 
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Gi8o(P)  =  R(P) 

También:  G_18(r(P)  =  R(P) 

2°  Conviene  asociar  una  rotáción  con  un  número  en 
lugar  de  un  ángulo.  Sea  x  un  número  entre  0°  y 
360°.  Sea  Gx  la  rotáción  en  un  ángulo  de  x  grados. 
Luego,  siempre  es  posible  escribir  x  en  la  forma: 
x  =  360°  +  nw 

Siendo  “n”  un  número  entero  y  “w”  un  número  tál 
que:  0°  <  w  <  360°.  Luego:  Gx»  =  Gw» 


En  particular: 


Éjem pl  os : 

1.  Si  x  =  510°,  escribiremos: 
x  =  360°  4-  150° 

Gx°  =  G150° 

Es  decir,  una  rotáción  de  510°  es  lo  mismo  que  una 
rotáción  de  150°. 


La  figura  muestra  la  traslación  dél  punto  P  y  dél  AABC. 

Éjem pl o: 

ABCD  es  un  rectángulo  cuyas  diagonales  se  cortan  en 
Q;  M  es  punto  medio  de  AB.  T  es  una  traslación  en  la 
dirección  mostrada,  tál  que  T(M)  =  Q. 

^Qué  fracción  dél  área  dél  ABCD  es  el  área  de  la  región 
triangular  que  determinan  T(D),  T(C)  y  Q? 


Resolución: 


La  traslación  T  está  definida  por  la  dirección  dada  y  la 
distancia  d(M;  Q). 

Sean:  D’  =  T(D)  y  C’  =  T(C). 

d(B;C)  =  h  y  d(D;  C)  =  b 
El  área  ABCD  es:  SABCD  =  bh 
El  área  de  la  región  común  a  ABCD  y  D’C’Q  es: 

Q  _  1/b\/h\  _  bh  Q  _  bh 
Sx  2  \  2 /\ 2  /  8  ^  Sx  8 

.  O  _  SaBCD  _  1  /o  \ 

•  •  °x - q  —  gA°ABCD/ 


Traslación 

La  figura  muestra  una  dirección  en  el  piano  y  una  dis¬ 
tancia  d  =  d(0;  R). 


O 


Definíción  3 

Sea  F  una  aplicación  dél  piano  en  sí  mismo.  P  es  un 
punto  fijo  para  F,  si  y  solo  si;  F(P)  =  0. 

Por  ejemplo,  la  rotáción  a  través  de  un  punto  dado  O, 
tiene  como  punto  fijo  el  mismo  punto  O. 

La  reflexión  a  través  de  una  recta  deja  fijos  todos  los 
puntos  de  dicha  recta. 


La  flecha  indica  un  pár  ordenado  (O;  R)  de  principio  O 
y  extremo  final  R. 

La  traslación  (determinada  por  la  dirección  y  la  distan¬ 
cia),  es  una  aplicación  que  a  cada  punto  P,  asocia  el 
punto  P’  ubicado  a  una  distancia  “d”  de  P,  en  la  direc¬ 
ción  dada  OR. 

Si  T  representa  la  traslación  definida  anteriormente,  en- 
tonces  escribiremos:  P’  =  T(P). 


Definíción  4 

Si  F  es  una  aplicación  y  P  un  punto  cualquiera  dél  pia¬ 
no,  F(P)  se  llama  la  imagen  de  P  bajo  F. 


Definíción  5 


Sea  F  una  aplicación  dél  piano  en  sí  mismo;  P  y  Q  dós 
puntos  cualesquiera,  distintos,  dél  piano.  Diremos  que 
F  es  una  isometría,  si  y  solo  si,  la  distancia  de  P  a  Q  es 
igual  a  la  distancia  de  F(P)  a  F(Q). 


>Q 
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De  la  definíción  anterior,  se  deducen: 

1.°  Són  dós  isometrías:  La  rotáción,  la  traslación,  la 
reflexión  a  través  de  un  punto,  la  reflexión  a  través 
de  una  recta  y  la  aplicación  identidad. 


2°  La  imagen  de  un  segmento,  a  través  de  una  isome- 
tría,  es  otro  segmento  congruente  al  original. 

3.°  La  imagen  de  cualquier  figura  geométrica,  a  través  de 
una  isometría,  es  otra  figura  congruente  a  la  original. 


PROBLÉMÁS  RESUELTOS  _ LE 


1 .  El  lado  dél  cuadrado  ABCD,  tiene  longitud  2  /3  . 
Luego  de  reflejar  ABCD  a  través  de  L,  hadar  el  área 
de  la  región  común  con  su  imagen. 


La  región  común  a  ABCD  y  su  imagen,  es:  D’CDE. 
En  el  ACDE,  con  ángulos  notables  30°  y  60°: 


.-.  d(E;  D)  =  2 
Luego,  el  área  común: 

2[d(D;C)][d(E;D)] 
2 


Sd’cde  —  2(Sedc)  — 
_ _ 

Sn’CDE  =  4-/3^ 


DCDE  =  [d(D;  C)][d(E;  D)]  =  2/3  x2 


2.  ABCDEF  es  un  hexágono  regular  cuyo  Jado  tiene 
longitud  2;  M  es  el  punto  medio  dél  lado  EF. 

Se  refleja  el  hexágono  a  través  de  la  recta  que  con- 
tiene  a  BM.  Hallar  el  perímetro  de  la  región  común 
que  encierran  ABCDEF  y  su  imagen  a  través  de 
dicha  reflexión. 


Resolución: 


Del  gráfico,  se  observa  que: 
d(A;  B)  =  d(A;  F)  =  d(A;  B)  =  d(A’;  F’)  =  2 
y  d(F;  M)  =  d(F’;  M)  =  1 
Perímetro  =  10 

3.  En  la  figura,  d(0;  P)  =  2,  G  es  una  rotáción  de  90° 
respecto  al  punto  O.  F  es  una  reflexión  a  través  de 
L  y  H  es  una  reflexión  a  través  de  O. 

Si:  P’  =  G(P);  Qj=  F(P’)  y  M  =  H(P’),  hallar  la 
distancia  de  M  a  PQ 

Lt 

/ 

30/ 

“V 

/ 

fO 


Resolución: 


El  gráfico  muestra  la  solución  a  las  aplicaciones 
planteadas. 

Como  d(0;  P’)  =  d(0;  P)  =  d(0;  Q)  =  d(0;  M)  =  2, 
entonces  P\  P,  Q  y  M  están  sobre  la  misma  circun- 
ferencia. 

Incógnita:  d(M;  H) 

Se  observa:  mZMPQ  =  mZMP’Q  =  30° 

En  el  AMOP:  mZPMO  =  45° 
d(P;  M)  =  2/2 
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4. 


Recordar  a  la  geometria  plana: 
ZP'Q  =  ZMPQ 

Y,  en  AMHP. 

d(M;  H)  = 


ABCD  es  un  rectángulo;  AB  =  6  y  BC  =  10.  Se 
refleja  ABCD,  a  través  de  una  recta  que  contiene  a 
la  diagonal  AC.  Hallar  el  área  de  la  región  común  al 
rectángulo  dado  y  su  imagen. 

Resolución: 


5. 


Sea  A’B’C’D’,  imagen  de  ABCD,  a  través  de  la  re¬ 
flexión  respecto  a  AC 
Incógnita:  SAFCE  (área  AFCE) 

Se  tiene: 

q  _  /Ac\/nn\l  Se  demuestra  que  AFCE, 

°AFCE  ~  .  . 

J  es  un  paralelogramo 
=>  Si  AE  =  x,  como  CD  =  6 
=*  SAFCE  =  6x  ---(l) 

Cálculo  de  x. 

Por  propiedad  de  la  mediatriz:  CD’  =  CD;  AB’  =  AB 
AD’  =  AD  y  CB’  =  CB  =>  □A’B’C’D’  s  OABCD. 
Esto  demuestra  que  AFCE  es  un  paralelogramo 
=>  FC  =  AE  =  x 

También:  AABF  s  AF’D’C  =>  AF  =  FC  =  x 
Luego,  en  el  AABF,  por  el  teorema  de  Pitágoras: 
(AF)2  =  (AB)2  +  (BF)2  =»  x2  =  62  +  (10  -  x)2 
Efectuando:  x  =  6,8 
Reemplazando  en  (1): 

SAFCE  =  6(6,8)  =  40,8 

En  la  figura,  T  es  una  traslación  con  dirección,  sen- 
tido  y  módulo  indicado.  Si  G  es  una  rotáción  de 
8°,  respecto  a  B;  C  =  T(B)  y  D  =  G(C).  Hallar  la 
distancia  AD. 


-5V2 - 


B 


Resolución: 

Para  hallar  C,  se  traza  BC  //  OP,  tál  que  BC  =  OP  =  1 0 


6. 


Para  hallar  D,  se  rota  C,  8°  respecto  a  B 
=>  BD  =  BC  =  10 
mZDBH  =  mZHBC  +  mZCBD 
mZDBH  =  45°  +  8°  =  53° 


7. 


Si  trazamos  DH  _L  AB:  ADHB  (53°;  37°): 

=>  DH  =  8;  BH  =  6  y  AH  =  15 

AAHD:  (AD)2  =  (AH)2  +  (DH)2  =  152  +  82  /.  AD  =  17 

Dado  el  sistema  de  coordenadas  cartesianas  xy, 
P(a;  b)  un  punto  dél  mismo  y  la  recta  y  =  x. 
Demostrar  que  P\  reflexión  de  P,  a  través  de  dicha 
recta,  tiene  coordenadas:  P’(b;  a) 


Se  trazan:  PH  ±  OY  A  P’A  _L  OX 
=>  OH  =  byHP  =  a 
(a  +  (j)  =  45°) 

AOAP’  =  AOHP:  OA  =  OH  A  P’A  =  HP 
OA  =  b  y  P’A  =  a  =*  P’  =  (b;  a) 

Aunque  la  demostración  se  ha  hecho  cuando  P 
está  en  el  primer  cuadrante,  la  propiedad  es  válida 
en  cualquiera. 

Sea:  A(3;  4)  un  punto  dél  piano  cartesiano.  Sea  B, 
reflexión  de  A,  a  través  de  la  recta  y  =  x.  Hallar  AC, 
si  C  es  reflexión  de  B  a  través  dél  eje  x. 

Resolución: 

Dato:  AC  =  d(A;  C) 

Del  gráfico: 


8. 


d(A;  C)  =  ^(4  -  +  (-3  -  4)2 

d(A;  C)  =  V5Ö  =  5^2 

Un  cuadrado  de  longitud  de  lado  L,  se  rota  90°, 
respecto  a  un  vértice.  Hallar  la  distancia  entre  los 
centros  dél  cuadrado  dado  y  su  imagen. 
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Resolución: 


90° 


Sea  ABCD,  el  cuadrado,  de  centro  O. 

En  el  AB'BD:  OO’  =  ^  ^  00'  =  L 

9.  En  la  figura:  OP  =  3  y  PQ  =  2.  E,  reflexión  de  P,  a 
través  de  OA  .F,  reflexión  de  Q,  a  través  de  OB.  EF 
corta  OÁ  en  M  y  ÖB  en  H.  Hallar:  PM  +  MH  +  HQ 


Resolución: 

Se  traza  el  gráfico  según  enunciado  y  luego  OE; 
OF. 


OP  =  3  A  PQ  =  2 


Por  propiedad  de  la  mediatriz: 
OE  =  OP  =>  OE  =  3 
OF  =  OQ  =>  OF  =  5 


Además:  EM  =  PM  y  HF  =  HQ 
=>  PM  +  MH  +  HQ  =  EF 

Extrayendo  el  AEOF,  hallaremos  EF,  trazando 
EV  1  OF;  AEVF. 

Por  teorema  de  Pitágoras: 

(EF)2  =  (EV)2  +  (VF)2 

-<EF)2=f  +  1? 

=>  EF  =  7 

.*.  PM  +  MH  +  HQ  =  7 


10.  ABCD  es  un  rectángulo  de  centro  O,  AB  =  15  y 
BC  =  20.  Sean  E,  reflexión  de  B,  a  través  de  AC. 
F,  reflexión  de  E,  a  través  de  O.  Hallar  BF. 

Resolución: 


'^E 


En  el  AEBF,  por  el  teorema  de  los  puntos  medios: 
BF  =  2(HO)  ...(1) 

Cálculo  de  HO: 

En  el  AABC,  por  el  teorema  de  Pitágoras: 

(AC)2  =  152  +  202  =*  AC  =  25 
=>  AO  =  OC  =  ^ 

Por  relaciones  métricas:  (AB)2  =  (AC)(AH) 

152  =  25(AH)  =>  AH  =  9 

Entonces:  HO  =  AO  -  AH  =  -  9  =>  HO  =  -| 

Reemplazando  lo  último,  en  (1): 

.-.  BF  =  7 

11.  En  la  figura:  AB_=  g^Top  y  TMN  són  traslaciones 
definidas  por  OP  y  MN,  respectivamente  (OP  =  1 
yMN  =  4). 

Si  T0P(A)  =  E  y  Tmn(B)  =  F,  hallar  EF. 


O  A  b  M 


Resolución: 

Para  hallar  E,  se  traza  por  A:  AE  //  OP,  tál  que 
AE  =  OP  =  1 

Para  F:  BF  //  MN,  de  modo  que  BF  =  MN  =  4. 

R 


Si  prolongamos  AE  y  BF  hasta  R:  AR  _L  BR  y  en  el 

AARB  (37°;  53°):  AR  =  16  y  BR  =  12 

=>  ER  =  15  A  RF  =  8 

Luego:  (EF)2  =  (ER)2  +  (RF)2 

(EF)2  =  152  +  82  .  .  EF=17 


PROBLÉMÁS 


PROPUESTOS 
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1.  Un  rectángulo  ABCD  se  inseribe  en  una  circunfe- 
rencia  de  rádió  4.  Calcular  el  área  máxima  de  la 
región  ABCD. 

A)  32/2  B)  16  0  32 

D)  8/6  E)  16/2 

2.  Dado  un  rectángulo  de  perímetro  16,  calcular  el 
área  máxima  de  su  región  rectangular. 

A)  4/2  B)  16/2  C)  8/2 

D) 8  E) 6 

3.  Dado  un  triángulo  ABC,  donde  AB  =  4  y  BC  =  6, 
calcular  el  área  máxima  de  la  región  triangular 
ABC. 


10.  La  figura  muestra  a  dós  circunferencias  concéntri- 
cas.  Si  el  perímetro  de  la  región  sombreada  es  4, 
calcular  el  área  máxima  de  dicha  región. 


A)  1,5  B)  2,2  C)0,5  D)  2  E)  1 

11.  Dada  la  figura  mostrada,  calcular  el  área  máxima 
de  la  región  sombreada. 


A)  12/2  B)  24  C)10/2 

D)  12  E)  6/2 

4.  La  menor  altura  en  un  triángulo  rectángulo  ABC 
(recto  en  B)  midé  6.  Calcular  el  área  mínima  de  la 
región  ABC. 

A)  27  B)  72  C)36/2 

D)  36  E)  18/2 

5.  El  perímetro  de  un  sector  circular  es  20,  calcular 
su  máxima  área. 

A)  50  B)  25^2  012,5/2 

D)  20  E)  25 

6.  Dado  un  triángulo  ABC  (recto  en  B)  se  traza  la  altu¬ 
ra  BH.  Si  el  triángulo  ABC  es  escaleno  o  isósceles, 
AH  =  a  y  HC  =  b,  indicar  que  reláción  es  correcta. 

A)  /ab  <  a  +  b  B)  ab  = 

C)  /ab  <  a  +  b  D)  3/ab  < 

E)  /ib<^ 


A)  18 

B)  12/2 

C) 9/2 

D)  9 

E)  18/2 


V 


12.  Dada  la  figura,  si  AC  =  20,  calcular  el  área  máxima 
de  la  región  sombreada. 


A)  48  B)  24  C)24/2 

D)  48/2  E)  96 

13.  Dado  un  paralelepípedo  rectangular  en  el  cual  la 
suma  de  todas  sus  aristas  es  12,  calcular  el  volu¬ 
men  máximo  dél  paralelepípedo. 

A)  2  B)  1,2  C)  1  D)  3  E)  6 


7.  Dado  un  segmento  de  recta  AB  y  sea  P  un  punto 
de  AB.  Calcular  AP,  si  AB  =  8  y  (AP)(PB)  es  el  ma- 
yor  posible. 

A)  6  B)  4,8  C)4  D)  2  E)  5 


8.  La  figura  muestra  a  un  rectángulo  inserito  en  la  se- 
micircunferencia  de  rádió  2.  Calcular  el  área  máxi¬ 
ma  de  la  región  sombreada. 


A)  8/2 

B)  8 

C)  16/2 

D)  16 

E)  4/6 


9.  Dado  un  triángulo  ABC,  AB  +  BC  =  10  y  AC  =  8, 
calcular  el  área  máxima  de  la  región  ABC. 

A)  18  B)  6  016  D)  12/2  E)  12 


14.  En  la  figura  mostrada,  si  h  =  6  y  AC  =  8,  calcular  el 
área  máxima  de  la  región  sombreada. 

B 


A)  8  B)  6  012 

D)  9  E)  6/2 

15.  Dado  un  rectángulo  cuya  área  es  16,  calcular  el 
mínimo  perímetro  de  dicha  región  rectangular. 

A)  8  B)  16  0  8/2 

D)  16/2  E)  10/2 
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16.  En  la  figura,  O  es  centro  y  P  e  AB.  Calcular  el  área 
máxima  de  la  región  ABC  (R  =  8). 


A)  8/2  B)  16/2  C)8 

D)  16  E)  32 


E) 


37tP2 

8 


23.  La  base  de  la  pirámide  M-ABCD  es  un  cuadrado 
ABCD,  MB  es  la  altura  de  la  pirámide.  Calcular  el 
valor  mínimo  de  MD,  si  el  volumen  de  la  pirámide 
es  9. 


A)  2  B)  V3  C)3 

D)3V3  E)  0,5 


17.  La  figura  muestra  a  un  trapecio  rectángulo  ABCD. 
Si  AB  =  4,  calcular  el  área  mínima  de  la  región 
ABCD. 


A)  32 

B) 8V2 
O  16 

D)  24 

E)  18 


18.  La  figura  muestra  a  un  rectángulo  inscrito  en  el 
triángulo  STV.  Si  SV  =  8^2  ,  calcular  el  área  máxi- 
ma  de  la  región  sombreada. 


A)  32  B) 24  C)  8^2 

D)16V2  E)  16 


24.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  por  po- 
siciones: 

I.  Un  ángulo  es  la  unión  de  dós  semirrectas  que 
tienen  el  mismo  origen. 

II.  La  intersección  de  dós  regiones  rectangulares 
siempre  es  un  conjunto  convexo. 

III.  El  conjunto  de  puntos  que  formán  un  triángulo 
es  un  conjunto  convexo. 

IV.  Los  puntos  que  formán  una  superficie  constitu- 
yen  un  conjunto  convexo. 

A)  FVFV  B)  WFV  C)  VFFV 

D)  FVFF  E)  VFFF 

25.  En  la  siguiente  figura,  ^cuál  de  los  siguientes 
enunciados  es  verdadero? 


19.  Dado  un  paralelepípedo  rectangular  cuya  área  totál 
es  24,  calcular  el  volumen  máximo  dél  rectoedro. 

A)  48  B)  16  C)  32 

D)8V2  E)  8 

20.  La  figura  muestra  a  dós  sectores  circulares  de  cen- 
tros  A  y  C.  Si  AC  =  2  y  AB  =  BC,  calcular  el  área 
mínima  de  la  región  sombreada. 


cular  la  razón  entre  el  rádió  y  la  altura,  sabiendo 
que  la  suma  de  su  área  lateral  y  el  área  de  su  base 
es  mínima. 

A)  2  B)  1  C)  3/2 

D)  V2  E)  4/3 

22.  Determinar  el  área  lateral  máxima  de  un  tronco  de 
cono  circular  recto,  si  el  perímetro  de  su  sección 
axial  es  P. 


A)  M  u  Q  es  convexo  B)  N  u  Q  es  convexo 

C)  Q  u  P  es  convexo  D)  M  u  N  es  convexo 

E)  M  u  P  es  convexo 

26.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  El  interior  de  un  ángulo  es  un  conjunto  convexo. 

II.  Si  H  es  el  ortocentro  de  un  triángulo  obtusángu- 
lo  ABC  y  R  es  la  región  triangular  ABC,  enton- 
ces  RH  es  un  conjunto  no  convexo. 

III.  La  intersección  de  dós  conjuntos  no  convexos, 
es  siempre  un  conjunto  no  convexo. 

A)  VFF  B)  WF  C)  VFV 

D)  FVF  E)  FFF 

27.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 

siciones: 

I.  La  intersección  de  un  ángulo  y  un  piano  que  no 
es  el  piano  que  contiene  al  ángulo,  siempre  es 
un  conjunto  convexo. 

II.  La  intersección  de  trés  planos  puede  ser  un 
conjunto  no  convexo. 

III.  La  intersección  de  dós  ángulos  en  el  espacio 
siempre  es  no  convexo. 


Geometría  ■  701 


A)  FFF  B)  FFV  C)  VFF 

D)  VFV  E)  VW 

28.  Se  desea  construir  una  caja  sin  tapa  y  de  base 
cuadrada  disponiendo  de  300  dm2  de  matériái.  Cal- 
cular  la  altura  de  dicha  caja  para  que  su  volumen 
sea  máximo. 

A)  4  dm  B)  6  dm  C)  8  dm 

D)  5  dm  E)  3  dm 

29.  ^Para  cuál  valor  dél  rádió,  se  hace  máximo  el  área 
de  un  sector  circular  de  perímetro  2p? 

A)  p/5  B)  p/4  C)  p/3 

D)  p/2  E)  p 

30.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones: 

I.  Sea  C  una  región  no  convexa  y  L  una  recta,  am- 
bas  contenidas  en  un  mismo  piano,  entonces  L 
puede  dividir  a  C  en  dós  regiones  convexas. 

II.  El  triángulo,  sus  puntos  interiores  y  sus  puntos 
exteriores  són  trés  conjuntos  de  puntos  donde 
unó  de  ellos  es  un  conjunto  convexo. 

III.  Una  recta  y  un  triángulo  que  no  se  intersecan, 
contenidos  en  un  piano,  determinan  una  partí¬ 
ción  de  5  elementos  en  ese  piano. 

A)  VFF  B)  FW  C)  VW 

D)  FFF  E)  FVF 

31 .  Dado  un  triángulo  acutángulo,  <j,cuál  es  el  triángulo 
de  menor  perímetro  inscrito  en  él? 

A)  Mediano  B)  Tangencial 

C)  Exincentral  D)  Órtico 

E)  Podal 

32.  Se  tiene  un  círculo  de  rádió  R.  Hallar  el  área  máxi- 
ma  de  la  región  triangular  que  se  puede  inscribir  en 
dicho  círculo. 

A)3R2V3/4  B)2R2V3/6  C)3R2V3/5 

D) R2V3/4  E)R2/3/3 

33.  Determinar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes 
proposiciones: 

I.  Una  región  triangular  de  la  que  se  han  excluido 
dós  de  sus  lados,  es  una  región  convexa. 

II.  La  unión  de  dós  conjuntos  convexos  es  un  con¬ 
junto  convexo. 

III.  Si  A1f  A2,  A3  y  A4  són  cuatro  regiones  triangu- 
lares,  tál  que:  A4  c  (A,  n  A2  n  A3),  entonces 
A,  n  A2  n  A3  es  una  región  poligonal  convexa. 

A)  VW  B)  VFV  C)  VFF 

D)  FVF  E)  FW 

34.  En  los  siguientes  enunciados,  indicar  (V)  si  es  ver- 
dadero  o  (F)  si  es  falso: 


I.  Una  región  poligonal  de  la  que  se  han  excluido 
sus  vértices,  es  un  conjunto  convexo. 

II.  Ninguna  región  convexa  resulta  de  la  reunión 
de  dós  regiones  no  convexas. 

III.  La  reunión  de  los  dós  semiespacios  determina- 
dos  por  un  piano  de  separación  contenido  en  el 
espacio  tridimensional,  es  una  región  convexa. 

A)  WF  B)  VW  C)  VFF 

D)  VFV  E)  FFF 

35.  Determinar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes 
proposiciones: 

I.  El  borde  de  un  polígono  convexo  es  una  región 
convexa. 

II.  El  complemento  de  un  piano  en  el  espacio  es 
una  región  convexa. 

III.  La  diferencia  de  dós  regiones  no  convexas  es 
una  región  no  convexa. 

A)  VW  B)  VFF  C)  FFF 

D)  WF  E)  FFV 

36.  Se  tiene  un  rectángulo  de  área  60.  Si  los  lados  són 
números  enteros,  calcular  el  mínimo  perímetro  po- 
sible. 

A)  30  B) 32  C) 34 

D)  36  E)  38 

37.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  La  intersección  de  una  recta  mediatriz  relativa 
a  un  lado  de  un  triángulo  y  la  región  triangular 
determinada  es  un  conjunto  convexo. 

II.  La  reunión  de  trés  segmentos  que  unen  trés 
puntos  se  denomina  triángulo. 

III.  La  intersección  de  dós  triángulos  no  es  un  con¬ 
junto  convexo. 

A)  VFF  B)  FVF  C)  FFV 

D)  WF  E)  FW 

38.  Calcular  la  altura  dél  cono  circular  recto  de  volu¬ 
men  máximo  que  puede  ser  inscrito  en  una  esfera 
de  rádió  R. 

A)  ^  B)  ^  C)  ^ 

D)  ^  E)  ^ 

39.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo¬ 
siciones: 

I.  Si  T  es  una  región  triangular  y  E  un  círculo  tales 
que  T  n  E  ^  0,  entonces  T  n  E  es  un  conjunto 
convexo. 

II.  La  intersección  no  vacía  de  trés  planos  es  un 
conjunto  convexo. 
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III.  Dos  planos  paralelos  determinan  en  el  espacio, 
una  partíción  de  4  elementos. 

A)  WF  B)  VW  C)  VFF 

D)  FVF  E)  FW 

40.  Indicar  el  valor  de  verdad  de  las  siguientes  propo- 
siciones. 

I.  Toda  línea  separa  el  piano  que  la  contiene  en 
dós  conjuntos  convexos. 

II.  Si  le  quitamos  un  punto  a  una  región  rectangu- 
lar,  el  conjunto  resultante  es  convexo. 

III.  La  poligonal  ABCD  no  convexa  gira  360°  alre- 
dedor  de  unó  de  sus  extremos  y  en  el  piano  que 
la  contiene,  luego  se  determina  siempre  una  ré¬ 
gión  convexa. 

A)  FFF  B)  FFV  C)  VFV 

D)  VW  E)  WF 

41 .  Dado  un  cuadrante  AOB  de  centro  O,  se  traza  una 
recta  L  tangente  a  dicho  cuadrante.  Si  las  distan- 
cias  de  A  y  B  a  dicha  recta  són  2  y  4,  calcular  el 
área  de  la  superficie  generada  por  el  arco  AB  al 
girar  360°  alrededor  de  L’. 

A)20ti(57i  -  14)  B)  10tí(3ti  -  1) 

C)  307i(ti-  I)  D)  107i(7tc  —  20) 

E) 15tc(10tc-27) 

42.  Según  el  gráfico  mAC  =  30°,  <j,qué  ángulo  debe 
girar  aproximadamente  el  semicírculo  alrededor  de 
AB  para  que  el  sólido  generado,  sea  equivalente  al 
sector  esférico  generado  por  el  sector  circular  COD 
al  girar  360°  alrededor  de  AB? 

A)  200° 

B)  180° 

C)  243° 

D)  270° 

E)  120° 

43.  En  el  gráfico,  calcular  la  suma  de  volúmenes  de 
los  anillos  esféricos  generados  por  los  segmentos 
circulares  AC  y  AB  al  girar  360°  alrededor  de  AD. 
Además  (CB  //AD). 


£ 


1 

ii  h  >i 

! 

5 

"  B 

1-nH 

1 — 

—  m - 

- 1 

A)  |(m3  +  n3  +  mn)  B)  |(m3  +  n3) 

C)  £  [m3  +  n3  +  mn(m  +  n)]  D)  £  (m3  +  n3) 
b  b 

E)  -|mn(m  +  n) 
b 


44.  Con  todas  las  aristas  de  un  prisma  se  construye 
una  pirámide,  entonces: 

I.  La  pirámide  puede  tener  27  aristas. 

II.  El  prisma  pudo  tener  6  vértices. 

III.  El  número  de  caras  de  la  pirámide  puede  ser  7. 

IV.  El  número  de  vértices  dél  prisma  es  igual  al  nú¬ 
mero  de  caras  de  la  pirámide. 

A)  I  B)  II  C)  III 

D)  I  y  IV  E)  II  y  IV 

45.  Si  el  volumen  de  un  prisma  triangular  regular  es 

+^—~ .  Calcular  la  longitud  de  la  arista  básica, 

sabiendo  que  el  ángulo  determinado  por  las  diago- 
nales  de  dós  caras  laterales  que  partén  dél  mismo 
vértice  midé  30°. 

A)  /3 _  B)  2/3  C)2 

D)  VV3  +  I  E)  I 

46.  En  un  prisma  oblicuo  cuya  altura  midé  3/6,  la 
suma  de  las  medidas  de  sus  ángulos  diedros  es 
2520°,  su  sección  recta  es  una  región  poligonal 
regular  cuyo  circunradio  es  /3  cm.  Calcular  el  vo¬ 
lumen  de  dicho  prisma,  si  el  piano  de  su  sección 
recta  forma  con  el  piano  de  su  base  un  diedro  que 
midé  30°. 

A)  72  cm3  B)  70  cm3  C)  72/2  cm3 

D)  144  cm3  E)  36  cm3 

47.  En  un  prisma  triangular  regular  ABC-A’B’C’,  cu- 
yas  bases  ABC  y  A’B’C’  tienen  baricentros  G  y  G’, 
respectivamente;  M  es  punto  medio  de  GG’,  N  es 
punto  medio  de  A’B’  y  L  es  un  punto  de  AC,  tál  que 
AL  =  2(LC).  Calcular  la  razón  de  los  volúmenes  de 
los  sólidos  en  los  que  queda  dividido  dicho  prisma 
por  el  piano  que  pasa  por  N,  M  y  L. 

A)  2/3  B)  14/13  0  7/13 

D)  28/13  E)  15/13 

48.  En  la  figura  mostrada,  el  ángulo  diedro  P-AB-R  es 
tangente  a  la  superficie  lateral  dél  cilindro  circular 
recto;  si  la  medida  dél  diedro  es  60°,  AB  =  40  m  y 
AO  =  50  m,  calcular  el  volumen  dél  cilindro. 


A)  3000n  m3  B)  5000ti  m3  C)  6000*  m3 
D)  9000ti  m3  E)  1037im3 

49.  En  la  figura  mostrada,  el  volumen  dél  paralelepípedo 
es  la  mitad  dél  volumen  dél  cilindro  circular  recto.  Cal¬ 
cular  la  distancia  de  C  a  BD  es  términos  de  Y. 


A)  120' 
D)  60° 


B)  90‘ 
E)  45' 
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50.  En  un  tetraedro  regular  A-BCD  cuya  arista  midé 
“a”,  en  AD  se  ubica  el  punto  O,  tál  que  OD  midé 
igual  que  la  altura  de  la  pirámide  O-ABC.  Calcular 
el  volumen  de  la  pirámide  O-BCD. 

A)^(V3-V2)  B)^(V3-V2) 

C)  a3(V3  +  ■Í2)  D)Úfi  +  l2) 

b 

E)  ^(V6-2) 

51.  En  una  pirámide  cuadrangular  regular  el  lado  de  la 
base  es  L,  la  medida  dél  ángulo  determinando  por 
una  arista  lateral  y  la  altura  es  30°,  calcular  el  área 
de  la  sección  que  se  determina  al  trazar  un  piano 
que  pasa  por  un  vértice  de  la  base  y  es  perpendi- 
cular  a  la  arista  lateral  opuesta. 

A)  ^3  B)lN3  C)^2 

D)  ^  E)  L2 

52.  En  la  figura  se  muestra  dós  pirámides,  en  una  de 
ellas  las  aristas  laterales  són  de  igual  longitud  y  en 
la  otra  las  caras  laterales  determinan  diedros  de 
igual  medida  con  su  base.  Calcular  el  valor  de  0. 


D) 106°  E) 120° 

53.  Se  tiene  un  cono  recto  cuya  altura  midé  2  m  y  el 
rádió  de  la  base  1  m.  En  el  piano  que  contiene  a 
la  base  se  considera  un  punto  P  desde  el  cual  se 
traza  las  tangentes  PM  y  PN  a  la  base  dél  cono. 
Calcular  la  medida  dél  diedro  determinado  por  los 
planos  VPM  y  VPN,  siendo  V  el  vértice  dél  cono  y 
sabiendo  que  la  distancia  dél  centro  de  la  base  al 
punto  P  midé  4  m. 


C)  75° 

54.  En  un  cono  de  revolución,  de  generatriz  “g”,  está 
inscrito  un  cilindro  cuya  superficie  totál  es  equi- 
valente  a  la  superficie  lateral  dél  cono.  El  ángulo 
entre  las  generatrices  dél  cono  en  su  sección  axial 
midé  90°.  Calcular  la  distancia  entre  el  vértice  dél 
cono  y  la  base  superior  dél  cilindro. 

A)  §V3  B)  |V2  C)  ^-12 

5  o  o 

D)§  E)f 

55.  Un  triángulo  rectángulo,  cuyo  ángulo  agudo  midé 
p,  limita  una  región  que  al  girar  alrededor  dél  cateto 
opuesto  a  p  genera  un  cono,  cuyo  desarrollo  de  su 
superficie  lateral  tiene  un  ángulo  que  midé  0.  Cal¬ 
cular  0  en  función  de  p. 

A)  p  B)  p/2  C)  3p/2 

D)  360°senp  E)  360°cosp 

56.  En  la  figura  se  muestra  una  semiesfera  de  rádió  R 
y  en  ella  se  ha  inscrito  un  cono  oblicuo  de  vértice  A 
y  cuya  base  es  un  círculo  menor  cuyo  único  punto 
en  común  con  el  circulo  máximo  es  B.  Calcular  el 
volumen  máximo  de  dicho  cono. 


D)  ^R3  E)  ^jiR3 

57.  Calcular  el  área  de  la  superficie  lateral  máxima  dél 
tronco  de  cono  circular  recto,  si: 

AB  +  BC  +  CD  +  AD  =  k 


D)  E)  — 

'  16  '  32 

58.  Calcular  la  altura  dél  cono  circular  recto  de  volu¬ 
men  mínimo  que  se  pueda  circunscribir  a  una  esfe- 
ra  de  4  cm  de  rádió. 
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A)  16  cm  B)12cm  C)  20  cm 

D)24cm  E)10cm 

59.  En  una  semicircunferencia  de  diámetro  AD  se  ins¬ 
eribe  el  trapecio  ABCD.  Si  AD  =  4  m,  calcular  el 
área  máxima  de  la  región  cuadrangular  ABCD. 

A)3/3  m2  B)4m2  C)  8  m2 

D)  6  m2  E)4V3m2 


60.  Una  esfera  de  rádió  “a”  está  inserita  en  una  pirá- 
mide  regular  cuadrangular  de  la  cual  se  pide  su 
volumen  mínimo. 

A)  24a3  B)^a3  C)Ta3 

D)  ^a3  E)  16a3 
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